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AVANT-PROPOS. 


L'ouvrage  que  nous  offrons  au  public  esl  le  fruit 
de  nos  études  de  prédilection  et  des  lecons  que  nous 
donnons  aux  éléves  du  cours  supérieur  de  mathé- 
maliques.  II  comprend  d'abord  les  éléments  de  la 
Trigonométrie  rcctiligne  et  de  la  Trigonométrie 
sphérique,  qui  sont  indispensables  á  rétude  de  la 
Géoraélrie  analytique. 

Celle-ci  contient  Irois  nouvelles  théories  de  la  plus 
haute  importance  : 

1®  La  thcorie  généralc  des  foyers  et  des  circonfé- 
rences  focales; 

2<*  Celle  des  diamêtres  et  des  diamêtres  conjugués; 
"5^  La  théorie  générale  des  asymptotes. 

Ces  théories  ont  déjá  recu  une  certaine  sanction 
dans  la  pratique  de  Fenseignement  et  rapprobalíon 
des  hommes  compétents  des  corps  savants. 


II  AYANT-PROPOS. 

.\oiis  Hvoiis  eu  m'ours  au  Tnulé  des  seilions 
coniques  par  iM.  Chasles  pour  les  propriélés  anhar- 
moiHques. 

II  n'est  plus  peruiis  aujourd'hui  de  so  dispenser 
des  uotations  abrégées  dans  Tétude  des  propriétés 
des  courbes,  qui  doivenl  être  recherchées  á  la  fois 
au  moyen  de  leurs  équations  en  coordonnées  carlé- 
siennes.  trilinéaires  et  tangentielles. 

Les  courbcs  enveloppes  et  les  polaires  réciproques 
ont  été  traitées  avec  tous  les  développements  qu'exi- 
gent  des  matiéres  d'un  intérét  aussi  puissant. 

Les  progrcs  récents  de  rAlgébre ,  exposés  dans  les 
ouvrages  de  M.  Sahnon,  qui  nous  ont  été  três-utiles, 
ont  donné  naissance  á  de  nouvelies  théoríes  en 
Géométrie  analytiquc,  ct  celles-ci  re^oivent  déjá  les 
applications  les  plus  sérieuses. 

Des  exercices  nombreux  et  bien  choisis  se  Irou- 
vent  á  la  fin  de  chaquc  théorie. 

Nous  nous  sommes  efforcé  d'élever  cet  ouvrage  au 
niveau  de  la  science  par  les  mélhodes  les  plus  sim- 
plcs,  afin  d'en  faciliter  Tétude  á  la  jeunesse  el  de 
propager  ainsi  Tune  des  plus  belles  branches  des 
sciences  mathématiques. 


PREMIERE  PARTIE. 
TRIfiaNOIÉTRIE  RECTILI6NE  ET  SPHÉRiaUB. 


TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE. 


CHAPITRE  I. 

MJet  de  1«  trls«Bométrle. 

1.  La  triganométríe  a  pour  objet  la  résolution ,  des 
triangles. 

La  trígonométríe  rectiltgne  s*occupe  des  triangles  recti- 
lignes  et  la  trigonométrie  sphérique  des  triangles  sphéri'- 
ques.  Nous  étudierons  d'abord  les  tríangles  rectílígnes. 

II  y  a  six  quantités  essentielles  á  considérer  dans  un 
triangle  :  les  trois  cótés  et  les  trois  angles.  Trois  quelcon- 
ques  de  ces  quantités  étant  données  ou  connues,  on  peut 
toujours  déterminer  les  trois  autres,  excepté  dans  le  cas 
oú  Ton  donne  les  trois  angles. 

On  peut  encore  considérer  dans  un  triangle ,  outre  les 
irois  cótés  et  les  trois  angles  :  l"*  les  trois  hauteurs;  ^  les 
trois  bissectrices ;  3'  les  trois  médianes;  4"*  le  rayon  du 
cerele  eirconscrit;  5°  le  rayon  du  cercle  inscrit,  etc...  Trois 
quelconques  de  ces  différentes  quantités  étant  données,  on 
peut  égalemcnt  se  proposer  de  calculer  et  de  déterminer 
les  éléments  essentiels  du  triangle. 
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DéanltÍOBfl  dea  llgnca  trisonomélrlqaefl  e(  reiationo  qnl  - 

exislent  entre  eiiea. 

t.  Soit  une  circonférence  de  cercle  ADA'D'  de  rayon 

AC  =  R ,    et    soit    un 
'^'  '  arc  quelconque  AM  =  a 

(fig.  1)  moindre  que  le 
quart  de  la  circonférence 
ou  moíndre  qu'un  qua- 
drant. 

On  nomme  siniís  de 
Tarc  a  ou  dc  Tangle  ACM, 
dont  cet  arc  est  la  me- 
sure,  la  perpendiculaire 
MP  abaissée  de  Tune  des 
extrémités  M  de  cet  arc 

sur  le  díamélre  ACA',  qui  passe  par  Tautre  extrémité  A; 

de  sorte  que  Fon  a  : 


ou  y  par  abréviation , 


MP  =  sÍDus  a 
MP  =  sÍQ  a. 


La  tangente  de  l'arc  a  est  la  portíon  de  la  tangente  de- 
puis  le  point  de  contact  A  jusqu'au  point  de  rencontre  T 
avec  le  diamêtre  qui  passe  par  Tautre  extrémité  M.  Donc» 

AT  =  tangeote  a 

ou  AT  =  tang  a  ou,  plus  simplement  encore,  AT  =  tg  a. 
La  sécante  de  Tarc  a  est  rhypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle  dont  la  tangenie  et  le  rayon  qui  passe  par  le  point 
de  contact  sont  les  deux  cótés  de  Fangle  droit;  on  a 

CT  =  sécante  a  ou  CT  =  séc  a. 

Le  sinus^  la  tangente,  la  sécante,  Tarc  et  le  rayon  du 
cercle  sont,  pour  ainsí  dire^  les  seules  lignes  que  Ton  ait  h 
examiner  en  trigonométrie. 
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1.  Soit  le  diamëtrc  DCD'  perpcndiculaire  &  AGA',  de 
sorte  que  Tarc  AMD  =  un  quadrant.  On  nomme  complé- 
ment  d'un  arc  AiVl ,  Tarc  MD  qu'il  faut  ajouter  á  cet  arc 
pour  avoir  un  quadrant;  et  complément  d'un  angle  ce  qu'il 
faut  ajouter  á  cet  angle  pour  avoir  un  angle  droit.  Mais 
larc  MD  a  aussi  son  sinus qui  est  MQ;  conformément á la 
déíinition  qui  précéde,  on  a  donc  : 

MQ  =  PC=sinusdeMD. 

Comme  larc  MD  est  le  complément  de  Tarc  AM  =  a,  íl 

vient  PG=  sinus  du  complément  de  a^  et,  par  abrévia- 

tion: 

PC  =  co  sinus  a 

ou  bien  encore  PC  =  cos  a. 

Le  cosinus  de  larc  AM  est  la  distance  comprise  depuis 
le  pied  P  du  sinus  jusqu'au  centre  G.         • 
De  méme,  DS  =  tangente  du  complément  de  a 

ou  DS  =  co  —  tangente  a  =  cot  a, 

et  CS  =  sécanlc  du  complément  de  a  =  coséc  a. 

Les  distancës  AP,  DQ  prenncnt  aussi  les  noms  de  sinus 
verse  et  de  cosinus  verse  de  a.  On  voit  que 

sinus  vcrse  de  a  =  R  —  cos  a 
et  cosinus  verse  de  a  =  R  —  sin  a. 

4.  Les  triangles  rectangles  semblables  MPC,  TAC  don- 
nent : 

~*  -♦-  Cp'      ~ 

ou  sin*a -+-cos'a  =  R*    ...     .    .    .    (1), 


HP 

-t-CP 

= 

CM 

sin'( 

X  -HCOS 

»a  = 

=  R*    .    .    .    .    . 

PC: 

PM  = 

AC 

:AT, 

cosa 

:  sina  = 

=  R 

:tga; 

PC 

:CM  = 

AC 

:CT, 

cosa:  R  = 

R: 

* 

séc  a ; 

4  PREMIÊUE    PARTIE. 

d'oúrontire:  ^  Rsina 

tga  = 2), 

cos  a 

R' 

sëca=> (3). 

cosa 

On  a  aussí  dans  le  triangle  rectangle  CAT  : 

ÁC*+AT=CT, 
R'  H-  tg*  o  =  sëc'  a (4). 

Les  triangles  rectangles  semblables  CMQ  et  CSD  donnent : 

i^  CQ:MQ  =  CD:DS 

ou  sin  a :  cos  a  =  R :  cotg  a; 

2*  CQ :  Clll  =  CD :  CS 

ou  sin  a :  R  =  R :  cosëc  a. 

Ces  proportions  fournissent  les  formules  : 

R  cos  a 

cotga  =  — : (5), 

sma 

C08ëca  = (6). 

sína 

Le  tríangle  rectangle  CSD  donne : 

CD  ^DS'  =  CS. 
c'est-á-dire,         R' h- cotg' a  =  cosëc' a (7). 

Les  deux  triangles  PMC  et  ATC  fournissent  encore 

CT:CM  =  AC:CP 

0«  l/R'-4- tg'a:R  =  R:cosa, 

R* 

cos  a  =  .    .    .    ;    .    (8^ 

l/R'-+-t««a 
et  CT:CH»AT:MP 
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ou  l/R*  -I-  tg'  a  :  R  B  tg  a  :  sin  a, 

sin  a  =  — (9). 

V/R*-*.tg»a 

Le  rayon  du  cerele  et  l'une  queleonque  de  ces  lígnes 
trígonométriques  étant  eonnus,  ces  fornnules  font  connaitre 
toutes  les  autres. 

5.  On  divise  ordinairement  la  circonférence  en  360  par- 
tíes  égales  qu'on  nomme  degré,  chaque  degré  en  60  mí- 
nutes  et  chaque  minute  en  60  secondes,  etc... 

Lorsque  Tarc  passe  par  tous  les  états  de  grandeur  pos- 
sibles  depuis  O''  jusqu'á  360''  ou  une  circonférence  entiêre, 
les  lignes  trigonométriques  précédentes,  le  sinus,  le  cosinus, 
la  tangente,  etc...,  acquiérent  eertaines  valeurs  correspon- 
dantes  que  nous  allons  rechercher. 

Le  sinus  grandit  avec  Tarc  depuis  0®  jusqu'á  un  qua- 
drant  ou  90''.  Si  Tarc  est  nul ,  le  sinus  est  aussi  nul  et 

lon  a  : 

sin  0«  =  0. 

Lorsque  Tarc  AM  =  ^  quadrant,  le  triangle  rectangle 
MPC  est  isoscéle  et  Ton  a  : 

sin«  45°  -H  cos«  45°  =  R« 
oii  2  sin«  45°  =  RS 

„       R        Rl/2 

sin45°  = =  — ^; 

1/2  2 

sin  (90°  —  a)  =  cos  a, 
sin90°  =  R, 

valeur  maximum  du  sinus. 

A  partir  d*un  quadrant,  le  sinus  diminue  á  mesure  que 
Farc  augmente  et  repasse  par  les  mêmes  états  de  grandeur 
jusqu'á  zéro,  qui  est  le  sinus  d*une  demí-circonférence. 

sin  (90°  -*-  a)  =  sín  (90°  —  a)  =  cos  a. 


6  PREMIÊRE    PARTIE. 

On  a,  en  cffet,  cn  désígnant  1  arc  MD  par  a 

DM  =  DN.   et    NP'  =  MP«sin(90°— a)  =  cos«. 

Le  supplément  d'un  arc  est  I  arc  qu'íl  faut  ajouter  au 
premier  pour  valoir  une  demi-circonférence;  de  mémey  le 
supplcment  d'un  angle  est  Tanglc  que  lon  doit  ajouter  au 
premier  pour  avoir  deux  anglcs  droíts.  L'arc  A'N  est  le 
supplément  de  ADN,  et  comme  NP'=MP,  il  vient : 

sia(180''  —  a)3=sina, 

sin480°n=0, 

sin  (480'*  -♦-«)  =  —  sin  (i80°  —  «)==  —  sin  a, 

sin270"=-  — R. 

sin  (360®  —  a)  =  — ■  sin  a , 

sin  360«  =  0. 

Si  nous  désignons  par  G  une  dcmi-circonférenceet  par  n 
un  nombre  entier,  il  viendra  : 

sinnC  =  0, 

C 

sin  2n-hi)-«dbR. 
^  2 

Si  Tarc  est  nul,  lc  cosinus  est  égal  au  rayon.  On  a  donc : 
cos  0°  =  R. 

A  mesure  que  Farc  augmente  depuis  zéro  jusqu*á  un 

quadrant,  le  cosinus  diminue  depuis  le  rayon  jusqu'á  zéro; 

de  sorte  quc 

cos  9(fi  =  0. 

Lorsque  Farc  (fcpasse  un  quadrant,  le  cosinus  devient 
négalif  et  reste  négalif  dans  le  deuxiéme  quadrant. 

cos  (90®  H-  a)  =  —  cos  (90*  —  a)  =  —  sin  a, 

ce  qu'il  est  facile  de  démontrer. 
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cos  (180"  —  a)  =  —  cos  a , 

cos480°=:=— R, 

cos  (180"  +  a)  =  cos  (180"  —  a)  =  —  cos  a, 

cos270"  =  0, 

cos  (360°  —  o)  =  cos  a, 

cos360"  =  R, 

cosnC  =  ±R, 

C 

cos(2n  -4-  i)  — =  0. 

Connaissant  les  valeurs  des  sínus  et  des  cosinus  pour 

lous  les  arcs  depuis  O''  jusqu'á  360%  les  formules  qui  pré- 

cëdent  font  connaitre  les  autres  lignes  irigonométriques^ 

les  tangentesjes  sécantes,  e(c.,  de  ces  mémes  arcs. 

Ainsi, 

tg  0"  =  0, 

tg45"  =  R, 

tg90"=oo, 
tg(480"  — a)  =  — Iga,    tg180"=0, 
tg (180"  H-  a)  =  tg  a,         tg  270"  =  00, 
tg  (360"  —  a)  =  —  tg  a ,    tg  360"  =  0. 

Pour  des  arcs  plus  grands  qu'une  circonférence,  les  tan* 
gentes  repassent  par  les  mémes  élats  de  grandeur  que 
préeédemment. 

6.  Connaissant  les  sinus  et  les  cosinus  des  deux  arcs  a 

el  b,  chercher  les  sinus  et  les 
cosinus  de  leur  somme  et  de  leur 
di/férence. 
Soient  les  arcs 

AM  =  a,  EM  =  DM  =  6, 

MP  =  sina,  CP  =  cosa, 

DI  s=»  sin  6,  Cl  =  cos  6. 

Comme  Tarc 

AD  =  a  +  6  et  AE  =  a--6, 


Pig.  «. 
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on  a  : 

DK  =  sin(a-*-  6).    CK  =  cos(a -4- 6), 

EQ  «sin  (a—  6),    CQ  =  cos(a  —  6). 

Pour  calculer  ces  lignes,  on  a : 

DK  =  DN  H-  IS. 

Les  deux  tríangles  DIN  et  MPG  ayant  leurs  cótés  res- 
pectivement  perpendiculaires  sont  semblables  et  donnent  : 

DN :  CP  =  DI :  CM 

ou  DN :  cos  a  =  sin  6 :  R. 

Les    deux  triangles  équiangles    MPG^    ISG  donnent 

aussi : 

IS:MP  =  CI:CM 

ou  IS :  sin  a  =  cos  6  :  R. 

On  a  donc  pour  DK  ou  sin  (a  +  6)  : 

Rsin(a-f- 6)  =  sin  acos6  +  sin6cosa    .     .     (f); 
de  mêrae,  CK  =  CS  —  IN. 

On  a  par  les  triangles  semblables  MPC,  ISC  les  propor- 

tions  : 

CS:CP  =  Cl:CM 

ou  CS :  cos a  =cos  6 :  R 

et,  par  les  triangles  semblables  DIN,  MPC  : 

IN:MP=DI:CM 
ou  IN :  sin  a  s  sin  6  :  R. 

En  rempla^ant  ces  valeurs  de  CS  et  de  IN  dans  Texpres- 
sion  de  CK,  on  trouve  : 

R  cos  (a  +  6)  =  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6   .    .    {g). 
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On  a  pour  EQ  ou  sin  (o  —  6)  : 

EQ  =  IS— IH  =  IS  — DN, 

k  cause  de  Tégalité  des  tríangles  rectangles  DIN,  ËIH  quí ' 
ont  rhypoténuse  égale  et  les  angles  égaux. 

£n  remplafant  IS  et  DN  par  leurs  valeurs  tírées  des 
proportions  précédentes » il  víent : 

R  sin  (a  —  6)  =  sin  a  cos  6  —  sin  6  cos  a     .     .     (t). 

On  a  de  méme  pour  cos  (a  —  6)  : 

CQ  =  CS  -H  EH  =  CS  -4-  IN 

et,  en  substituant  les  valeurs  fournies  par  les  deux  derniéres 
proportions  : 

R  co8  (a  —  6]  =1  cos  a  cos  6  h-  sin  a  sin  6  .    .    (&). 

Telles  sont  les  quatre  formules  fondamentales  de  la  tri- 
gonométrie  rectiligne.  Si  le  rayon  du  cercle  est  égal  k 
runité ,  elles  deviennent : 

sin  (a  -4-  6)  a=  sin  a  cos  6  +  sin  6  cos  a , 
sÍD  (a  —  b)=a  sin  a  cos  6  —  sin  6  cos  a, 
cos  (a  +  6)  =  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6, 
cos  (a  —  6)  =  cos  a  cos  6  +  sin  a  sin  6. 

Les  arcs  a  et  6  étant  quelconques ,  peuvent  étre  égaux ; 
ce  qui  donne  pour  la  premiére  : 

sin  2a  =  2  sin  a  cos  a, 

qui  est  la  relation  entre  le  sinus  de  I'arc  double  et  le  sinus 
et  le  eosinus  de  I'arc  simple,  ou  bien  encore 

a       a 
sin  a  =  2  sin  —  cos  -  • 

2        2 
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II  vient  de  méme  pour  la  troísiéme  : 

cos  2a  =  cos'  a  —  sin*  a. 

En  éliminant  suecessivement  sín^a  et  cos^a,  on  ob- 

tient 

i  -♦-  cos2a  =  2cos'a, 

i  —  cos2a  =  2sin'a, 


cos2a 
cos 


—  cos  2a 

SÍD 


el  enfin  tg  a  =  V/  - 


—  cos  2a 


-  cos  2a 

Ces  formules  font  connaitre  le  cosinus  cl*un  arc  double 
quand  on  connait  soit  le  sínus  ou  le  cosinus  simple,  et  réei- 
proquement. 

Le  rayon  étant  1 ,  on  a  : 

a  a 

sin*-  -*-  cos'-  =  1, 
2  2 

2sm-cos-  =  siDa. 

2        2 

En  ajoutanty  retranchant  et  extrayant  chaque  fois  la 
racine  carrée  de  chaque  membre»  il  vient : 

COS--+-  sin-  =  Kl  +sm  a, 

a       .    a      ^y 

cos-  —  sm  -=  V\  — sin  a; 

,  a  \      y \  . 

dou         cos-  = -\/i  -H  sÍD  a  +~  V \  — sina, 

Á        A  2 

.    a      \.j i     . 

sm-  =  -\/i  +  sina  —  -  Ki  — síd  a. 
2      2  2 
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Od  prend  le  signe  posilif  pour  le  second  radicai  de  la 
valeur  de  cos  |,  parce  que  celte  formule  doit  étre  vraie 
pour  une  valeur  quelconque  de  rarclet,  par  conséquent, 
quand  cet  arc  est  nul,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  Ton  pre- 
naít  lesigne  — . 

7.  í/n  cóté  quekonque  d'un  polygone  régulier  est  un 
double  sinus. 

Ainsiy  la  moitié  du  cóté  de  Thexagone  régulier,  qui  est 
égal  á  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit,  est  le  sinus 
de  Tarc  de  30'';  de  sorte  que  Ton  a  : 

sin  30°  =  -  =  cos  60°; 
2 

RI/3 
d'oú  cos  30°  = =  sin  60°. 

De  même,  la  moitié  du  cdté  du  décagone  régulier  cir- 
conscrity  qui  a  pour  expression 

4 

esC  le  sínus  de  Tarc  de  18^;  de  maniêre  que  Ton  a  aussi : 

sin  d  8° =-- (1/5  —  i )  =  cos  J2° 

R  1/ — 

et  cos  i8°  =  -  K  10  H-  2  k^5  =:  sin  72°. 


Substituant  la  valeur  de  sin  18°  dans  la  formule  sin  |  en 
fonction  de  sin  a,  on  trouve  : 

8in9°  =  i  1/3 +  1/5-^^5-1/5, 
4  4 

le  rayon  étant  égal  á  runité. 
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Gonnaissant  le  sinus  et  le  cosinus  de  18%  on  trouve  : 

cos  56"  =  cos»  i  8°  —  sin'  i  8* 

ou  C08  o6°  =  --(l  H- 1/5)  =  sin  54^ 

4 

Cette  derniére  valeur  fera  eonnaitre 

Jin2rc=  1(1/5+1/5)  — ÍK3-V/5, 


8ID 

4 


el  sin36'»  =  -l/l0  — 2Í/5; 

4 

de  sorte  qu'on  pourra  former  le  tabieau  suivanl : 

sin   y  =  cos8i»  =  i  1/3 -4-1/5-71/5-1/5, 

4  4 

8in  IS'»  =  cos  72«  =  i  (—  1  ^.  1/5), 

4 

sín  27'»  =  cos  65'»  =  7  Ks-hV/S  —  ^  j/s  — ^"5, 

4  4 ' 

sin  36"  =  cos  54^»  =-  l/lO  —  2  l/B , 

4 

8Ín45"  =  cos45'»=il/2, 

2 

8Ín54"=cos36'»  =  i(l  +I/5), 

4 

sin  65"  =  cos  27"=  -I/5  -^  1/5  -t- 1 1/3  —  V/5, 

4  4 

8in  72"  =  cos  18"  =  ^  |/lO-t-2V/H, 

4 


8in81''  =  cos   g'^lj/s -1-1/5 -♦--j/s  —  l/S, 

4  4 


i 

8in30"  =  cos60"=-  . 

2 
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sin  Sl»  =  C08  75* = 1 1/6  —  7 1/2, 

8in  75«  =  cos  45*^=  t  (1/2  -^  \/6). 

Ces  valcurs  des  lignes  trigonométriques  en  fonction  du 
rayon  du  cercle  sont  dites  naturelles.  Elles  servent  &  véri- 
fier  les  tables  trigonométriques. 

On  en  conclut  que  le  carré  du  pentagone  régulier  est 
égal  á  la  somme  des  carrés  de  Thexagone  et  du  décagone 
réguliers.  En  effet,  le  rayon  du  cercle  étant  égal  á  Funitéy 
le  cóté  de  rhexagone  est  cgal  á  1  et  le  cóté  du  décagone  & 

2  8Íni8"=i(l/5  — i). 

z 

En  élevant  ces  deux  valeurs  au  carré  et  en  les  ajoutant, 
ona : 

4-.*-(6-2l/5)  =  l^^^~ 
4f  4 


qui  est  le  carré  de  ^[/lO  — 2l/5,  ou  le  double  sinus 
de  36*,  c'est-á-dire,  le  cóté  du  pentagone  régulier. 

8.  Dans  la  formule  sín  (a  -+•  6)  n^  6,  faisons  6  =  2a, 
on  aura  : 

sin  5a  =  8Ío  a  cos  2a  -t-  sin  2a  cos  a 

ou  sin3a=8ina(l  — 28in'a)-t-  28Ínaco8*a, 

8in  3a  =  3  8in  a  —  4  sin'  a, 
C08 3a=  co8  a  cos  2a  —  sin  a  sin  2a, 
C08  3a=  co8  a  (2  cos'  a  —  i)  —  2  sin*  a  cos  a, 
co8  3a=a  4  cos'  a  *-~  3  co8  a. 

Ces  équations  sont  du  3"*  degré  par  rapport  á  sin  a  et  & 
cos  a.  On  a  déjá  vu  précédemment  (6)  que  la  relation 
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s'élêve  chaque  fois  au  ^'^^  degré  lorsqu  on  passe  de  Tarc 
double  á  Tarc  simple.  On  trouvera  de  méme  : 

sin  [ja  =  5  sin  a  —  20  sin*  a  -^  1 6  sin*  a, 
cos  5a  =s  5  cosa —  20  cos'a  -»-16  cos' a, 

En  donnant,  dans  ces  formules ,  aux  arcs  3a  et  5a  des 

valeurs  telles  que  les  sinus  et  les  cosinus  de  3a  et  de  5a 

soient  nuls^on  a  : 

3a  =  i80*  =  560°; 

doú  a=  60^  =  120». 

3a=  90*^  =  270^ 

d'oú  a=  30°=   90». 

Les  deux  premiêres  donnent 

48in*60°  =  3, 

sin  60°  =  i  V/3, 
2 

4  co8*  30°  =  3 ,    cos  30°  =  i  V^3 , 

2 

5a  =  i  80°  =  360°,    a  =  36°  =  72°; 

5a  =  270°=    90°,    a  =  54°=i8°. 

On  aura  les  équations  : 

i  6  sin*  36°  —  20  sin'  56°  -+-  5  =  0 
et  i  6  cos*54°  —  20  cos'  54°  -+-  5  =  0, 

qui  feront  connaítre  les  sinus  de  36'*  et  de  72°  et  les  eosi- 
nus  de  54*  et  de  \  8^ 

9.  Résolvons  pour  les  tangentes,  les  colangentes,  elc..., 
le  méme  problême  que  nous  venons  de  résoudre  pour  les 
sinus  et  les  cosinus. 

Connaissant  tg  a  et  tg  b,  chercher  tg  (a-í-b). 
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Le  rayon  du  cercle  étant  toujours  égal  á  runité,  on  a  : 

.        .^      sin  (a  -4-  6) 
tg(a  +  6)=       ^         ^ 


ou  ig  (a  -+-  6)  = 


cos  (a  -♦-  6) 
sin  a  cos  6  +  sin  6  cos  a 


cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6 
Maís  on  sait  que  sin  a  =  cos  a  tg  a 
ct  sin  &  =  cos  6  tg  6. 

Au  lieu  de  sin  a  et  de  sin  6,  substituons  leurs  valeúrs 
dans  tg  (a  -h  6).  On  aura  : 

cos  a  cos  6  tg  a  +  cos  a  cos  6  tff  6 

tg(a  -H  6)  = r-^ r -^ 

cos  a  cos  6  —  cos  a  cos  0  tg  a  tg  6 

tga-f-  tg6 


ou  tg  (a  -*-  6)  = 


1  — tgalg6 


en  divísant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  cos  a  cos  6. 
Posons  6  =  a,  ii  viendra  : 

2tga 
tg2a  = 


i-tg«a 


formule  qui  fail  connaítre  la  relátion  qui  existe  entre  la 
tangente  de  Farc  double  2a  et  la  tangente  de  Tarc 
símple  a. 

Ed  considérant  tg  2a  comme  connue ,  tg  a  étant  incon- 
nue,  on  trouve  :  . 

—  4  ±1/1  -«-ig*2a 

Xaa  = 

®  tg2a 

On  a  de  mëme  : 

tga  — tg6 


tg  (a  —  6)  = ;  • 

®^  '      1-+-tgatg6 


i6 
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Fig.  5. 


10.  Les  valeurs  que  ron  vientde  trouver  pour  tg(a  +  6) 

et  tg  (a  —  6)  en  partant  des 
formules  fondamentales  s'ob- 
tíennent  aussi  facilement  par 
des  considérations  géomctrí- 
ques  três-simples. 

Soit  un  cercle  de  rayon 
0A=0C=1  etsoientles  arcs 
AB  =a,  BC= 6,  AC  =a  -i-  6, 
les  droites  AT  =  tg  (a  -f-  6), 
AD  =  tga  =  BE,  BI=tg6. 

La  droite  IRP  étant  per- 

pendiculaire  á  OA,  á  cause 

de  AT  qui  lui  est  paralléle  et 

de  la  similitude  des  triangles  rectangles  ORP,  RIB,  PIE,  il 

vient : 

AT       IP        lE 

óa'~op""or' 

tg{a-4-6)      tgaH-tg6 


A   K 


d^oú 


OR 


Mais  OR  =  OB  —  RB  =  1  —  RB,  et  comme  les  deux 

tríangles  rectangles  RBI,  OBE  sont  aussi  semblables, 

on  a  : 

RB:tga  =  tg6:i; 

•  j  /        tv        tga-4-  lg6 

ce  qui  donne       tg  (a  +  6  =  /    .^^.  • 

1— tgatgo 

11.  Soient  le  cercle  de  rayon  0C=0A=1  et  les 
arcs  AC  =  a,  AB  =  6,  BC  =  a  —  6;  menons  les  (an- 
gentes  AD,  AI,  CT.  Du  point  I  abaissons  la  perpendicu- 
laire  IH  sur  OD.  A  cause  des  paralléles  TC,  IH,  on  a  : 


TC 
OC 


ni 

Ofl^ 
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iff.  4. 


mais  les  triangles  reetangles  semblables  IHD ,  OAD  don- 
nent : 

oa"'od' 

et,  en  multipliant, 

TC_        ID 
T  ~  OH  X  OD ' 

c'est-&-clire, 

.    /        k\      ^8  «  —  tg  6 
^«(«""*^=-0H^- 

s 

Le  triangle  IDO  dans  lequel  ID  =  (AD  —  AI)*  donne : 

0d'-4-  Oï'—  20D  X  OH  =  AdV  TÍ  —  2AD  X  AI 
ou    Od'—  ÁD  V  Ol'—  AïV  2AD  X  AI  =  20D  X  OH, 
et,  á  cause  des  triangles  rectangles  OAD,  OAI : 


d'oú 


2  -♦-  2AD  X  Al  =  20D  X  OH; 
OD  X  OH  =  I  -4-  tg  o  X  tg  6. 


Ën  substituant,  on  obtient : 


tgg  — tg6 

i  ■+-  tgatgfr 


Cette  formule  est  bien  langle,  exprimé  par  sa  tangente, 
que  font  entre  elles  les  deux  droites  OD,  01  lesquelles  font 
avec  une  méme  troisiéme  OA  des  angles  représentés  par 
les  arcs  a  et  6. 

Si  cet  angle  est  droit,  le  dénominateur  de  la  fraction 
i!tVfl*^gfe  ^®*^  devenir  nul,  puisque 

tg(a  — 6)  =  tg90*=oo, 

et  Fon  a  i  -♦-  tgatg6  =  0. 
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Ti    •     .         •  /        /^      co8(a-4-6) 

II  vienl  aussi      coig  (a  -♦-  6)  =  - 


8in  (a  -f-  6)  > 


cosacosó — sinasinb 

et  cotg  (a -H  6)  = -;^ r r-7 

sin  a  C08  6  +  sin  6  cos  a 

Mais  cos  a  =  sin  a  cotg  a , 

cos6  =  sin6cotg6; 

en  remplaganty  on  obtient  aprës  simplification  : 

cotg  a  cotg  6  —  1 


cotg  (a  -4-  6)  = 


et  cotg  (a  —  6) 


cotg  a  -+•  cotg  6 

cotg  a  cotg  6  +  i 
cotg  6  —  cotg  a 


On  peut  aussi  trouver  ces  deux  formules ,  en  observant 
que  tg  o  X  cotg  a=  1. 
En  faisant6  =a,h  premiêre  de  ces  formules  donne  : 

cotg*a  —  i 

cotg  2a  =  — 

2  cotg  a 

On  a  aussi  en  faisant  6  =  2a  dans  tg  (a  -4-  6) : 

^  1  —  Ig  a  tg  2a 

et,  en  développant : 

Ën  représentant  tg  Za  par  m  et  tga  par  x,  on  a  Téqua- 

tion : 

ac*  —  3mx'  —  3x  -*-  m  =  0. 

Si  l'on  fait  m  =  i,  c'est-á-dire,  tg  3a  =  45«  =  228%  on 

a  Téquation  : 

X*  —  3x*  —  3x  -4-  I  =  0, 
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quí  peut  86  mettre  sous  la  forme  : 

.    (x-*.i)(x*  — 4x  -♦-  i)=:0; 

d'oú        tgi5«=2  — 1/3    et    Ig 75«  =  2 -*- 1/3. 
Enfin,        X  =  —  i     donne    tg  —  45'  ==  —  i . 

%%.  La  eombinaison  des  formules  fondamentales  des 
sinus  et  des  eosínus  (6)  par  voíe  d'addilion  et  de  soustrac- 
tion  fournit  plusieurs  formules  indispensables  pour  le  cal- 
cul  logarithmique.  II  vient : 

8Ín  (a  +  6)  +  8in  (a  —  6)  sa  2  sin  a  cos  6 , 
sio  (a  -♦-  6)  —  sin  (a  —  6)  =  2  sin  6  cos  a , 
C08(a  —  6)  -h  cos  (a  -*-  6)  =:  2  cosa  cos  6, 
C08  (a  —  6)  —  C08  (a  -t-  6)  s  2  sin  a  ëin  6. 

Posons  a-^b=py  a — b  =  q\  d'oú  a=^(/>H-9)í 
b=  i  (/>  —  q).  Ces  formules  deviennent : 

sin p  -*-  sin  qr  =  2  siíi  i (p  H-  q)  cos  \{p  —  q)y 
sin  p  —  8in  9  =  2  sin  i  (p  —  ?)  cos  i  (p  -f-  qf), 

C08  g  -4-  C08  p  =  2  C08  4  (p  -+-  9)  C08  J  (p  —  J )  , 

C08  9  —  C08  p  =  2  sin  i  (p  -♦-  5)  sin  {.(p  —  9). 

Si  Ton  divise  Tune  quelconque  de  ces  quatre  formules 
par  chacune  des  troís  autres,  on  obtiendra  autant  de  for- 
mules  nouvelles. 

En  divisant  les  deux  premiéres,  on  a : 

8Ín  p-^-únq      sin  í  (p  -*-  7)  cos  {  (p  —  q) 
8in  p  —  sin  q      cos  i  (p  -+-  9)  sin  4  (p  —  q) 

sin  p  -»-  sin  y  ^  tg  4  (p  -4-  q) 
sin  p  —  sin  7  '"  tg  i  (p  —  qf) ' 

lorsqu'on  divise  les  deux  termes  de  la  fractíon  du  deuxiéme 
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membrc  par  cos^  {p  —  q);  ce  qui  nous  apprend  que  te 
somme  des  sinus  de  deux  arcs  quelconques  est  á  leur  diffé- 
rence  comme  la  tangente  de  la  demi-somme  de  ces  arcs  est 
á  la  tangente  de  leur  demi-différence, 
On  a  de  raéme  : 

sln  p  -♦-  sin  flf  , 


cos  p  +  cos  q 
sÍD  9  +  sin  p 
cos  q  —  cos  p 
sÍD  p  —  sin  9 
cos  p  -4-  cos  q 
sÍD  p  —  úví  q 


=  cotgí  (p  — 7), 

=  tgí  (P  — ?), 

=  colgi(p-4-  9), 
cos  q  —  cos  p 

cos  qr  -t-  cos  p       colg  í  (p  -+-  7) 

COS  qr  —  cosp  tg  í  (P  —  ?) 

Sí  Fon  multiplie  entre  elies  les  deux  premiêres  formules 
fondamentalesy  ensuíte  les  deux  derniéres,  on  aura  : 

sin  (a  -*-  6)  sÍD  (a  —  6)  =  sin'  a  —  síd'  b  =  cos*  a  —  cos*  6, 
co8(a  -H  6)  cos  (a  —  6)  =  cos^a  —  sin'6  =  cos*  5  —  sin'a; 

de  même ,  cos  (6  -+-  c)  cos  (6  —  c)  =  cos'  6  —  sin'  c. 

•       Forinule*  relallTefl  anx  Irlamcles. 

IS.  A,  B,  G  étant  les  trois  angles  d'un  triangle  quel- 
conque,  on  a  : 

A-hB-4-C  =  í80°;     d'oú    C  =  180°  — (A -t- fl), 
sÍD  C  =  sin (A  -»-  B),     cos  C  =  —  cos  (A  -t-  B), 

8Íii-  =  co8-{A-4-B),    co8-=sin-(A-t-B), 


I 
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sin  2C  =  —  sin  (2A  -4-  2B) , 

CO8  2C  =  cos  (2A  -t-  2B) , 

tg  C  =  —  tg  (A  -♦-  B).     tg  2C  =  —  tg  (2A  ^-  2B), 

tg-^  =  cotg-(A^-B), 

colg  C  =  —  cotg  (A  -+-  B), 
cotg  2C  =  —  colg  (2A  -h  2B). 

14.  Soit  k  chercher  la  relation  : 

sin  A  -+-  sin  B  -4-  sin  C  =  4  cos  —  cos  —  cos  —  • 

2        2        2 

En  rempla^ant  sin  C  par  sa  valeur  sin  (A  -h  B) 
OU  2  sin  4  (A  -t-  B)  cos  4  (A  -*-  B), 

il  vient : 

sin  A  +  sin  B  -t-  sin  C  •=  sin  A  +  sin  B  -i-  sin  (A  -f-  B), 

sin  A  -4-  sin  B  H-  sin  C  =  2  sin  4  ( A  -+-  B)  cos  4  (A  —  B) 

-t-  2  sin  4  (A  -f-  B)  cos  4  (A  -4-  B) 

=  2  cos  4  C[cos4(A  — B)-t-co84(A-*-B)] 
=  4  cos  4  A  cos  4  B  cos  4  C. 

15.  Soit  á  vérííier  d*iine  autre  maniére  : 

cos  A  -H  cos  B  —  cos  C  -f-  i  =4  cos  4  A  cos  4  B  sin  4  C. 

Ona 

cosA  -t-  cosB  —  cosC-t-  i  =cosA-t-cosB-H  cos(A  -♦-  B)  -*-  i 
=  cos  A  -*-  cos  B  -+-  cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B  -1-  1 
=  i  -♦-  cos  A  -f-  cos  B  (i  -♦-  cos  A)  —  sin  A  sin  B. 

cosA  -4-  cosB  —  cosC-hi  =  (i  -♦-cosA)(l-4-cosB)--sinAsinB 

,       ,A      ,B  A        A    .    B       B 

=  4  cos  —  cos* 4  sin  —  cos  —  sin  —  cos  — 

2         2  2       2        2        2 

i  i  i  A        B       C 

=  4cos-Aco8  -B  cos-(A  -♦-B)=4cos  —  cos  — sin  — 
2  2  2^'  222 
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On  vérifiera  toutes  les  formules  suivantes  par  Tun  ou 
Fautre  de  ces  procédés  : 

A   B   C 

I.  sin  A  -H  sin  B  -+-  sin  C  =  4  cos  --  cos  —  cos  -  • 

2        !2        2 

II.  sin  A  -♦-  sin  B  —  sin  C  =  4  sin  -  sin  —  cos  -  • 

2        2        12 

A         R         P 

III.  cos  A  -4-  C08  B  -♦-  C08  C  —  1=4  sin  —  sin  -  sin  -• 

2       2        2 

A        B       C 

IV.  cos  A  +  cos  B  —  cos C  -♦-  i  =  4  cos-  cos  — sin  — • 

2        2        2 

V.  sin  2A  -4-  sin  2B  -t-  sin  2C  =  4  sín  A  sin  B  sin  C. 

VI.  sin  2A  -H  sin  2B  —  sin  2C  =  4  cos  A  cos  B  sio  C. 

VII.  cos  2A  -t-  cos  2B  -4-  C08  2C  -♦-  1  =  —  4  cos  A  cos  BcosC. 
VIII.  cos  2A  -»-  cos  2B  —  cos  2C  —  1  =  —  4  sin  A  sin  B  cosC. 


A  B  C      .       A 

IX.  sin  — H  sin  -  -4-  cos  -  =  4  cos  -  cos 
2  2  2  4 


A  B  C  A        B       /  C\ 

X.  sin — I- sin cos- =4sin— sin  -sin(45* 1- 

2  2  2  4        4        \  4/ 

XI.  1  —  cos'  a  —  cos*  6  —  cos'  c  -4-  2  cos  a  cos  b  cos  c 

=  4  sin  s  sin  («  —  a)  sin  {«  —  6)  sin  («  —  c). 

XII.  í  —  cps*  a  —  cos'  6  —  C08*  c  —  2  cos  a  cos  6  cos  c 

=  —  4  C08  «  cos  {8  —  a)  cos  (s  —  6)  cos  («  —  c). 

XIII.  4  -♦-  C08*  a  —  C08*  6  —  cos'  c  -4-  2  cos  a  sin  6  sin  c 

=  4  8in  s  sin  (s  —  a)  cos  («  —  b)  sín  («  —  c). 

XIV.  4  -+-  cos*  a  —  cos'  6  —  cos*  c  —  2  cos  a  sin  b  sin  c 

=  —  4  C08  8  C08  («  —  a)  sin  (s  —  6)  sin  (s  —  c). 

16.  Proposons-nous  de  vérifíer  Fune  quelconque  de 
ees  formules,  la  douziéme,  par  exemple,  dans  laquelle 
2«  =  a-4-6-f-c,  a,  6,  c  étant  des  arcs  dé  grandeur 
variable. 
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i  —  cos*  tt  —  cos*  6  —  cos'  c  —  2  C08  a  cos  5  cos  c 
=  sin* a  sin*6  —  (cos*  a  cos*  6  -4-  cos'  c  -f-  2  cos  a  cos  6  cos  c) 
=  (sinasin6+cosacos6-4-cosc)(sinasinb~cosacos&— cosc) 
=  [cos  (a  —  6)  -4-  cos  c]  [cos  (a  -4-  6)  h-  cos  c] 

(a  +  6H-c\       /a-*-6  — c\       /a-*-c  — 6W6 -4- c—a> 
— 2— J  '"'  l  — 2— J  ""'l— 2~ 
=  —  4  cos  «  cos  («  —  a)  cos  [s  —  6)  cos  («  —  c). 

17.  On  a  pour  les  tangentes  et  les  cotangentes  des  for- 
mules  non  moíns  remarquables  : 

tg  A -4- tg B  H- ig C  =  tg  A  tgB  tgC, 

cotg  A  -♦-  cotg  B  —  tg  C  =  —  cotg  A  cotg  B  Ig  C , 

tg  2A  -I-  tg  SB  -I-  tg  2C  =  tg  2A  tg  2B  tg  2C, 

cotg  2A  -f-  cotg  2B  —  tg  2C  =  —  cotg  2A  cotg  2B  tg  2C , 

A  B  C  A      B         C 

tgg-^tgg-cotg-^-tg-tg-cotg-, 

A  B  C  A         B         C 

coig -  +  cotg  -  -4- cotg  -  =  cotg -  cotg-cotg  -. 

Plusieurs  de  ces  formules  prouvent  qu*il  existe  une  infinité 
de  systénies  de  trois  nombres  dont  la  somme  égale  leproduit. 
Pour  vérifier  la  premiére,  on  a  : 

tgC^ fg(A-4-B); 

d'oú,  en  développant : 

-tgA-tgB 

tff  L  =  > 

•*  l-tgAlgB 

et,  en  réduisant  au  méme  dénominateur, 

tgC-tgAtgBlgC=  — tgA  — tgB, 
tgA-<-tgB-4-tgC  =  tgAtgBlgC. 
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On  a  encore  les  formules  faciles  á  vérifier  : 

sin  (adtb) 


tgodblgt 


íg'a  — tg»6=: 


cos  a  cos  6 
sín  (a  -+-  6)  sin  (a  —  6) 
cos*  a  cos'  6 


2       tg  a  -f-  tg  6       sin  (a  H-  6) 

cos  a  = j      = 

.         ,«       lg«  — lg6       sin(o  — 6) 

'*'^  2 

1  liitirft 
tg(45»=b6)  =  -— ^. 

i  q::tg6 


CHAPJTRE   II. 
•érles  IrlconoméCrlqaea. 

IS.  Gherchons  le  produit  des  deux  binómes 

cos  a  -t-  \/ —  1  sin  a    par    cos  p  -♦-  V--i  sin  p. 

On  aura  : 

(cos  a  -+- 1/—  1  sin  a)  (cos  p  -h  k^—  1  sin  p) 
=  cos  (a  -I-  p)  -♦-  l/ —  i  sin  («  -fr-  (3). 


Introduisonsunnouveaufacteurbinómecosy-t-V/ — Isiny; 
il  viendra : 

(cos  a  -♦-  \/—  i  sin  a)  (cos  ^  -*- 1/ —  1  sin  p)  (cos  r  -♦-  ^/ —  i  sin  r ) 
=  cos  (a  -h  p  -f-  r)  -*-  r—i  sin  (a  -4-  p  -i-  r)« 

Si  Ton  multiplie  ainsí  entrc  eux  m  faeteurs  binómes  de 
méme  forme  en  a,  P,  y  .,.,  il  est  évident  qu'on  aura,  en 
représentant  le  produit  par  P  : 


1 


P=  COS(a  -h  p  -♦-  r h  fi)  -4-  y  —  lsÍu(a-4-  p-+-r  ...  -4-  pt), 
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Si  tous  ces  binómcs  deviennent  cgaux  au  preniier 
cos  a  ■+-  V —  1  sin  a,  on  obtiendra  cette  formule  remar- 
quable  due  á  Moivre  : 

(cos  a  -4- 1/ —  i  sin  a)"  ==  cos  m  ol  -+  \/ —  i  sín  m  a. 

Développons  d  aprês  la  formule  du  bindme  de  Newtorif 
et  égalons  entre  ellcs  les  quantités  réelles  et  les  quantités 
imaginaires,  il  viendra  : 

m(m  — i)      ^_,      .  , 

COS  m  a  =  COS"  a : COS*  '  a  sm*  a 


i.2 

m  (m  —  i)  (m  —  2)  (m  —  3) 

i.2.5.4 


X  COS"^*  a  8Ín*  a 


m(».-l)(»,_2)(m-5)(>n-4)(m-8) . 

COS        a  sm  a, 

i. 2. 3. 4. 5. 6 

,     .  m(m-i)(m  — 2)       ^  ,     .  _ 

8mma=mcos"''asma —        -  cos*"    asm'a 

i.2.3 

m  (m  —  I)  (m  -  2)  (m  -  3)  (m  -  4)  ,      .  . 

H ^^ ^-í^ — cos"*-«  a  sin»  a. 

i.2.3.4.5 

Ces  séries  font  connaitre  Ic  sinus  et  le  cosinus  de  Tarc 
multiple  lorsqu'on  connait  le  sinus  et  le  cosinus  de  Tarc 
simple. 

Posons  ma  =  x;  d'oú  fn==^.  On  aura  : 

r  te*a      x(x-a)(x~2a)(x-3a)      tg*a 

cosx=cos-«[l-x(x-«)íip-.J— A__^ 1^^ 

sínx  =  cos-ar^  X  i^  -'^'-.'l^'r  ''^  X  '«'" 


™    P  vx  *«*       a;(x  — a)(: 
im  X  =  cos^a   -  X j—z- 

Li  a  i.2. 


3  '     a' 

X  (x  —  a)  (x  —  2a)  (x  —  3a)  (x  —  4a)        tg'  ct' 


i.2.3.4.5 
Lorsque  Tarc  a  est  inSniment  petit ,  on  a  : 

cos  a  =  i     et     sin  a  =  a , 

ainsi  qu'on  Ta  vu  précédemment. 


tg'a-l 
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DonCy  á  la  límíte,  le  rapport  í^  =  I  et  eos"  a  =  1 ;  de 
sorte  qiie  les  deux  séries  dont  il  s'agít  deviennent : 


x'  X*  X* 


cos  X  =  I H 1-  etc... , 

1.2         1.2. 3. 4         i.2.3.4.».6 

sin  X  =  X 1 H  etc... 

1.2.3       1.2.3.4.5       1.2.3.4.5.6.7 

Elles  déterminent  le  eosinus  et  le  sinus  d'un  arc  dont  la 
longueur  est  calculée  en  valeur  du  rayon  pris  pour  unilé. 
19.  Siy  dans  les  formules  (12) 

1  1 

2  sin  -  (p  —  q)  cos-  (p  -f-  9)  =  sin  p  —  sin  7, 

2  sin  -(p  '¥-  q)  sin  -(p  —  q)  =  cosq  —  cos p, 

on  faitp  =  a  -h  Pm  -4-  -  et  gr  =  a-4-(3u — ^,onaura  pour 
la  premiére  : 

2sin-cos(a-t-  pu)  =  8in  ía  -Hpu-i-— j  —  sín  (a-*-pM  —  M. 

et  pour  la  dcuxiéme  : 

2  sin-  sin  (a  4-  ^i/)  =  C0S  (a  -*-  pu —  -j  —  cos  ía  -♦-  pu  -4-  —  1  • 

En  posant  successivement,  dansccs  deuxderniéres,  u  =  0, 
1, 2, ...  n,  et  cn  ajoutant,  on  obtient : 

cos  a  -f-  cos  (a  -4-  j5)  -H  cos  (a  -*-  2^)  -¥-  ••• 

1  /        nQ\ 

sin-(n  -H  1)fiC08    a  -4-  —I 

-f-  cos  (a  -*-  np)  == , 

sin- 
2 
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sin  a  -♦-  sin  (a  -♦-  p)  -h  sin  (a  -+-  2p)  -4-  ... 

sin-(n  +  i)psinía-4-^j 
-♦-  sín  (a  -f-  np)  = • _  ; 

sm  — 
2 

et  si  P  =  a  ,  celles-ci  devícnnent : 

cos  a  -f-  cos  2a  -»-  cos  5a  -i-  •.* 

i  i 

sin  -(»  -4-  i)  a  cos  ~ (n  -4-  2) a 

-♦-  cos  (n  -f-  i)  a  = 5 

sin  — 
2 

sin  a  -4-  sin  2a  -f-  sin  5a  -i-  ... 

8in-(n-^i)asin^-^— 1« 
-i-  sin  (n  -t-  i)  a  s  — 

sm- 
2 


2 


Enfln,  si  ron  pose  seulemenl  a  =  0,  on  oblient  : 

i-*-cosp-t-cos2p-i-cos5p-H"--«-cosn|3  =  - í-, 

.    P 
sin- 

2 

sin  j5  -♦-  sin  2p  -i-  sin  5(3-1 1-  sin  np  = . . 

sin- 
2 

II  est  bien  facile  de  voir  quand  la  somme  des  n  -f-  1 
preroiers  termes  de  chacune  de  ces  séries  est  nulle.  Ainsi, 
dans  la  premiére,  si  (n  -f-  i)  a  =  Stt  ou  360%  cetle  somme 
est  évidemment  nulle, 

Si,  dans  les  mémes  formules  générales,  on  fait  (3  =  2a, 
on  aura  : 
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!r  K  /«        -X         sin2(n-+-i)a 

COS  a  +COS  5a  +  C0S  Sa-h  ...  -♦-  COS  (2n  -*-  1)  a  = li i-, 

2  sín  a 

.    p-        .    V                 '    ic,       M\         8in2(n-t-l)a 
sina-hsin  oa-t-sinda-i i-sin(2n-«-i)a  = ^ — 

sína 
Si  2(n-t- i)a=:2T     ou     360^ 

COS  a  -♦-  COS  3a  -»-  C08  3a  -♦-  . ..  -♦-  cos  (2n  •*-  I )  a  =  0. 

En   faisant  successivement   te«=l,  %  ...  n   dans  les 

formules 

2  sin*  au  =  i  —  cos  2a  u, 

2  cos*  au  =  i  -t-  cos  2a  u , 

on  obtient,  en  ayant  égard  aux  valeurs  trouvées  précédem- 

ment : 

n  -♦-  i      sín  (n  -4-  i )  a  cos  na 


sin' a -4- sin' 2a -4- ... -4- sin' na  = 


C0S*a-hC0S*2a-t-...-*-C0s'na= 


2  2  sin  a 

n  —  1      sin  (n  -i-  i )  a  cos  na 

■  -i : ' 

2  2  sm  a 


Tablefl  Irlgonométrlqaea. 

SO.  Les  tables  trigonométriques  représentent  les  valeurs 
numériques  en  logarithmes  de  plusieurs  sérios  de  tríangles 
rectangles  dont  Tun  des  deux  angles  aígus,  situé  au  centre 
du  cerclc  de  rayon  iO'^),  passe  par  tous  les  états  degran- 
deur  possible  de  minute  en  minute,  depuis  une  minute 
jusqu'á  45"". 

La  premiére  série  de  ces  triangles  rectangles  est  formée 
par  le  rayon  du  cercle,  qui  reste  constant,  les  sinus  et  les 
cosinus  de  tous  les  arcs,  de  minute  en  minute,  depuís  une 
mínute  jusqu'á  4S°. 

La  deuxiême  séríe  est  formée  par  le  rayon,  par  les 
tangentcs  et  les  sécanles  des  mémes  arcs.  Les  autres  séríes 
sont  formées  par  les  lignes  trigonométríques  complémen- 
taires. 
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Fig.  5. 


tl.  Recherchons  comment  on  a  pu  calculer  ces  séries 
de  triangles  rectangles  dans  un  cercle  de  rayon  égal  á 
runité;  il  sera  facile  de  les  construire  dans  un  cercle  de 
rayon  queleonque,  comme  on  le  verra  plus  loin. 

Proposons-nous  de  trouver  la  différence  qui  existe  entre 
rarc  et  son  sinus  lorsque  larc  est  trës-petit. 

Soit  Tarc  AM=  |.  Le  trian- 
gle  AOT  (fig.  5)  est  évidem- 
ment  plus  grand  que  le  secteur 
OAM;  de  sorte  que  Ton  a  : 

OA  ,  .      OA 

AT  X  — >arcAMx  — í 

d'oú        AT  >  arc  AM 
et,  par  sutte : 

X        X 

tang-  >  -, 

le  rayon  du  cercle  étant  égal  á  Tunité. 
De  cette  inégalité,  on  tire : 

XXX 

sin  -  >  -  cos  --  » 
2^2        2 

et,  en  multípliant  par  Scosl,  il  vient : 

2  sin  -  cos  -  >  X  cos'  - 
2        2  2 

ou  bien  sin  x  >  x  —  x  sin '  |. 

L'arc  X  est  toujours  plus  grand  que  son  sinus.  Cepen- 
dant,  lorsqu'on  soustrait  de  cet  arc  le  produit  x  X  ^^y*  '  ^^ 
obtíent  un  reste  quí  est  plus  petit  que  le  sinus.  Si,  de 
cet  arc,  on  soustrait  une  quantité  plus  grande,  á  plus  forte 
raison  le  reste  sera-t-il  plus  petit  que  sin  x.  On  a  évidem- 
ment : 

X  X 

AM  >  MP    ou     arc  -  >  sin  -; 
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d'oú  rínégalíté  sin  x  >  x  —  x  sin*  | donne 


X» 


SÍQ  X  >  X 

4 

Appliquons  cette  formule  á  rarc  d'une  minute  qui  est 

5»UI593 

sin  4'  >  -^-r;:^  —  0,000000000007. 
10800 

Ainsi,  le  sinus  de  Tarc  T  est  égal  á  Tarc  V  lui-méme 
moins  une  quantité  plus  petite  qu*une  fraction  décimale 
qui  commence  seulement  au  11™*'  ordre. 

-^  .    ^,      3,U1592 

Donc,  sm  V  = • 

10800 

Connaissant  le  sinus  d'une  minute,  on  aura  le  cosinus 
de  l';  mais,  les  s'éries  trigonométriques,  comme  on  va 
le  voir,  permettent  de  calculer  sin  1 '  avec  un  plus  grand 
degré  d  approximation. 

%%.  Reprenons  les  séries 


x'  x' 


sin  X  s  X 


1.2.3       1.2.3.4.5 
COS  X  ==  1  — 


x'  X*  X* 


xi^ 


1.2  1.2.3.4       1.2.3.4.5.6 

Posons  X  =  ^  X  f ,  w  étant  la  demi-circonférence  de 
rayon  1.  II  viendra  : 

sin  (^  X  90")  =  1,5707903267948966  ^ 

—  0,6459640975062463  -.  -«•  0,079692626246  i  670  ^ 
— 0,00468 1 7541 3531 87  S  h-  0,0001 60441 1 847874  ^ 

q'  ?• 

p"  P" 

—  0,0000035988432352  iL  h-  0,000000056921 7292 Í-^j  -  •» 
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(^X90«)=1,( 


et  cos  I-  X  90«  1  =1,0000000000000000 
9 

—4,2337005504361698  í-  +  0,2536695079010480  4 

?t  9* 

—0,0208634807633530  ^  h-  0,00094  92602748394  ~ 

?•  9' 

p*o                                       p" 
—  0,0000252020423731  h--^  0,0000004740874779  í-- 

Si,  dans  ces  formules,  on  pose^  =  ^^-g^  =  ^^,  on 
aura,  &  un  (rés-grand  degré  d^approximation  : 

sín  4'  =  0,000290888204563794956834 , 
cos  4'  =0,9999999957692025327954264, 

valeurs  exaetes  jusqu'á  la  24"'''  décímale. 

Ces  séries  étant  trés-convergentes,  il  suíHt  pour  obtenir 
ces  valeurs  de  calculer  les  trois  premiers  termes  de  la  série. 

%M.  Connaissant  sin  4'  et  cos  l\  on  peut  calculer  les 
sinus  et  les  cosinus  d'un  nombre  quelconque  de  minutes. 
On  a ,  á  cette  fin  : 

sin  (a  -*-  6)  H-  siu  (a  —  6)  =  2  sin  a  cos  b ; 
d*oú         sin  (a  -i-  6) Bs  2  sln  a  cos  6  —  sin  (a  —  6). 

Posons  a  =  w'  et  6  =  4';  il  vient : 

sin  (m  H-  4)'  =  2  sin  m'  cos  4'  —  sin  {m  —  4)'. 

Faisons,  dans  cette  derniére  formule,  m  =  l,3,  3, 
4,5...,  2699',  on  aura  : 

8Ín2'  =  2sin4'cos4', 

sin  3'  »  2  sin  2'  cos  4'  —  sin  4', 

sin  4'  =  2  sin  3'  cos  4'  —  sin  2', 

sin  5'  3=s  2  sin  4'  c^s  4'  —  sin  3'... ,  etc. 

Ces  égalités  nous  montrent  de  quelle  maniêre  on  trouve 
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le  sinus  d'un  nombre  quelconque  de  minutes,  celui  de  5', 
par  exemple.  II  suflíit  de  multíplier  le  sinus  de  hl  par  le 
nombre  constant  2  cos  1'  et  de  retrancher  le  sínus  qui 
précéde  de  dcux  rangs.  On  a  de  méme  : 

cos  (a  -H  6)  -f-  cos  (a  —  6)  =  2  cos  a  cos  6 , 
cos  (a  -H  6)  =  2  cos  a  cos  b  —  cos  (a  —  6) ; 

cny  faisant,  comme  précédemmenty  a=m'  et  6=1',  on  a  : 
cos  (m  -4-  ly  =  2  cos  m'  cos  1'  —  cos  (m  —  1)'; 

d'oú  cos2'  =  2cosM'~i, 

cos  5'  =  2  cos  2'  cos  i'  —  cos  i', . 
cos  4'  =  2  cos  3'  cos  i'  —  cos  2', 
cos  5'  =  2  cos  4'  cos  i'  —  cos  3'. 

On  voit  que,  étant  donnés  trois  arcs  quelconques  en  pro- 
gression  arithmétique,  savoir  :  a  —  6,  a,  a  +  6,  on 
obtiendra  le  sinus  de  a  -i-  6  en  multipliant  le  sinus  qui 
précéde  immédiatement,  c*est-á-dire  sin  a,  par  2  cos  1'  et 
en  retranchant  le  sinus  qui  préeéde  de  deux  rangs. 
I/échelIe  de  relation  2  cos  i'  —  1  est  la  méme  pour  les 
cosinus  que  pour  les  sinus. 

%A.  Si,  dans  les  séries  qui  précêdent,  on  fait: 

p  i  i 


q      90  X  60  X  6      32400 

on  nura,  avec  le  plus  grand  degré  d'approximation,  le 

sinus  et  le  cosínus  de  iO".  Mais,  on  a  déjá  vu  (21)  que, 

en  prenant  Tarc  i'  pour  le  sinus  de  larc  i'  lui-ménrie, 

Terreur  commise  est  moindre  qu'une  fraction  décimale  du 

ii*  ordre. 

A  plus  fortc  raison,  si  Ton  prend  Tarc  de  iO",  c'est-á- 

dire, 

0,000048481 368i  Í0953598765 
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pour  le  sinus  de  cet  arc,  Ferreur  que  ron  commet  est  moíndre 
qu'une  fraction  décimale  du  13"*^  ordre.  Gonnaissant 

sin  iO"  =  0,000048481568ii0955598765, 
on  a  :  cos  iO"  =  \/4  —  sin*  10"  =  0,9999999988248, 
sin20''  =  2sinl0"co8Í0"/ 

Par  les  rêgles  índiquées  précédemment,  on  trouvera  lcs 
sinus  et  les  cosinus  de  tous  les  arcs  de  10"  en  10". 

Les  valeurs  que  lon  obtiendra  pourront, d'ailleurs,  être 
vérifiées  au  moyen  des  séries  dont  on  vient  de  parler. 
En  faisant  successivement  dans  celles-ci 


P 
9 


1 
90 


90 


3^ 
90 


4 
90 


10 

90 


on  aura  les  sinus  et  les  cosínus  de  tous  les  arcs  de  degré 
en  degré. 

%B.  Dans  des  calculs  oú  les  erreurs  commises  se  repro- 
duisent  á  chaque  opéralion,  il  imporle  d'avoir  des  moyens 
variés  de  vérification. 
C'est  ainsi  que  les  valeurs  des  sinus  de  9",  18",  27% 

36",  43** ,  obtenues  précédemment  en  partant  de   la 

grandeur  des  cótés  des  polygones  régnliers  inscrils  dans  le 
cercle  de  rayon  1,  serviront  á  vérifier  les  tables  formées  au 
moyen  des  séries  ou  par  un  autre  procédé  quelconque. 
516.  Les  tables  trigonométriques  ayant  été  calculées  par 

leurs  logarithmes  dans  un  cercle 
de  rayon  égal  á  runíté,  il  est  fa- 
cile  de  les  calculer  dans  un  cercle 
de  rayon  égal  á  celui  des  tables 
ordinaires  10'®. 

Soient,  en  eiïet,  deux  cercles 
concentriques  de  rayon  MC  =  1, 
et  de  rayon  M'C  =  10*o.  n  esi 

3 


Fig.  6. 
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évident  que  les  deux  arcs  AM  et  A'M',  quoique  de  gran- 
deur  différente,  eontiennent  un  méme  nombre  n  de  degrés. 
Les  deux  tríangles  rectangles  GMP  et  CMT'  donnent  la 
proportion  : 

MP      M'P'  sin  n^^r.t)  _ «»  n^tr.if^o) 

Cette  proportíon  montre  évidemment  que  le  rapport  du 
sinus  d'un  arc  á  son  rayon  reste  constanty  quel  que  soit  ce 
rayon. 

II  en  est  de  méme  du  rapport  d'une  ligne  trigonomé- 
trique  quelconque  á  son  rayon.  Si  Fon  prend  les  loga- 
rithmes  dans  la  derníére  proportion,  on  aura  : 

Ig  sin  n%.io»«)  =  Ig  sin  n\rA)  -♦- 10 ; 

ce  qui  indique  qull  suffit  d*ajouter  10  aux  logarithmes  de 
toutes  les  lignes  trigonométriques  calculées  dans  un  cercle 
de  rayon  1  pour  les  obtenir  dans  un  cerclederayonlO'*^. 
Les  tahles  trigonométriques  parurent  en  1 596,  á  Neustal» 
dans  le  Palatinat :  on  n*en  connait  pas  Pauteur.  Rhéticus 
s'en  servit  pour  calculer  les  sinus  et  les  tangenles  jusqu  a 
quinze  décimales,  de  dix  en  dix  secondes.  PIus  tard  furent 
publiées  les  tables  logarithmiques  des  lignes  trigonométri- 
ques  9  ce  qui  ahrégea  beaucoup  les  calculs. 
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CHAPITRE  III. 


HéfloliiUoM  des  trloBslea  reetoBsIeo. 


Fig.  7. 


%7.  Soit  un  iriángle  reclangle  ABC,  A,  B,  C  élant  les 
irois  angles  et  a,  b,  c  les  cólés  opposés  á  ces  angles. 

L'angle  A  (fig.  7)  élant  droit, 

B  -H  C  =  90'» ; 
d'oú  il  suit  que 

sinB=»cosC   tgB  =  cotgC, 

et  réciproquement.  Deux  données 
quelconques  suílisent  donc  pour  dé- 
terminer  le  triangle  rectangle,  á  rexception  des  deux  angles 
aigus. 

On  peut  admettre,  en  général,  qu*il  y  a  toujours  dans 
les  tables  trigonométriques  un  triangle  rectangle  sem- 
blable  au  triangle  donné. 

Construisons  ce  triangle  des  tables  et,  á  cette  fin,  du 
point  B  comme  centre  et  avec  un  rayon  R  égal  i  celui  des 
tables,  décrivons  Tarc  DM  et  tra^ons  le  sinus  MP,  ainsi 
que  la  tangente  DT.  Le  triangle  ABC  et  son  semblable  des 
tables  BMP  donnent  les  proportions  : 

BM     BG  R        a 

-  . 

6' 


i 


MP     AG 


ou 


8in  B 


ainsí ,  dans  tout  tríangle  rectangle  le  rayon  des  tables  est  au 
sinus  d'un  angle  aigu  comme  Vhypoténuse  est  au  cóté  opposé 
á  cet  angle  aigu. 
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^  BM      BC  R        a 

*2r  —  =  —     ou     «=-: 

BP      AB  cosB     c 

dan9  tout  tríangle  rectangle  le  rayon  des  tables  est  au  cosi- 
nus  d'tin  ángle  aigu,  cotnme  Vhypoténuse  est  au  cóté  adjor 
cent  á  cet  angle  aigu. 
La  símílítude  du  triangle  ABG  et  du  tríangle  des  tables 

BDT  donne : 

.-«  BD     AB  R       c 

3**  —  =  —     ou     =  7» 

DT      AC  tgB     6 

et  en  langage  ordinaire  :  dans  tout  triangle  rectangle  le 
rayon  des  tables  est  á  la  tangente  d'un  angle  aigu  comme  le 
cóté  adjacent  est  au  cóté  opposé  á  cet  angle  aigu. 

De  ces  trois  proportions  on  tire,  en  faisant  le  rayon  des 
tables  égal  á  Tuniti : 

6  =  asínB,    c»acosB,    b  =  ctgB, 

formules  faciles,  mais  qui  ne  sont  plus  homogênes. 

Pour  rétablir  rbomogénéité,  il  sufilt  de  diviser  chaque 
ligne  trigonométrique,  le  sinus,  le  cosinus,  la  tangente,etc.9 
par  le  rayon  R  des  tables. 

En  général,  pour  rendre  homogêne  une  relation  trigo- 
nométrique  quelconque,  il  faut  diviser  chaque  lígne  trí- 
gonométríque  par  le  rayon  R  des  tables. 

S§.  Soit  un  triangle  quelconque  ABC  (fig.  8),  A,  B,  C 
étant  les  trois  angles  et  a,  6,  c  les  cótés  opposés  á  ces 
angles.  On  a  d'abord  pour  ces  angles  régalité  : 

A-*-  B-4-C  =  i8tf», 
et  8in  C  =  8in  (A  -^  B), 

C08  C  saa  —  COS  (A  -4-  B), 

tgC=.-tg(A4-B). 
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Du  point  C^  abaissons  la  perpendiculaire  CD  sur  le 

c6té  AB.  En  vertu  du  premíer  principe  pour  la  résolution 

des  triangles  rectangles  (27) ,  le  triangle  rectahgle  CDB 

donne : 

R:sinBa=:a:CD; 

Fig.  8. 

c  le  triangle  rectangle  ADC  donne  aussi 

R:sin  A=:6:CD. 
De  ces  deux  proportíons,  on  conclut : 

6  sin  A  =  a  sin  B 
sin  A :  sin  B  =s  a :  6. 

Ainsi,  dans  un  tríangle  quekonque  les  sinus  des  angles 
sont  entre  eux  comme  les  cótés  opposés  á  ces  angles.  Tel  est 
le  premier  principe  pour  la  résolulion  des  triangles  quel- 

conques. 
M.  De  la  proportion  qui  précéde,  on  lire 

8Ín  Á  H-  8in  B      a  +  6 


sin  A  —  8iii  B      a  —  6 
Mais  on  a  vu  précédemment  (i  2)  que 

8in  A  H-  8in  B      tg  i  (A  +  B) 
sin  A  —  sin  B  ~"  tg  4  (A  —  B) ' 

on  déduit  de  ces  deux  proportions  : 

a-k-b     tg  i  (A  -♦-  B) 


—  t 


a  —  b     tg4(A  — B) 

c'est-á-dire,  que  dans  un  tríangle  quelconque  la  somme  de 
deux  cótés  est  á  leur  différence  comme  la  tangente  de  la 
demi'Somme  des  angles  opposés  á  ces  cótés  est  á  la  tar^ente 
de  Uur  demi-différence  :  c'est  le  2"*  principe  pour  la  réso- 
lution  des  tríangles  obliquangles. 
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Puisque  ig  í  (A  4-  B)  =  colg.  § ,  [&  formule  qui  précéde 
devient : 

C 


o-*-  6 


COtf- 


tg-(A-B) 
On  a  aussi  les  formules  : 


en  divisaiK,  on  irouve  également : 

Ei,eïel,oi>a:      ílí^í^^!!:^, 
a  b  c 

d'oú  sln  A  -(-  sÍD  B  = .  sin 


4,.       „,       a  +  6  .    C 


De  méme,        Bin  A  —  sin  B  = sin  C; 

d'oú    8Ínl(A  — B)co8Í{A  +  B)=l=-^gÍníco8-. 

2  á^  '  c  2       2 

1                     a  —  bC 
et  sin  -{A  — B)  = cos-- 

S*.  D'aprés  un  théoréme  de  Géométrie,  on  a  dans  le 
riangle  ABC  (Gg.  8)  : 

a*  =a  M  +  c*  -  2c  X  AD. 


TRIGONOMÉTRIE    RECTILIGNE.  59 

Elimmons  de  celte  expression  le  cóté  AD  du  Iriangle 
rectangle  ADC.  En  faisant  le  rayon  égal  á  runilé,  il  vient : 

AD  =  6  C08  A;    d'oú    a*  =  6'  -♦-  c"  —  26c  cos  A. 

On  a  de  méme  :    6*  =  a'  -h  c*  —  2ac  cos  B 
et  c'  =  a*  -*-  6*  —  2a6  cos  C. 

De  la  premiére  de  ces  trois  relations,  on  tire  : 

26c  cos  A  =  6'  -h  c'  —  a\ 

Ajoutons  26c  á  chaque  membre  de  cette  égalité  pour 
rapproprier  au  calcul  logarithmique.  On  aura  : 

26c  (1  -^  cos  A)  =  (6  -f.  cf  —  a' 

A 

et  46c  cos'  -  =  (6  -♦-  c  -4-  a)  (6  -+-  c  —  a) ; 


A     m  /(6  -♦-  c  -♦-  a)  (6  -♦-  c  —  a) 
dou  cos-=\/  -r -' 

En  représentant  le  pérímétre  du  triangle  par  Sp^  cette  for- 
mule  devient : 

eos^=\/?ï^. 
2       ^         6c 

6«  +  c«  — o» 
On  a  aussi  :     i  —  cos  A  =  i — 

zDC 

A      (a  -♦-  c  —  6)  (a  -h  6  —  c) 
el  28m'-s= 1; 

2  26c 


2       ^  6c 


^2      V       p(p-a) 


En   divisant  cos~par  le  rayon  R  des  tables  afin  de 
rendre  la  formule  homogéne,  il  vient : 


cos 


2  V        6c 
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On  trouverait  dc  la  inéme  maníére  : 


.   A 

8111  -  = 

2 

■.nyA^- 

-  6)  (p  - 
bc 

-c) 

A 

-B\A- 

-6)(p- 

-c) 

et 

Gette  derniére  formule  est  plus  propre  au  calcul  que  les 
deux  précédentcs,  quant  au  dcgré  d'approximation  á  ob- 
tenir,  puisque  la  tangente  passe  de  zéro  á  rínfini  lorsque 
l'arc  passe  de  zéro  á  90^,  tandis  que  le  sinus  passe  seule- 
ment  de  zéro  au  rayon.  Ces  derniéres  formules  servent  á 
calculer  les  troís  angles  lorsqu'on  connait  les  trois  cótés. 

Avec  les  deux  principes  qui  précédent,  elles  suffisent 
pour  résoudre  tous  les  cas  quí  peuvent  se  présenter. 

St.  Reprenons  dans  le  triangle  ABC  régalité 

AD  =  6  cos  A. 
On  a  aussi :  BD  =  a  cos  B 

et,  en  ajoutant : 

AD-t-BD    ou    c  =  a  008  B -*- ócosA.    .    .    (1). 
On  a  de  méme  pour  les  deux  autres  cótés  les  relations  : 

6s=acosC  +  CC08  A (2), 

a  =3  6  cos  C  -4-  c  008  B (3). 

Ces  trois  équations  contiennent  les  trois  cótés  et  les  trois 
angles  du  triangle,  et  permettent  de  résoudre  celui-ci  lors- 
que  trois  quelconques  de  ces  quantités  sont  connues,  á 
rexception  des  trois  angles.  II  est  facile  d'en  tirer  le  pre- 
mier  principe  pour  la  résolution  des  triangles. 

Éliminons  cos  C  entre  ces  deux  dernicres,  on  aura  : 

o'  —  6'  =  c  (a  cos  B  —  6  cos  A) 
et,  en  vertu  de  la  premiére  : 
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o'  —  6*= (a  C08  B  +  6  cos  A)  (a  cos  B  —  6  cos  A), 
a*  —  6*  =  €?  cos*  B  —  6*  cos*  A, 
€?  (i  —  cos"  B)  =  l?[\—  cos'  A), 
ou  o'  sin*  B  =  6'  sin*  A 

et  a  sin  B  »  6  sin  A , 

c'est-&-díre,  sin  A :  sin  B  »  a  ;  6. 

II  est  facile  de  trouver  la  valeur  d'un  angle  quelconque 
cos  A,  cos  B  ou  cos  G  en  fonction  des  troís  cótés  a,  6,  c, 
puisqu'on  a  dans  les  trois  relations  qui  précêdent  trois 
équations  incomplétes  trés-simples  du  1*"  degré  á  trois 
inconnues. 

Bésololloii  deo  irlaaslos  reeloBSle«. 

M.  Soit  un  triangle  rectangle  ABC  (íig.  7).  Les  diffë- 
rents  cas  qui  peuvent  se  présenter  sont  les  suivants  : 

On  peut  donner  :  1*"  rhypoténuse  a  et  un  cóté  6  de 
Tangle  droit;  ^  les  deux  cótés  6  et  c  de  Tangle  droit; 
3^  rhypoténuse  et  Tun  des  deux  angles  aigus;  4^  un  cóté  h 
de  langle  droit  et  Tun  des  deux  angles  aigus,  C,  par 
exemple. 

SS.  Premier  eas.  On  donne  Vhypoténuse  a  et  le  cóté  b  de 
Vangle  droit. 

On  aura  pour  le  troisiême  cóté  : 

Fangle  B  sera  donné  par  le  principe 

10*^8ÍnB  =  a:6; 
d  oú  Ig  (sin  B)  =  10  -h  Ig  (6)  —  Ig  (a). 

En  général,  on  trouvera  dans  la  colonne  des  sinus  des 
tables  trigonométriques  deux  logarithmes  entre  lesquels 
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sera  compris  Ig  (sin  B).  On  sait,  par  l'algébre^  déterminer 
un  nombre  quelconque  donné  par  son  logarithme;  on 
connaitra  donc  le  nombre  de  degrés,  de  minutes  et  de 
fractions  de  minute  que  Ton  réduira  en  secondes,  de  se- 
condes  et  de  fractions  de  seconde  que  Ton  réduira  en 
tierces  et  ainsi  de  suite,  de  Tangle  Bavec  un  aussi  grand 
degré  d  approximation  qu'on  le  voudray  si  les  tables  trigo* 
nométríques  sont  calculées  avec  un  trés-grand  degré  d'ap- 
proximation. 
Quant  á  Tangle  G,  on  lobtiendra  par  le  second  principe 

R:cosC  =  a:6; 
d'oú  Ig  (008  C)  =  1 0  +  Ig  (6)  —  Ig  (a). 

Comme  les  deux  angles  B  et  G  sont  complémentaires , 
on  aura  ainsi  un  moyen  de  vérífication ;  si  Fon  a  bien  cal- 
culé  f  leur  somme  devra  étre  trés-approximativement  90®. 

S4.  Deaxieme  cas.  On  donne  les  deux  cótés  b  et  c  de 
l'angle  droit. 

On  aura  Tangle  B  par  le  troisiéme  principe 

R:tgB  =  c:6 

et  lg(lgB)  =  iO+lg(6)-lg(c). 

On  aura  de  méme  : 

lg(tgC)  =  40^.|g(c)-lg(6). 

Les  deux  angles  B  et  G  étant  complémentaires  fournis- 
sent  un  moyen  de  vérification. 

Ayant  calculé  três-approximativement  les  angles  B  et  C, 
on  obtiendra  rhypoténuse 


et  Ig  (a)  =  iO  -+-  Ig  (6)  —  Ig (sin  B). 

Si  6  et  c  sont  des  nombres ,  il  viendra  : 

a  =  V/6«-4-c«; 
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mais,  sí  6  et  c  sont  des  quantités  algébriques  quelconques, 
cette  formule  n'est  pas  calculable  par  logarithmes. 
Pour  la  rendre  telle,  posons  ac*  =  26c.  On  aura  : 

a*  =  6*  -I-  c*  -4-  26c  —  X*  =  (6  -♦-  c  -♦-  x)  (6  -h  c  —  x); 

d  oú        ,    ,  ^      Ig  (6  +  c  +  x)  +  ]g  (6  +  c  —  x) 
Ig  (a)  = 

ZS.  Trdisiéme  cas.  On  donne  l'hypoténuse  et  un  angle 

aigu  B.  On  aura : 

C  =  90«  — B. 

Quant  au  cóté  b,  on  obtiendra  : 

a  sÍD  B 


R 

l«(6)  =  lg(a)-i-Ig(8ÍnB)-40. 

II  viendra  de  méme  : 

acosB 

c= 

R 

et  ]g  (c)  =  )g  (a)  -4-  ]g  (cos  B)  —  i  0. 

S6.  Qnatrieme  eas.  On  donne  un  cólé  b  de  l'angle  droit  et 
run  des  deux  angles  aigus  C. 
L*angle  G  étant  connu,  on  a  : 

B  =  90°  — C. 
L'hypoténuse  a  = ; 

SÍD  B 

d'oú  Ig  (a)  =  i  0  -♦-  Ig  (6)  —  Ig  (sÍD  B). 

II  vient  pour  c  la  relation  : 

6tgC 

' R" 

et  lg(c)  =  lg(6)-i-]g(tgC)-10. 

Comme  exemple  d'application,  supposons  que  Fon  ait : 
!•  6=45'»,54,    B  =  66*o0'; 
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on  trouve : 

C=5y30',     a  =  54-,fil2,    c  =  5(r,it2. 
2°  fl  =  i785",39a,     B  =  SO'S-'iï"  ; 

ona:  C  =  50°22'i8", 

6  =  i340-,574,    c  =  902~,708. 

aéMlB(l««  *tm  (rlaaslea  recllllsaca  4«cIc«b««cs. 

57.  II  peut  se  présenter  quatre  cas.  On  peut  donner  : 
1'  un  colé  a  et  les  deux  angles  B,  C;  3°  deui:  cófés  a,  6  et 
l'angle  opposé  A ;  3'  deux  c6tés  a,  b  ei  l'angle  compris  C; 
4"  les  trois  cótés  a,  b,  c. 

58.  Prcmier  cai.  On  donne  un  cóté  a  et  les  deux  angles 
BetC. 

Connaissant  les  deux  angles  B,  C, 

l'angleA  =180*  — (B  +  C). 
On  Qura  le  cóté  b  par  la  proporlion  : 
sin  A :  MD  B  =  a :  6 
et  Ig  (í>)  =  Ig  (a)  ■*-  Ig  (sin  B)  —  Ig  (sin  A). 

S*.  Application.  Êtant  donnés : 
0=86-,  345, 
B  =  65M7'3r'    ctC  =  b4*23'12", 
on  trouve  :  A  =  60°  19'  17", 

IgW^lg  (86,345)  +  Ig(8in65°i7'51")  — Ig^sin^O-IS'l?") 

c=l,9554228; 
d'ou  6  =  90-,752; 

Ig  (c)  =  Ig  (86,345)  +lg  (siií  54*  23'  1 2")  —  tg  (sin  60*  1 9'  1 7") 
=  1,9072903, 
c  =  81-.522. 

40.  DeuxiÉME  CAS.  On  dotme  les  cótéi  a,  b  et  l'angle  A 
opposé  á  l'un  d'eux. 
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Fig.  9. 


On  aura  :   a :  6  =  sin  A :  sin  B ; 


d'oú 


sinBs= 


6sin  A 


a 


1®  Supposons  que  Tangle  A  soit 
aigu.  L'angle  B  opposé  au  cóté  AG=6 
pourra  étre  aigu  ou  obtus.  Mais  ii  faut 
avant  tout  que  la  perpendieulaire 
CH=  hf  abaissée  sur  le  cóté  AB, 
opposé  á  Tangle  G,  soit  plus  petite  que 
le  cóté BC  =  a,  opposé á  langle  A ; de 
sorte  que  la  plus  petite  valeur  de 


a  =  A  = 


6  sin  A  ,  KR 

»  d  ou  sin  B  =  — 

R  a 


Si  A  <  a,  sin  B  sera  plus  grand  que  R,  ce  qui  est  évi- 
demment  absurde.  Sí  le  cóté  a  est  plus  petit  que  6  et  plus 
grand  que  A,  il  y  a  deux  solutions  qui  sont  bonnes  toutes 
deuXy  á  savoir  :  les  triangles  AGB  et  AGB'.  Ges  triangles 
devront  étre  tels  que  les  angles  ABG  et  AB'G  soient  tou- 
jours  plus  grands  que  Tangle  A,  puisque  6  >  a,  Tangle 
AB'G  étant  obtus  et  le  second  ABG  étant  aigu.  Si  6  est  égal 
á  a,  les  deux  solutions  se  réduisent  á  une  seule  AGB";  dans 
ce  cas,  le  triangle  est  isoscéle  et  Tangle  B  =  A. 

Si  a  >  6,  des  deux  solutions  AGS  et  ACR,  ce  dernier 
tríangle  répond  seul  á  la  question ,  puisque  le  cdté  GS  =  a 
n>8t  pas  opposé  á  Tangle  A,  mais  bien  á  son  supplément 
(fig.  9).  Le  cdté  6  étant  plus  petit  que  a,  Tangle  B  <  A;  ce 
qui  fait  disparaitre  toute  ambiguité. 

2^  Enfin,  si  Tangle  A  est  obtus,  Tangle  B  sera  nécessaire- 
ment  aigu  et  a  devra  toujours  étre  plus  grand  que  6,  puis- 
qu'á  un  plus  grand  angle  est  opposé  un  plus  grand  cdté. 
Gonnaissant  les  angles  A  et  B  et  les  cdtés  opposés  : 

rangIeC  =  i80«  — (A-f-B), 


46  PREHIËRE    PARTIE. 

et  le  cóté  c  s'obtiendra  par  la  proportion  : 

sin  A :  sin  C  =  a :  c. 

41.  Applications.  I.  Étant  donnés  a  ==  75,  6=  72  et 
A  =  S3%  on  trouve  B  =  50«  3'27",  C  =  76»56'33"  et 
c  =  91,48. 

Puisque  A  <  90''  et  a  >  6,  Tangle  B  est  aigu. 

II.  Étant  donnés  a  =  80, 6  =  100  et  A  =  30*,  on  trouve 
A  =  50  ou  a  >  A,  A  étant  aigu,  et  a  <  6. 

Le  probléme  a  deux  solutions ;  la  premiére  donne  : 

B  =  38«  40' 56",    C  =  HiM9'4"    et    c  =  149,05. 
On  trouve  pour  la  seconde  : 
B  =  14iM9'4",     C  =  8<'40'56"    et    c  =  24.1 52. 

III.  On  donne  :  A  =  150%  a  =  80  et  6  =  100. 

6  étant  plus  grand  que  a,  langle  B  >  A,  il  y  aurait 
deux  angles  obtus  dans  le  triangle ;  celui-ei  n'existe  pas  et 
Tangle  B  est  impossible.  Cependant,  on  trouve  par  la  pro- 
portion  :  B  =  38«40'56". 

Le  sinus  d*un  angle  de  150*^  est  le  même  que  le  sinus 
d  un  angle  de  30®.  Pour  obtenir  la  valeur  de  B,  on  opére 
absolument  comme  s'il  était  donné  : 

A  =  30%    a  =  80,     6  =  100, 

valeurs  appartenant  é  deux  triangles. 

M.  Troisiéme  cag.  On  donne  dewc  cótés  a,  b  et  Vangh 
compris  C.  On  a  la  formule  : 

ou 


tg^íA-B)  lg-(A-B) 

1  C 

puisque  tg  -  (A  -f-  B)  =  cotg  -  • 
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*  Les  trois  premiers  termes  de  cette  proportion  étant 
connus,  celle-ci  fera  connaitre  ^  (A  —  B). 
On  aura  donc 

^  (A -»-.  B)  =  90- -  ^      et     1(A-B)  =  n». 

Les  angles  A  et  B  seront  donc  connus;  quant  au  troi- 
siéme  cóté  c,  on  Tobtiendra  par  la  proportion  : 

sin  A  :  sin  C  =  a  :  c. 

Comme  application,  supposons  que  Ton  ait : 

•      o  =  i200,    6  =  860,    C  =  40»  25' 54". 

On  obtiendra  : 

lg[tgi(A  -  B)]  =lg(a-6)  +  Ig  (colg^J  -  lg(a  +  6); 

doú  lg[tgi(A— B)]=]g(340)-i-lg(cotg20M2'47")— ]g(2060); 
ce  qui  donne  :    ]g  [tg  i  (A  —  B)]  =  9,651 5406; 
d  oú  4  (A  —  B)  =  24«  8'  43". 

Ilvient:    A  =  93»  55' 55",    B  =  45^  38' 29", 
lgc  =  2,8920945;    d'oú    c  =  780. 

4S.  Qnatrieme  cas.   Connaissant  les  trois  cótés  a,  b,  c, 
calculer  les  trois  angles. 
On  a  les  formules  : 


cos 


A^H\/M. 


si„^=,RY/í£Ea3. 
A      x/(p3552 

H5  2  V       p(p-a) 

De  ces  trois  formules,  la  derniére  relative  &  la  tangente 
est  la  plus  avantageuse  á  employer,  ainsi  qu'on  Ta  déjá  dit. 
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44.  AppucATioif.  Soíent  a  =  29,  6  =  24  et  c  =  13;  on 
trouve  :  A  ^  98. 51  '^    b  =  54-  51'  32"  cl  C  =  26*  1 7'  30". 

On  devra  avoír  comme  moyen  de  vérification  : 

A  +  B  +  C^ISO*- 

45.  Déterminer  la  distance  d'un  poinl  A  oii  l'on  est 
placé  á  un  point  C  gta  est  inaccessiblej  tnais  visUíle. 

On  mesurera  sur  le  ter- 
*'*  rain  une  longueur  conve- 

nable  AB»  de  maniére  que 
les  angles  en  A  et  en  B 
soient  de  grandeur  moyenne. 
Au  moyen  d'un  graphométre 
dont  on  placera  le  pied  en 
A  et  en  B»  on  déterminera  les  angles  CAB  et  CBA  :  on 
aura  ainsi  un  triangle  dont  on  connaitra  un  cóté  et  les 
deux  angles  adjacents.  Supposons  que  lon  ait : 

AB  «=  280",37,    A  =  58«  32',     B  =  49«  27' ; 
on  obtiendra  :    C  =  1 80»  — 107*  59'  =  72«  1 '. 
II  vien t :      sin  72M ' :  sin  49»  27'  =  ^SO^S? :  AC ; 
d 'oú   lg(AC)=lg (sin49«>27')+lg(280,ï^7)— lg(sin 72«  1 '), 
et  AC  =  223",978. 

46.  Mesurer  une  hauteur  AB  dont  le  pied  B  est  inac- 
cessible. 

Soient  les  poínts  accessibles  E  et  D.  On  mesurera  dans 
le  plan  vertical  ACM  une  base  de  niveau  MC  =  /,  de 
A  _  maniére  que  Fangle 

ACM  ne  soit  pas 
trop  petil.  Au  point 

pied  d'un  grapho- 


Fiff.  íl. 
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métre;  on  mesurera  exaetement  Tangle  ACM  =  a,  el, 
au  poínt  M,  on  mesurera  également  Tangle  AMG  ==:  ^  ou 
son  supplément  AMB.  II  sera  faeile,  en  vertu  du  probléme 
précédent,  de  calculer  AM  ou  AC,  puisque  lon  connait 
dans  le  triangle  AMC  un  cóté  et  les  deux  angles  adjacents. 
On  aura  pour  la  hauteur  : 

AB  =  AM  X  sin  a. 

41.  Mesurer  une  longueur  CD  visible,  mais  inaccessible. 

On  tracera  sur  le   terraín,   k   niveau^   une   longueur 

AB  =  /  (Og.  12)  qui  paraisse  approximalívement  égale  á 

Fig.  is.  '^  disiance  inconnue  CD.  On  mesu- 

rera  au  moyen  du  graphométre  les 
angles  CAB  —a,  DAB  =  (3,  et,  au 
point  B,  les  angles  CBA  =  d  eí 
DBA  =  y.  II  est  évidcnt  qu  au 
moyen  deces  mesures  le  triangle  ABC 
esl  déterminé,  puisque  Ton  connait  un  cdté  AB  =  /  et  les 
angles  adjacents;  on  pourra  donc  déterminer  le  coté  AC.  Le 
triangle  ABD  est  aussi  délcrminé  pour  la  méme  raison  que 
précédemment;  de  sorte  que  Ton  pourra,  á  son  tour,  cal- 
euler  tous  les  éléments  du  triangle  CAD,  puisque  Ton  con- 
nalt  les  deux  cótés  AC,  AD  el  Tangle  compris  CAD=a — (3, 
que  Fon  pourra  toujours,  au  besoin,  mesurer  directement 
si  les  points  A,  B,  C,  D  ne  sont  pas  dans  un  méme  plan. 
Soient  m  ein  les  longueurs  des  deux  cólés  AD  et  AC ; 
on  aura,  en  vertu  du  troisiéme  principe  des  triangles  obli- 
qiiangles  :  ^^n  _  cotgi(a-^p) 

m  —  n        tg  i  («  —  «') ' 

(ú  ei  (ú'  représentant  les  angles  opposés  aux  cótés  m  ei  n 
dans  le  triangle  CAD. 

On  a  déjá  :   i  (» -4-  »')=  90«  —  i  (a  -  p). 

4 
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Cetre  derniêre  proportion  fera  eonnallre  |  (w  —  «')  =n®; 
de  sorte  que  les  angles  (o  et  (ú'  seront  connus,  et  que  ron 
aura  pour  le  cdté  demandé  GD  la  proporlion  : 

sin  «  :  sin  (a  —  j3)=  m  :  CD. 

48.  Application.  Soient 

AB^ayS'-jSS,  a=i05'»25',  p=46«7',  r=^ii2M5',  (^=54«  45'. 

Ig(AC)=Ig(sin  54''43')-*-lg(275,85)-Ig(sin  1 9»5!2';=2,82 12609, 

AC  =  662,644; 

lg(AD)=lg(sinH2M5')-Hlg(275,85)-Ig(sin2i»38')=2,8404360, 

AD  =  692,525; 

Ig  [tg  4  («'-«)]=  Ig  (2  9,91) -+-lg(cotg  25-59')  -  lg(i  355, 13) 

=  8,6624195, 

lg(«'- u>)=5H5'54",    «'— »  =  5M5^54",    «'+tó  =  128*42'; 

d'oú  «'  =  66"  68'. 

49.  Jroi«  points  A,-B,  C  é/flní  détcrminés  de  position 
sur  une  carte,  faire  connailre  la  position  d'un  quaíriéme 
point  D,  d'oú  l'on  peut  voir  les  distances  AB  =  aet  BC  =  b 
80US  des  angles  ADB  =  a  et  BDC  =  (3,  que  l'on  sait  mesu- 
rer  au  moyen  du  graphométre, 

Si  Ton  décrit  snr  le  cólé  AB  un  segment  capable  de 

Tangle  a,  sur  le  cólé  BC  un  seg- 
^'«  *'•  ment  capable  de  Tangle   (3,   le 

poínt  D  devra  se  trouver  á  Tin- 
terseclion  dc  ces  deux  segments 
et  sera  ainsi  détermíné  de  posi- 
tion.  On  peut  facilement  déter- 
miner  cette  posilion  par  le  calcuL 

^  ^ \  c     En  effet,  les   triangles  ABD^ 

BCD  donnent,  en  représentant 

les  angles  inconnus  BAD  et  BCD  par  x  ct  y ; 

a  :  BD  =  sin  a :  sin  x ,         BD  :  6  =  sin  y  :  sin  S; 


dou 
et 
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a  :  6  =s  sin  a  sin  y  :  sin  p  sin  x 
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smx 


b  sin  » 
a  sín  p 


siny 

m 

En  posant  -^^  =  w,  on  aura  : 


sin  X 


m 
a 


siny 

De  cetle  proportion,  on  tire  : 
8in  X  -f-  sin  y       m  -¥-  a  Ig  4  (J^ 


y) 


m 


a 


m  --  a 


Pig  n. 


sin  X  —  sin  y       m  —  a  tg  i  (x  —  y) 

mais  on  a  dans  le  quadrilalére  ABCD  : 

l(x  H- y)  =  180«' —  i  (a -f- p -^  B). 

La  derniére  proporlion  fcra  connallre  ^  (a  —  y). 

Les  angles  x  eí  y  seront  donc  connus,  ainsi  que  la  posi- 
tíon  du  point  D. 

50.  Qualre  objets  inaccessibles  A,  B,  C,  D  en  ligne  droite 

ne  sont  visibles  que  du  point 
O'sous  des  angles  a,  P,  y. 
Chercher  la  dislance  BC=x, 
connaissant  les  deux  autres 
longueurs  AB=a,  CD=b. 
Les  deux  triangles  ABO 
et  BOD  donnent : 

a:BO=8Ína:8Ín(»— a),  BO:6-»-x=sin(«-t-p-+-r):8Ín(p-»-r) 
et    o:6-Hx  =  sinasin(«-i- p-^r):sin(« — a)sin(p-4-r)  (i), 

6)  représenlant  Tangle  OBC  extérieur  au  triangle  ABO.  Les 
deux  triangles  COD  el  ACO  fournissent  de  mênne  les  pro- 
portíons  : 

6:CO=5Ínr'SÍn(fij-f-p-*-r).  CO:a-hx  =  sin(«-a):sin(a-hp), 
6  :  a  -4-  X  =  sin  r  sin  («  —  a) :  sin  (a  -*-  p)  sin  («  -h  i3  -*-  r)     (2). 
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En  miiltipiíant  par  ordre  (1)  el  (2),  il  viendra  : 

ab:{a-^x)  (6-4-x)  =  sinasinr:sin(a-4-p)sin(p  -f-y)     (5); 

ab  sin  («  -^  p)  sin  (p  -4-  r) 

d  ou    x^  -♦-  (a  -♦-  6)  X  -4-  a6  =  : : 

sin  a  sin  r 


^  í*  /         ..     4a6sin(a-+-S)sin(6-4-r) 

el  x=~-(a-i-6)±-\/   a-6)'-i- \      ^      ^ ■• 

2  2  ^  sin  a  sin  r 

4a6  sin  (a  -*-  6)  sin  (3  -4-  r)       ,        ..... 

Enposant     ^ — -. — ^  =  (a  — 6  «!«»«'    (4, 

■^  sin  «  sin  r 

on  aura  :  x  =  —  -  (a  -4-  6)  ifc  -  (a  —  6)  l/l  h-  tg"«' 

a  -t-  6       (a  —  6) 
et  enCn  x  = — -  db • 

2  2  COS  a 

L*angle  auxiliaire  cú'  est  déterminé  par  I  equation  (4).  On 
ne  prendra  des  deux  valeurs  de  x  que  celle  qui  est  positive. 
Si  Tune  des  deux  autres  distances  a  et  6,  a  par  exemple, 
étaít  ineonnue,  on  la  regarderait  comme  telle  et  les  deux 
autres  x  et  6  comme  étant  connues ;  comme  il  est  facile  de 
le  voir,  réquation  seraitdu  1**^  degré.  ' 

1^1.  Soit  ABC  un  triangle  quelconque  (fig.  8). 

On  sait,  par  la  Géométrie,  que  la  surface  S  de  ce  triangle 

AB  y  CD 

est  S  =  — ^ —  , CD  étant la  hauteur du  triangle.  Le  triangle 
rectangle  ACD  donne  : 

6  sin  A         ,    ,       ^       bc  sin  A 

CD  = ;      d  oíi      S  = • 

R  2R 

Connaissant  les  troís  angles  A,  B,  C  ct  le  rayon  R  du 
cercle  cireonscrit,   on  a  aussi   pour  la  surfacc  S  de  ce 

triangle  : 

S  =  l^R  sin  A  sin  B  sin  C. 
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Flg.  15. 


En  effet,  soit  0  le  centre  du  cerele  circonscrit;  désignons 

par  R  le  rayon  du  cercle 
circonscrity   il   víendra  : 

AB  =  c=2RsinC, 
etpourla  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  surA  B: 
OD  =  R  cos  C;  de  sorte 
que  la  surfacedu  triangle 
AOB=5!sin2C;cellede 

A0C=^sin2B,etccIle 
deBOC  =  R«sinAcosA. 
La  surface  totale 

ABC  ==---(sin  2A  -h  sin  2B  -h  sin  2C). 

Mais  on  a  vu  (15)  que 

sin  2A  -♦-  sin  2B  -»-  sin  2C  =  4sin  A  sin  B  sin  C; 
la  surface  chercbée  est  donc  : 

S  =  2R«  sin  A  sin  B  sin  C. 

69.  Connaissant  les  qualre  cótés  a,  b,  c,  d  d'un  quadri- 
latére  inscrit  ABCD,  trouver  la  surface  Q  de  ce  quadrilatére. 

^ad  -♦-  bc^ 


On  a  : 


Q=(-Í^>iaA. 


a,  6,  c,  d  étanl  les  cólés  AB,  BC,  CD,  AD. 

Les  deux  triangles  ABD,  BCD  donnenl  pour  le  cóté  BD: 


d^oú 


BD*=»  a'  -♦-  cP  —  2ad  cos  A  =  6*  -4-  c* 

2  {ad  H-  bc) 


2bc  cos  A; 


cos  A  = 


et 


sín  A 


-  \/i  —  (g*  -t-  rf*  —  b'  —  cy 
"  y  4  (arf  -t-  bcy 

£n  rempiaQant  cette  valeur  de  sin  A  dans  rexpression 
de  Q,  il  víent : 

arf  -♦-  6c 


2 


\/l       (a'-f-cr— 6*— cV 
V  4  (arf  -f-  6c)* 


»4 
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et  Q  =  f  \/^l)^c-^d-  a)  (o-t-c-t-cí— 6)  (a-t-ÓH-d-  c)  (a-i-6-Hc— d); 

en  désignant  par  2p  le  périmétre  du  quadriiatcre  inscrit, 
on  a  : 

Q  =  í/(p-a)(p-6)(p-c)(p-(/). 

6S.  Connaissant  les  trois  angles  A,  B,  C  €^^  /e  rayon  r 

du  c^cte  inscrit,  chercket^  la 
surface  S  du  triangle. 

On  a  dans  le  triangle  rec- 
tangle  A'BI  (íig.  16)  : 

fí 

A'B  =  r  cotc-  » 
^2 

C 

A'C  =  rcolg-í 


Fig.  i6. 


B^— 


CB  C\ 

C0tg~-HC0lg-|  = 


COS- 
9 


r 


B        C 

sin  -  sin  — 

La  surface  du  triangle  BIC  est  donc :         ^       ^ 


B 


BIC=.1*( 
celle  du  triangle  tolal  ABC  est  : 


cotg  -  -*-  cotg 


B 


2/' 


colg  -  -+-  cotg 


2/ 


S  =  r«(colg:^ 

Mais  on  a  vu  que 

A  B  C  A         B         C 

cotg-  H-  colg -  -f-  cotg  ^  =  cotg  -  cotg  -  cotg  ~ ; 


d^oú 


A         B        C 

S  =  r*colg-cotg^cotg-. 


64.  On  connait  les  trois  angles  (Tun  triangle  et  le  rayon 
r  du  cercle  inscrit.  Chercher  l'aire  du  triangie  quijoint  les 
trois  points  de  contact. 

Soient  A',  B',  C'  les  trois  points  de  contact  et  I  le  eentre 
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du  cercle  inscrit  (fig.  16).  L  angle  au  centre  B'IC'  est  le 
supplément  de  i  angle  A  du  triangle;  de  sorte  que  ron  a 
pour  la  surface  du  triangle  BÍC' : 


surface  B'IC'=  — sinA, 

2 


et  aínsi  des  autres.  En  ajoutant,  on  obtient  pour  la  surface 
eherchée  S : 

♦•'  A         R         P 

S  =  —  (sin  A  -♦-  sÍD  B  -H  8Ín  C) =2r*cos  —  co8  — cos  —  • 
2  V  /  2        2        2 

l^ft.  Connaissant  les  trois  angles  A,  B,  C  et  le  rayan  R 
du  cercle  circonscrit,  trouver  la  surface  S  du  triangle 
A'B'C',  compris  par  les  tangentes  aux  sommets  du  triangle 

(Í5g.  IS). 

Le  triangle  rectangle  A'BO  donne  : 

A'B  =  RtgA. 

On  a  de  méme  dans  le  triangle  rectangle  C'BO  : 

C'B  =  RtgC; 

de  sorie  que  le  cóté  A'C'  =  R  (ig  A  h-  tg  C), 

cos  A  cos  C 

Laire  du  triangle  k'OC=^(tg  A  -f-  tg  C). 
La  surface  du  triangle  A'B'C'  est : 

S  =  R«(lgAH-tgB-t-tgC), 
S  =  RMgAlgBtgC, 
puisque        tg  A  -4-  tg  B  -4-  tg  C  =  tg  A  tg  B  tg  C. 

M.  Soient  a,  p,  y  les  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits 
au  tríangle  ABC;  R,  r  les  rayons  des  cercles  circonscrit 
et  ínscrit,  a,  6,  c  les  trois  cótés  et  2p  le  périmétre  du 
tríangle,  I,  I'  étant  les  centres  des  cercles  inscrít  et 
ex-inscrit  au  cóté  BC  =  a;  on  aura  (íig.  17)  : 

B 

BH  =  a  tg- 

^2 
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et 


B 


En  remplagant  (g  ,  ^t  (g  ^  par 
T'    leurs  vaieurs  en  fonctíon  des  cótés 
a,  6,  c  du  triangle,  il  viendra  : 


a^a  rv/^^'""^^^-')  ^  % /(P  -  fl)  (P  -  t)l 
L^        p(p-6)  V       p(p-c)      J' 

^ ^ ^  r(p  -q)(p  — c-t-p  —  ó)-!^  g  (p  —  g) o 

Lv^p(p-a)(p-6)(/)-c)J     l/p(p-a)(p-6)(p-r)' 

d'oú         l/p  (p  —  a)  (p  —  6)  (p  —  c)  =  « (p  —  a) ; 

donc,  S  =  a(p  —  a), 

On  aura  de  méme  : 

S  =  i3(p-6),    S  =  r(p-c); 
d'aiUeurs,  Sapr. 

En  ajoutant  les  valeurs  inversesdea,  |3,  )^,on  obtiendra: 

1       1       i      p  —  o-»-p  —  6-f-p-~ c     p     1 

«       Í8      y"~  S  ~S""r* 

et,  en  multipliant : 

S'  =  rady ;     d'oíi     S=  VroL^. 

En  ajoutant  les  valeurs  de  a,  ^,  y  et  en  retranchant  de 
cette  somme  le  rayon  r,  il  vient : 

a6c 
aL-^P-\-Y  —  r=:—      OU     a  -I-  p -+- r  —  r  =  4R, 

puisque  Ton  a  : 

a6c=4HS. 

Ainsi ,  /a  somme  des  rayons  des  cerdes  ex-inscrits  est 
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Fig.  18. 


égale  á  quatre  fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit  plus  le 
rayon  du  cercle  inscrít. 

ft7.  Connaissant  la  hauteur  h,   la  base  a  et  Vangle  A 

opposé    á    celle-ciy    résoudre    le 
tríangle  (fig.  18). 

Représentons   DC    par    y  et 
Tangle  DAC  par  x,  on   aura  : 

BD  =  a  —  y. 
^     Les  triangles  rectangles  BDA, 


ADC  donnent : 

y  =  Algx 

(<), 

a 

-y 

=  Atg(A 

-X)     (2). 

On  lire  de  (1)  : 

y 
t«x=-; 

;   d' 

oú 

a  — 
h 

"      h 

l' 

ftgA 

£n  résolvant  cette  équation,  íl  víent : 


2       V   4 


ah 
tgA 


pah 


Cherchons  un  carré  v'  =  J^-j ,   p  étant  le  rayon  des 
lables.  On  aura : 


On  procédera  de  la  méme  maniêre  pour  connaitre  les 
autres  cótés  dans  les  triangles  reclangles. 

M,  Connaissant  les  trois  angles  et  le  pérímétre  2p, 
résoudre  le  tríangle  et  trouver  sa  surface. 

8ÍD  A      sin  B      sin  C 


On  a  : 


et 


a  b  c 

8ÍD  A  -«-  sÍD  B  +  sin  C     sÍD  A 


2p 


a 
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Mais  011  sait  qiie 

•    A        .    «       ;    ^  A        B       C 

8in  A  -h  sin  B  +  sin  G  =  4  cos     cos  —  cos  — 

2        2        2 


La  proporlion 


sin  A     a 


psiu  - 

^        2 


sin  fi      6  B        G 

b  cos  —  cos  - 

2        2 


fournít  la  valeur  6  = 


.    B 
'^        2 

A        C 

cos  —  cos  - 
2        2 


Menons  la  perpendiculaire  AD  =  A.  Le  iriangle  rec- 
tangle  ADG  donne 

B       G 

2»  sin  —  sin  ~ 

2        2 

A=6sínG;    doú     h  = 


bh 


A 
cos- 
2 


La  surfaee  ABC  =  ^-.  On  aura  donc  : 


surf.ABC=  — 


.      A  .    B   .    G 
»  sin  --  sin  —  sin  - 
2       2       2 


A       B       G 

COS--CDS— COS— 

2        2       2 


.  .«^       .     A     B    C 
ou  surf.ABG=p«tg-tg~tg-. 


En  rendant  cette  formulc  homogéne,  elle  devíent ; 


surface  ABG  = 


,      A      B      C 

P'tg-tg-tg- 


59.  Résoudre  le  triangle  eí  trouver  sa  surface,  connais^ 

sant  les  trois  angles  et  la  bissectrice  S 

de  Vun  d'eux  (fig.  1 9). 

^  On  aura  : 

sin  A 


Fif.  19. 


D     H        B 


sin  CDA      b  ' 


mais 


sín  CDA 


==sin(A  +  ^j: 
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sin  A  <f 


s.n  [A  -*.  -  J 

On  tire  de  cette  expressíon  : 

^sin  ÍA  ■+ 


h  = 


sin  A 
La  proporlion^^=|donne  : 

&  sin  C  sin  í  A 


c  = 


sin  A  sin  B 
On  sait  que  Ton  a  : 


ísinlA-^-l     et     surf.  ABC  =  — 


}in  ( A  -4 —  1     et 

'ii^*  (a  +  -j  sii 


J*  sin*  I A  -*-  - 1  sin  C 
surface  ABC  =  - 


2  sín  A  sin  B 

•O.  Connaissant  Vaire  t,  la  hauteur  h  et  un  angle  A 
á  la  bas€f  résoudre  le  triangle. 

bh  2< 

On  a  :  -;r  =  ^*   d'oú   6  =  -r  • 

2  n 

De  Texpression  A  =  c  sin  A,  on  tíre  : 

/i 

sin  A 

Les  cótés  6  et  c  sont  donc  connus.  II  vient : 

A-4- B-4-C=  180»;     d'oú      B -h  C=s  480'»  — A 

i  A 

el  --  (B  -4-  C)  =  90*» 

On  connaitra  tg  }  (B  —  C)  par  la  proportion 

6  -4-  c         cotg  i  A 
63^""tgi(B-C)' 
par  suite,  on  aura  la  valeur  dc  i  (B  —  G). 
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On  a  déjá  obtenu  i  (B  +  C);  connaissant  la  demí- 
somme  et  la  demi-différenee  de  deux  angles ,  on  sait  trou- 
ver  chacun  d'eux.  La  valeur  de  B  et  de  C  étant  détermi- 
née,  on  cherchera  a  au  moyen  de 

sin  A      a 
sin  B      6 

61.  Résoudre  le  triangle  connaissant  deux  cótés  aeth  et 
la  différence  3d  des  angles  opposes. 

On  donne        o    et    6,    A  —  B  =  2(/; 

d'ou  i  (A  —  B)  =  c/. 

C 

colg  - 
a-^b         colgíC              *  2. 
Ilvient:         -= j^ — = r-; 

a  — 6     tg4(A-B)       igd 

C      (a-^h]iad 

d'oíi  cotg-=^ ^«tg4(A-4-B). 

z  a  —  0 

On  connait  aínsi  i  (A  +  B).  D'un  autre  cóté, 

4(A-B)  =  d. 

Au  moyen  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-différence 
de  deux  angles,  on  peut  délermíner  chacun  d*eux.  On  trou- 
vera  la  valeur  de  c  par  la  formule  J|^  =  f  >  sin  A,  sin  C, 
a  étant  connus. 

69.  Connaissant  un  angle  A,  le  cóté  opposé  a  et  le  m- 
tangle  ¥J  des  deux  ccutres  cótés,  résoudre  le  triangle. 

On  a  les  équations  : 

be  =  K',     a*  =  6*  -*-  c*  —  26c cos  A; 
d'oú  6*  -i.  c«  =  a*  -4-  2K«  cos  A. 

En  complétant  le  carré,  il  vient : 


=v^ 


6-f-c=\/  a«-4-  4K*cos«~- 

2 
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On  a  de  mêroe  : 

6  — c=\/a«  — 4K*sin'--. 
V  2 

A  A 

K'cos'-  K«sin«- 

i =  u\       5 ==v«: 

P  P 

les  cótés  b  et  c  seront  détermínés. 

M.  Résoudre  le  tríangle  connaissant  Vangle  B ,  fe  coté 

b  et  la  somme  a  +  c  =  S  des  deux 
autres  cótés  (fig.  20). 

Prolongeons  le  cóté  c  d'une  quantité 
égale  á  a.  On  aura  AI =S,  AC=6.  Puis- 
que  IBC = 1 80«  —  B,  BIC  -h  ICB  =  B. 
Le  triangle  IBC  étant  ísoscéle  donne  : 

ICBr=BIC  =  -. 

2 

Dans  AIC on connait 6,  S et langle I ; 
íl  vienl :  sin- :  6  =  sin  ^C  -*-  -J  :  S; 

Ssm  — 
/         B\  2 

Dans  cette  équation,  il  n'y  a  d'autre  inconnue  que 
Tangle  C,  la  valeur  de  |  permctlant  de  (rouver  B. 

•4.  Résoudre  le  triangle  connaissant  la  base  a ,  la  hau- 
teur  h  et  la  différence  d  des  angles  á  la  base. 

Ona  B  =  d-»-C. 

II  vient(fig.  18) 

BD=  A  colg  B,    DC  =  A  colg  C 

a  ^  ^ 

el  r==  colg  B  -t-  cotg  C. 
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Or, 

d*OÚ 


cotg  B  =  cotg  {d 

a      colg  d  cotg  C  —  1 
h  .  cotg  d  +  cotg  C 


c); 

cotg  C 


(^), 


équation  qui  donne  cotg  C  el  par  suite  C. 

En  représeniant  BD  par  x,  DC  est  égal 
valeurs  de  o;  et  de  a  —  x  fournissent : 


k  a  —  X.  Les 


X  a  — ~  X 

colg  B  =  -  »      cotg  C  =  — - — 
h  h 


RemplaQant  cotg  B  et  cotg  C  dans  (1),  on  obtient : 


x  = 


a  sin  d  -t-  2/i  cos  d  it  k  4/i*  -♦-  a*8in*rf 

2  sin  d 


65.  Connaissanl  les  írois  angles  A,  B,  C  et  la  hauteur  h, 
trouver  l'aire  et  le  périmelre  tant  du  triangle  proposé  que 
de  celui  quijoint  les  pieds  de  ses  hauteurs  (fig.  21). 

Dans  le  triangle  rectanglc  ABF,  on  a  : 

AF  =  /*cotg  A. 
Le  triangle  rectangle  BFC  donne  : 

FC  =  AcotgC, 

AsinB 

6 = A  (cotg  A  H- cof  g  C)  = -— -r-;;  • 

sin  AsmC 

La  hauteur  h  étant  donnée,  il 

vicnt : 

.     ,  ph^  sin  B 

surf.    ABC  =  — í^ 

!2sin  A  sm  C 

On   connait  les   trois  angles, 
ainsi  que  6;  par  conséquent, 

sin  A  -4-  sin  B  +  sín  C       sin  B       sin  A  sin  C 
2p  ""^T"""         /»         ' 
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n  cos  - 
d'ou  2p  =  -         ^ 


.    A   .    C 
sin  -  sin  - 
2        "2 


Passons  au  triangle  qui  joint  les  pieds  des  trois  hau- 
teurs. 

BCD  donne       A' «  o  sin  B  =  ^^'"^ ; 

sin  C 

de  meme,      ^"  =  __  .     H  vient  :     AF  =  A  cotg  A. 

sin  A 

I  eiangle  ADF  fournit : 

^^       h  cos  A       ^^       A  sin  B  cos  B  A  cos  C 

DF= »     DE= ,      EF= -. 

siii  C  sin  C  sin  A  sin  A 

Le  périmétre  de  DEF  est  : 

A  cos  A       h  cos  C       A  sin  B  cos  B 


2p  = 


sin  C  sin  A  sín  C  sin  A 

,  r^sin  Acos  A  +  2sinCcosC+  ^sinBcosBn 

2p  =  A    , 

L  2  siu  A  sin  C  J 

h  rsin  2A  -^  sin  2B  -\-  sin  aCl        ,    . 

2p=- —    =2AsbB. 

^       2L  sinAsinC  J 

Connaissant  les  trois  cólés,  on  déterminera  les  trois 
angies.  II  sera  faeile  de  Iroiiver  la  hauteur  de  DEF  et,  par 
suite,  sa  surface  S.  On  trouve  : 

S  =  A^  cotg  A  cotg  (i  cos  B  sin  B. 

M.  Résoudre  le  triangle  connaissant  la  hauteur  h ,  le 
raycn  du  cercle  circonscrit  R  et  celui  du  cercle  inscrit  r. 
a,  b,  c  étant  les  trois  cótés  du  triangle  cherché,  on  a  : 

pr  =  l/^p  — a)(p— 6)(p  — c); 
d'oú  pV  =  p(p  — a)(p  — 6)(p  — c), 

le  périmétre  2p  étanl  égal  á  o  -4-  6  -4-  c. 
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Dívísant  par  p^,  on  oblient : 

r'  =  —  p«  -f-  o  {'2p  —  a)  -^  2RA  —  4Rr. 

En  rempla^ant  p  el  p^  par  leiirs  valeurs  ^  el^^,  et  en 
substituant  2RA  au  lieu  de  frc,  il  vient : 

a'  (A  —  2r)*  =  4r«  (2Rft  —  r'  —  4Rr) ; 
2r 


d'oú  «  = y/mh  ^rir-^  4R). 

/1  —  2r 

67.  Résoudre  le  tríangle  dans  lequel  on  donne :  l'angle 
A,  la  hauteur  h  menée  du  sommet  de  cet  angle  et  l'excés  d 
de  la  somme  des  cótés  de  cet  angle  sur  le  troisiéme.  Cher- 
cher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  données  de  la 
question  pour  que  le  triangle  soit  isoscêle. 

\y  B,  C  étant  les  troís  angles  de  eé  triangle  ct  x,  y,  z 
lcs  cótés  opposés  á  ccs  angles,  on  a  les  trois  équations  : 

y-f.Z  =  (/-4-X (1), 

hx 

y.=  _.      .      =      ....      (2), 

y*  -+-  z'  —  'iyz  cos  A  =  x'     .     .     .     .     (3). 

En  ajoutant  les  deux  derniêres,  aprés  avoir  multiplié 

réquation  (2)  par  2,  on  oblient : 

\ 

(y  -+-  ^)'  =  Jc'  -+-  2Ax  colg  - 

2 

el,  en  ayant  égard  á  Téquation  (1), 

x  =  — , 

2(Acotg^-.rf) 

valeur  que  Ton  pcut  rendre  calculable  par  logariihmes,  au 
moyen  d'un  angle  auxiliaire. 
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De  ces  équations,  on  tíre : 


y-*-z  = 


d  [2A  cotg  -  -  dj 
2  ^  colg  \-d\ 


híP 


yz^ 


2  sin  A  1 A  colg dj 

On  aiira  donc  pour  les  valeurs  de  y  et  dc  z,  l'équation 


1»*  — 


d  [^k  cotg  \-d)  ^^ 

U  H 

2  Ih  cotg  a  —  «í)  2  sin  A  i/i  colg  r  —  d) 


=  0. 


La  condition  pour  que  les  raeínes  de  ceUe  ëquation 
soient  égales,  c'est-&-díre,  pour  que  le  triangle  soit  isoscéle, 
est : 

®2 

6S.   Trois  paralléles  LM,  NP,  QR  étant  données^  cher- 
cher  les  cótés  d'un  triangle  dont  les  'angles  sont  connus  et 
dont  les  sommets  sont  situés  sur  ces  paralléles  (fig.  22). 
Soit  A  B  C  le  triangle  demandé;  représentons  par  x^ 

y,  z,  les  cótcs  de  ce  triangle 
opposés  aux  angles  A,  B,  G. 
Du  sommet  A,  abaissons  la 
perpendiculaireAHIsurNP. 
Posons  AH=a,  Al  =  6. 
La  perpendículairc  AHI  dí- 
vise  langle  A  en  deux  par- 
ties:BAH=a,  CAH  =  (3. 
On  a  dans  les  triangles  rectangles  BAH,  CAI  : 

a  8  z  cos  oe,     6  =  y  cos  p 


[ 
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et 


cos  í\  =  C03  a  cos  p  —  sin  a  sín  P; 


en  remplafant  a  et  P  par  leurs  valeurs,  il  vient : 


c«sA=^^-v/(,-5)(i-^;) 

et,  en  faisantdisparaitre  le  radical : 

yV  sin'  A  =  a'^'  -4-  6V  —  iabyz  cos  A. 
On  a  :  x:y  =  sin  A :  sín  B, 

X :  z  =  sín  A  :  sin  C 

Ën  substituant  dans.  réquation  précédente,  on  obtient, 
aprês  les  simplifications : 


a' 


2a6  cos  A 


sin*  G       sin*  fi       sin  B  sin  C 

II  est  facile  de  construire  le  triangle;  á  cette  fin^  par  un 
point  A'  de  la  droite  LM,  faisons  les  angles  A'BH  =  B 
et  A'CR  =  G  :  les  points  B  et  G  détermineront  la  lon- 
gueur  BG  =  x. 

69.  Êtant  donnés  trois  cercles  concentriques  de  rayon 
R,  r,  r',  chercher  le  cóté  du  trtatigle  équilatéral  dont  les 
sommets  sont  situés  sur  chaque  circonférence. 
Soit  ABG  le  triangle  cherché  (fig.  23). 

Menons  les  rayons  OA,  OB, 

OG.  Si  nous  représentons  AGO 

par  o,  0GB  sera  égal  á  6(fi  —  «. 

Abaissons  les  perpendiculaires 

APetBQ  surOG;  on  a  : 

OC  =  OP  -4-  PC  =  OQ  -h  QC 

ou 

R  =  OP  -4-  PC  =  OQ  ^  QC. 

Maís  on  sait  que    "Op  =  r'*  — ÁP    el    AP  =  x  sín  a; 
donc       OP  =  V/r"»— x«8in'a    et    PC  =  xcos«. 


Fif.  S3. 
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II  vient :         R=a?cosa -+- l/r'*  —  x'sin'a.     .     .     .    (í). 

On  a  aussi :      OQ  =  l/H  — x*sin*(60°  — a) 
et  QC  =  X  cos  (60°  —  a) ; 

d'oíi      R  =  X  cos  (60°  —  tf)  ^  l/r*  —  x»  sin'  (60"—  a).   .   (2). 
On  obtient :       x^  —  2Rx  cos  a  =  r'»  —  R*    .    .    .    .    (\ ), 

X*  — 2Rxcos(60°  — a)  =  r«  — R»  .     .     .     (2). 

En  nous  rappeiant  que  sin  60'=  *-l/3  el  cos  60*  =  ^ ,  ce 
syslëine  devient : 

X»  — •  2Rx  cos  a  =  r'«  —  R»    ....     (1), 

x'  —  Rxcosa  — l/3Rxsina  =  r*— R".    .     (2). 

a^  -4-  R« |.'« 

De  (1),  on  lire  :    co8a  = — (4). 

Cette  valeur,  remplacée  dans  (2),  donne  : 

x«  -t-  R*  -+-  r"  —  2r» 
sina  = ....     /5) 

2»/3Rx  ^* 

On  sait  que  sin  «  a  -h  cos  2  «  =  ^ .  Élevant  (4)  et  (5) 
aa  earré  et  additionnant  membre  k  membre^  il  vient : 

(x«  -t-  R«  —  r'y      («» -t-  R«  -+-  r"  —  2r*)« 

4RV  ^  Í2RV  "^^' 

équation  bi-carrée  qui  donnera  la  valeur  du  cóié  cherché. 


I.  On  connait  :  {""  le  périmétre  2p;  2"  fa  hauteur  h 
et  3*  Tan^ffc  B  á  fa  base  d'un  triangle  quelconque  ABC. 
Calculer  les  trois  cólés  et  les  deux  angles. 

II.  On  connait :  i"  fa  médiane  m;  2"  /a  hauteur  h  par- 
/an/  cÍM  wiéme  sommet  et  S»  /'an^rfe  B  á  /a  base  d'un  triangle 
quelconque  ABC;  calculer  les  trois  cótés  et  les  deux  angles. 
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lU.  On  connait  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit^  le 
rayon  r  du  cercle  inscrit  et  l'un  des  angles  du  triangle; 
calculer  les  trois  cótés  et  les  deux  autres  angles  du  triangle. 

IV.  Connaissant  la  surface  S  d'un  triangle  quelconque, 
un  angle  et  le  rayon  du  cercle  inscrit,  caículer  les  cótés  et 
les  angles  du  triangle. 

V.  Calculer  les  trois  cótés  du  triangle  quelconque  ABC 
connaissant :  l^  le  perimêlre  2p ;  2®  le  produit  ou  rectangle 
K*  des  deux  cótés  de  l'angle  A ;  3*  la  médiane  AM  =  m. 

VI.  Trouver  l'aire  du  triangle  équilatéral,  connaissanty 
soit  les  distances  de  ses  sommets  á  une  droite  extérieure, 
soit  les  projections  des  cólés  sur  cette  droite, 

Vil.  Dans  un  triangle  quelconque  on  donne  les  deux 
hauteurs  partant  des  deux  extrémités  d'un  méme  cóté,  et 
l'angle  qu'elles  font  entre  elles,  Déterminer  les  trois  cótés  et 
les  trois  angles. 

VIII.  Dans  un  triangl^  quelconque  on  connait  la  hauteur, 
la  bissectrice  et  la  médiane  partant  d'un  même  sommet; 
calculer  les  trois  cótés  et  les  trois  angles  du  triangle. 

IX.  Êtant  donnés  les  angles,  la  surface  el  le  périmétre 
d'un  trapéze,  irouver  les  quatre  cótés, 

X.  Une  circonférence  et  deux  tangentes  étant  données, 
mener  une  troisiême  tangente  telle  que  sa  partie  interceptée, 
soit  par  les  deux  premiêres,  soit  par  les  prolongements  de 
deux  diamétres,  á  aiigles  droits,  ait  une  longueur  donnée  c. 

XI.  Un  point  M  et  un  cercle  de  centre  C  etant  donnés, 
inscrire  dans  ce  cercle  un  triangle  dont  un  cóté  AB  passe 
par  M,  et  dont  les  denx  autres  cótés  sont  paralléles  á  deux 
droites  données  de  position. 

XII.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  on  donne  : 
1®  l'angle  A ;  2*  les  deux  médianes  qui  partent  des  sommets 
ïi  et  C  du  triangle.  Calculer  les  Irois  cótés  et  les  deux  angles. 
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CHAPITRE  IV. 


Bul  de  la  trii^onométrle  «phérlque. 


Fig.  U. 


70.  La  trigonométrie  sphérique  a  pour  but  l'éludc  des 
trianglcs  sphériques. 

Soil  un  triangle  sphérique  quelconque  ABG  tracé  sur 

une  sphére  de  centre  0  et 
d'un  rnyon  égal  á  ]\inilé. 
Soicnt  o,  6,  c  les  cótés  d'arcs 
de  grand  cercle  opposcs  aux 
angles  A,  B,  G.  Tra<^ons  les 
tangentes  AT  et  AT'  des  arcs 
6  et  c,  OT  ot  OT'  é(ant  les 
sécantes  des  mémes  arcs 
(fig.  24). 

Les  triangles  TOT',  TAT'  donnent : 

rr  =  OT  V  ór — 20t  x  ot'  cos  a ,   Tr '=  at V  at  * 

—  2 AT  X  AT'  cos  A ; 
d^oúy  en  soustrayant  : 


-t    — 


OT-AT-4-Or-AT'-2OTxOrco8a-f-2ATxArco8A=0, 
el,  &  cause  des  triangles  rec(angles  OAT,  OAT' : 

2cosa         2sin6sínccosA 


2 


cos  6  cos  c 


cos  6  cos  c 


=  0. 
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En  simplítianly  on  obtient  cette  premiére  formule  fon- 
damenlale  : 

cos  a  =  cos  6  cos  c  -f-  sin  6  sin  c  cos  A, 
et  cos  b  =  cos  a  cos  c  +  sin  a  sin  c  cos  B .     .     .     (1) 

cos  c  =  cos  a  cos  6  +  sin  a  sin  6  cos  C. 

Ces  trois  relations  eontiennent  les  trois  cótés  et  les  trois 
angles  du  triangle,  et  servent  á  résoudre  les  diiTérents'cas 
qui  peuvent  se  présenter  dans  la  résolution  des  triangles 
sphcriques  quelconques. 

11.  Cherchons  le  rapporlde^^. 

On  sait  que  lon  a  : 

sin*A  =  1  —  cos'A. 

Prenons  la  valeur  dc  cos  A  dans  la  premiére  des  for- 
mules  (l)»  on  a  : 

.  .  /cos  a  —  cos  6  cos  c\* 

8Ín«A  =  \  -    — -, ; 

\       sm  0  sm  c       / 

d'oú  

\^  \  —  cos'tt  —  cos*6  —  cos*c  -f-  2cos  o  cos  b  cos  c 

sin  A= .    .    . ; 

sui  6  sm  c 

ce  qui  donnc  pour  le  rapport  demandé  : 
sin  A       \/ 1  —  cos*ri  —  cos*6  —  cos*c  -♦-  ácos  a  cos  6  cos  c 


sin  a  sín  asinfrsinc 

On  trouverait  la  méme  expression  pour  ^j^  ei  -^ .  On 

a  donc : 

sin  A       sin  B       sin  G 

-7— «-7-7=^— (2). 

sm  a       sm  6       sm  c 

c'est-á-dire  que,  daiw  un  triangle  sphérique  quelconque,  les 
sinus  des  angles  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  cátés 
opposés  á  ces  angles. 
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79.  Eliminons  cos  c  de  la  premiére  des  formules  fon- 
damentales;  il  viendra  : 

cos  a= cosa cos'6  -i-  sín a sin 6  cos C cos 6  h-  sin  6  sin c cos  A , 
et  cos  a  (1  —  cos'6)  =»  sin  a  sín  6  cos  C  cos  6  +  sin  6  sinc  cos  A , 
cos  a  sin*6  =  cos  6  cos  C  sin  a  sin  6  -4-  sin  6  sín  c  cos  A. 

En  divisant  par  sin  a  sin  6,  et  en  ayant  égard  á  la  rela- 

.•        8Ín  A        sina  i  .•      . 

tion  -:— 6  =  -r-]r,  on  oDtient : 

sin  B        sin  6 ' 

cotg  a  sin  6  =  cos  6  cos  C  +  sin  C  cotg  A , 

cotg  6  ^in  a  =  cos  a  cos  C  -i-  sin  C  cotg  B , 

cotg  a  sin  c  =:  cos  c  cos  B  +  sin  B  cotg  A , 

cotgcsin  a  =>cosaco8  B  +  sin  BcotgC,     .     .     (3) 

cotg  6  sin  c  =  cos  c  cos  A  +  sín  A  cotg  B, 

cotg  c  sin  6  =  cos  6  cos  A  +  sin  A  cotg  C. 

Ges  formules  indiquent  la  relation  qui  existe  dans  un 
triangle  sphérique  quelconque  entre  deux  cótés,ranglc 
compris  et  Tangle  opposé  á  Tun  des  deux  cótés. 

7S.  La  premiére  de  ces  six  formules  peut  se  mettrc 
sous  la  forme : 

cos  a  sin  6  ,        ^        .    ^  cos  A 

=  cos  6  cos  C  -I-  sin  C  — '- — 

sin  a  sin  A 

ou  cos  a  sin  B  =  sin  A  cos  C  cos  6  +  sin  C  cos  A. 

On  a  de  méme  : 

cos  6  sin  A  «=  cos  a  cos  C  sin  B  +  sin  C  cos  B. 
Si  nous  éliminons  cos  6  de  la  premiére,  il  viendra  : 
cosa  sin  B  =  cos  a  cos'C  sin  B  +  sin  C  cos  B  cosC  +  sin  C  cos  A; 

d*ou  Ton  tire  : 

cos  a  sin  B  sin'C  =  sin  C  cos  B  cos  C  +  sin  C  cos  A. 
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En  divísant  par  sin  G ,  il  vient : 

cos  A  =  —  cos  B cos  C  +  sin  B  sin  G  cos  a, 

cos  B  =  —  cos  Acos  C  -4-  sin  A  sin  C  cos  6, .     .     (4) 

cos  C  =  —  cos  A  cos  B  -4-  sin  A  sin  B  cos  c. 

On  peut  trouver  immédiatemcnt  ces  formules  au  moyen 
des  triangles  polaires  en  parlant  de 

cos  a  =  cos  6  cos  c  +  sin  6  sin  c  cos  A. 

Soit  A'  B'  G'  le  triangle  sphcríquc  polaire  de  ABC , 
a'f  6',  c'  étant  les  cótés  de  ce  triangle  polaire.  On  a, 
comme  on  Ta  vu  en  géométrie  : 

o'==180'  — A, 
et  ainsi  pour  6',  c'. 

74.  Remplagons  dans 

.  ,A 

2  sin'--=  í  —  cos  A, 
2 

cos  A  par  sa  valeur;  il  vient : 

^  A  cos  a  —  cos  b  cos  c 

2sin'-  =  1 —-. . 

2  sm  0  sm  c 

.  -  A       sin  6  sín  c  +  cos  b  cos  c  —  cos  a 

2sm*-  = — -: 1 

2  sm  6  sm  c 

.  „  A       cos  (6  —  c)  —  cos  o 

2sin'^=        \       \ , 

2  sm  0  sm  c 

.  ,  A       2sin  í  (a  ■+-  6  —  c)  sin  4  (a  -4-  c  —  6) 

2  sm'  -  = — -: 

2  sm  0  sm  c 

Si  Fon  pose  a  -h  6  -+-  c  =  2« ,  on  obtient : 


.    A       -   /sin  (s  -  b)  sin  (s  —  c) 
;m-  =  y- 


SÍn  -  =  \/  ^ r-r-z .      .        .      (5): 

2        ▼  sm  0  sm  c  . 


En  partant  de  la  relation 

2  cos'  T  =  i  -♦-  cos  A , 
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on  trouve  de  méme  : 


A       «   /sin  8  sin  (s  —  a) 
2        ▼         sm  0  sm  c 

4_  ^       %  /sin  {s  ~  b)  sin  (s  —  c) 


■^ï-V 


sin  8  sin  (s  —  a) 


Ces  formules  servenl  á  Irouver  celles  de  Delambre  que 
nous  allons  ehereher. 

75.  sm  -  f A  -♦-  B)  =  sm  —  cos  -  -f-  sm  —  cos—  i 

2^  2        2  2        2 

et,  en  rempla^nt  par  les  valeurs  qui  précédenl  8in-,eic., 
il  vient : 


.     *  -.      „,      %  /sinV— 6)sin(,s— c)sin.s      .  /sin'(5-o)sin(s— c)sin* 
sin  -  (A  -*-  B)  =  \/ — -4-  \/  ^ i i í , 

2  ^  smasm6sm*c  ▼  sin  a  sin  6  sinV 

.    I    .       _,       fsin  (s  —  6)  -t-  sin  (s  —  a)!  •   /sin  8  sin  (8 — c) 

siD  -  A  -*.  B  =    !^ ^ i^ í    y : \-—J , 

2  L  sm  c  J  ^        sm  a  sm  6 

'    ^  iA       ox       2sinf  ccosi(a  — 6) 

sm  —  (A  -♦-  B)  = ; cos  i  C , 

2  sm  c 

^   •     ^  /A         n^        COS  4  («—'>)         ,^ 

^sm  —  (A  -f-  B)  = cos  i  C. 

2  ^  ^  cos  i  c. 

On  trouverait  de  même  : 

I 

•    ^A       n\       sinÍ(a-6)        C 

sm-  (A  —  B)  = — cos-, 

2  smic  2 

í  , .        ...       cos  i  (a  -f-  6)       i 

cos-(A-t-B= — ^ -sin-C,     .     .     (7) 

2^  cosic  2 

^    .       «.V       sin  4  (a  -+-  6)   .    1  ^ 

cos-  (A  —  B)  =  — V sin  -  C. 

2  '  sinic  2 

7S.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  trouve  immédiate- 
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ment  les  suivanies  connues  sous  la  dénomination  d'analo- 
gies  de  Néper : 

í,         ^,           1         cosi(A-B) 
tff-(a  -4-6)=  tff-c  X ^^ ' 

1  1         sin  i  (A  —  6) 

^  , .       ..X  *  ^      cos  4  (a  —  6) 

Ur-(A  -4-  B)=cotg-C  X  ^ ít' 

^2^  '  ^2         cosi(a-*-6) 

\  ^  4  ^      sin  4  (a  ~  b) 

lg-(A-B  =co!g-Cx-T-f7 ~ 

2  2  sm  i  (a  -+-  6) 

Les  deux  premiéres  servent  á  résoudre  le  iríangle  quand 
on  connait  un  cóté  et  les  deux  angles  adjaconts,  et  les  deux 
derniëres  Iorsqu*on  connaít  deux  cótcs  et  Tangle  comprís. 


flHAPITRE  V. 

Hé«#iiitl«ii  dcs  CrlABiflrfl  ■phérl^aea  reclABfirlM- 

77.  II  est  nécessaire  d'approprier  les  formules  qui 
précédent  aux  dífférents  cas  des  triangles  sphéríques 
rectangles. 

A  cette  fin,  faisons  Tangle  A  =  90"*  dans  toutes  ces 
formules.  On  obtient : 


j (2'), 


cos  a  =  cos  6  cos  c (i  % 

siii  6  =  sin  a  sin  B 
sin  c  =  sín  a  sin  C 

tg  6  =  Ig  a  cos  C,     ig  c  =  tg  a  cos  B, 
tg6  =  sinctgB,     tgc  =  sin6tgC, 

cos  B = sin  C  cos  6 ,     cos  C  =  sin  B  cos  c, 
cos  a  =  cotg  B  cotg  C, 


(3-), 


(*')• 
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Ces  forinules,  exprimées  cn  Inngage  ordinaire,  donnent 
I  cnoncé  de  théorémes  trés-símples.  On  ne  doit  pas  oublíer 
qu'il  faut,  avant  de  les  employer,  les  rendre  homogénes  en 
multipliant  chaque  premier  niembrc  par  le  rayon  R  des 
tables. 

7S.  Premier  cas.  On  connait  l'hypoténuse  a  et  un  cóté  b 
de  Cangle  droit;  trouverCy  B,  C. 

On  aura  pour  le  cóté  c  : 

R  cos  a 

cos  c  = p- » 

coso 

et  pour  les  angles  B  et  C  : 

.  Rsinó  Rtg6 

sin  B  ==  — , >      cos  L  = 

sm  a  tg  a 

II  nc  peut  y  avoir  dans  ce  cas  aucune  ambiguïté, 
puísque  aux  plus  grands  angles  sont  opposés  les  plus 
grands  cótés. 

79.  Deuiíénie  cag.  Élant  donnés  l'hypoténuse  a  et  l'angle 
B,  trouverh,  c,C. 

La  relation  R  sin  6  =  sin  a  sin  B 

fera  connaitre  6,  et     R  tg  c  =  tg  a  cos  B 

déterminera  c.  Quant  k  langlc  C,  on   Tobtiendra  par  la 

formule  :  p     ,^  p      ^^^  ^  ♦«.  o 

n  cotg  C  ==  cos  a  tg  d. 

M.  Troísiême  cas.  Êtant  donnés  les  deux  cótés  h  et  c  de 
l'angle  droity,  trouveríí,  B,  C. 

On  aura  :  R  cos  a  =  cos  h  cos  c 

quí  fera  connaitre  rhypoténuse  a. 

R  tg  6  =  sin  c  tg  B    et    R  tg  c  =  sin  6  tg  G 

détermineront  les  angles  B  et  C. 

S1.  Qaatriéme  cas.  Êtant  donnés  l'angle  B  et  le  cóté 
opposé  b,  trouversíf  C,  c. 
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La  formule  R  sin  6  =  sín  a  sin  B 

Rsin  6 


fera  connaitre  sin  a  ^ 

sin  B 

et  partant  le  cóté  a. 

La  formule  R  cos  B  =»  cos  b  sin  C 

déterminera  langle  C;  enGn,  la  formule 

R  tg  6  s=  sin  c  tg  B 

donnera  la  grandeur  du  cóté  c. 

H%  CiBcpiiénie  cas.  Êtant  donnés  un  cóté  b  de   l'angle 
droit  et  l'angle  adjacent  G,  írouver  a,  c,  B. 

Les  formules 

Rtg6=:tgacosC,    Rtgc  =  8Ín6igC,    RcosB  =  sinCcos6 

feront  connaítre  les  cólés  a  et  c  et  langle  B. 

U.  Sliiéme  cas.  Êtant  donnes  les  angles  B,  C,  trouver 
Sf  hf  c. 

La  relatíon        R  cos  a  ==  coig  B  cotg  C 

fera  connaitre  a.  Les  formules 

R  cos  B  =  sin  C  cos  6 ,    R  cos  C  =  sin  B  cos  c 
détermineront  entiêrement  6  et  c. 

BéaoliiiloB  deii  trlannlea  •phérl%ne«  ^neleon^nea. 

S4.  Premler  cas.  Êlant  donnés  les  trois  cótés  a,  b,  c, 
chercher  les  trois  angles  A ,  B,  C. 
Les  formules 


.    A      »   /8m(«— 6)8m(s  -  c)  A      *   /sm^sm^s  — a) 

sm— =s\/ ; >     co8-=\/ 1 

2       ^  8Ín  6  sin  c  2       ^       sin  6  sin  c 


A       .    /sin  is  —  6)  sin  (s  —  c) 
2         ▼         hxtis  sm  (s  —  a) 

feront  connaitre  Fangle  A;  on  connaítra  de  même  les  deux 
autres  angles  B  et  C. 
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M.  Deuiíéme  cas.  On  connait  deux  cótés  Síethet  Vangle 
A  opposé  á  l'un  d'eux;  trouver  c,  B,  C. 
On  aura  B  par  la  proportíon 

8Ín  A  :  sin  a  »  8Ín  B :  sin  6. 

Lai'*formule(3):cotgasin&a=cos&cosC-4-sinCcolgA, 
en  la  rendant,  comme  on  le  saít,  calculable  par  logarithmes, 
détermínera  Fangle  C.  II  vient : 

cotg  a  6in  6  »  cos  6  cosC  +  sin  C  colg  A, 

.    ,       /  cos  6  .      \ 

colg  a  sm  0  = cos  G  +  sm  C    cotg  A. 

\cotgA  /      ^ 


icotg  A 

=  tcf  a 
cotg  A 


Posons  ^Tx  =  ^895  ''  viendra  : 


.    ,       /cos  C  sm  o  +  cos  f  sm  C\ 

colg  a  sm  0  =   cotg  A, 

\  cos^»  / 

.    /C  -f-  f\ 
cotg  a  sin  6=3  sm  I 1  cotg  A, 

\  C08  f  I 

formule  calculable  par  logarithmes  et  qui  fera  connaitre 

langle  C,  langle  auxiliaire  cp  ayant  été  déterminé  par 

lëgalité 

cos6 


cotg  A 

On  peut  aussi  calculer  Fangle  C  et  le  cólé  c  par  les  ana- 

logies  de  Néper,  savoir  : 

^  sin  í  (a  —  6) 
t«4  A-B=cotg4C— -L-^. 

sm  tya-^o) 

sin  i  (A  —  B) 

lgi(a-6)  =  lgic— -:, 

sm  4  (A  -H  B) 

dans  lesquelles  C  et  c  sont  les  seules  ínconnues^  puisque  B 
cst  connu. 

En  rendant  la  l''  formule(l)  calculable  par  logarithmes, 
on  peut  aussi  s  en  servir  pour  calculer  c.  On  a  : 

cos  c  =  CQS  a  cos  6  +  sin  a  sin  6  cos  C. 
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Faísons  tg  6  cos  C  =:  colg  ^ ; 

.,    .      ,  sin  (a  •+•  f)  C06  6 

il  viendra  :  cos  c  =  — ^^ — 

sin  f 

M.  Supposons  qif on  veuílle  rendre  calculable  par  loga- 
rilhmes  lexpression    M  sín a  -4-  N cos a. 
A  eette  fio,  divisons-Ia  e(  multiplions-la  par  M ;  on  aura  : 

M  sin  tx  H-  N  cos  a  =  f  sín  a  -í cos  a  i  M . 

Posons  jj=  ig  y.  L'angle  auxilíaire  9  sera  délermíné  par 
eette  équation. 

II  viendra  : 

-,   .            --                /sin  a  cos  9  -4-  sin  9  COS  a\ 
Msma  -t-  Ncosa=  I 1 M, 

V  C08  7  / 

„   .  *T  sin  (a  -I-  e) 

Msma-t-Ncosa  = í^ IiM, 

COSf 

formule  calculable  par  logarithmes. 

S7.  Troisiéme  cas.  On  connait  deux  cótés  Síethet  Vangk 
coinpris  C  :  trouver  c,  A,  B. 

Les  deux  derniéres  analogies  de  Néper 

tg  i  (A  -♦-  B)  «  colg-  X ;  \ 

2     cos  i  (a  -i-  6) 

.    »  /A       nv              C     sini  (a — 6) 
tg  i  (A  -  B) «  cotg-  X  -^4^ 

^2      sm  i  (a  -I-  6) 
détermineront  les  grandeurs  des  angles  A,  B ;  la  proportíon 

sin  A       sin  a 

-7-7;  =  -: — (2) 

sm  C       sm  c  ^  ' 

fera  connaitre  c,  eomme  aussi  la  formule 

sin  (a  -¥•  o)  cos  b 

cos  c  =  — i Ii 

sin  f 

Les  deux  premiéres  formules  (3)  étant  rendues  calcula- 
bles  par  logarithmes,  comme  on  vient  dc  rexposer  d'une 
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maniére  générale,  permettront  aussí  de  calciiler  les  angles 
A  et  B,  puísque  Fon  a  : 

cotg  a  sin  6  —  cos  6  cos  G 


colg  A  = 


sin  C 


M.  Qaatriérae  cas.  On  connail  un  cóté  a  et  les  deux  angles 
adjacents  B  et  C;  trouver  b,  c,  A. 
Les  analogies  de  Néper  donnent  : 

a      cosi(B— C) 

tg  1  (6  -H  c)  =  tg -  X H T' 

^^         ^       *Í2      cosí(B-i-C) 

a      sin  i  (B  —  C) 
tgi(6-c)=:tg^x        ;  ; 

2      sin  i  (B  -H  C) 

elles  feront  eonnailre  les  cótés  6  ct  c. 

La  formule  cos  A  =  —  cos  B  cos  C  -+-  sin  B  sin  C  cos  a, 
rendue  ealculable  par  logarilhmes,  déterminera  Tangle  A. 

Om  aura  : 

/sin  C  cos  a  .  \ 

cos  A  ==  sin  B  —  cos  B   cos  C. 

\     cos  C  / 

Posons                      tg  C  cos  a  =  cotg  f. 
II  viendra  :  cos  A  =  — ^^ ^cos  C. 

SIO  'f 

M.  Cínqaíéme  cas.  Êtant  donnes  deux  angles  XetB  avec 
le  cóté  a  opposé  á  run  d'eux^  trouver  b,  c,  C. 

Ce  cas  est  tout  h  fait  analogue  aii  second  :  il  présente 
les  mémes  íncertitudes. 

La  proportion      sin  A  :  sin  B  =  sin  a  :  sin  6 

donne  6.  Les  analogies  de  Néper 

,  sin4(A-*-B) 

^     •        ,         ^v  sin  i  (a  -♦-  6) 
cotgiC  =  tgiA-B)       ; 

sin  4  (o  —  0} 

feront  connaitre  c  et  C. 
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•O.  Síiieiue  ciis.  Étant  donnés  les  trois  angles  A,  B,  C» 
calculer  les  trois  cótés  a ,  b ,  c. 
Prenons  la  formule 

2sin'-=  í  — cos  a. 

Remplagons  cos  a  par  sa  valeiir  prise  dans  (4);  íl  vient  : 

^  a  cos  A  -♦-  cos  B  cos  C 

2  sin'  -  =  1 .    ^  .   ^ . 

2  sinBsinC 

^a      sin  B  sin  C  —  cos  B  cos  C  —  cos  A 

2  sin*-  = » 

2  sinBsinC 

.  ,  a  cos  (B  -f-  C)  -H  cos  A 

2  sin'-  = > 

2  sin  B  sin  C 

,  a  cos  4  (A  -+-  B  -+-  C)  cos  í  (B  -4-  C  —  A) 

2  sin  B  sin  C 

Pbsons  A  -4-  B  -f-  C  =  2S;  on  aura  : 


:in  =  -V^ 


cos  S  cos  (S  —  A) 
sm  "  ' 


sin  B  sin  C 
On  Irouvera  dc  méme  : 

a       y  /cos  (S  —  B)  cos  (S  —  C) 

cos-=  V -* 

2        V  sinBsinC 

a       *    /  —  cos  S  cos  (S  —  A) 
*^2  ""  V  íiir^S  — B)cos(S— C)' 

Si  nous  faisons  A  -h  B  -h  C  =  180"  +  2T,  2T  étant  ee 
que  Pon  nomme  Texcés  sphérique  ou  bien  encore  lairedu 
triangle  sphérique,  ces  formules  deviennent : 


sin 


cos 


sin  T  sin  (A  —  T) 

sin  B  sin  C 

sin(B  — T)sin(C- 

•T) 

sin  Bsin  C 

a       .    / sinT  sin  (A  —  T) 

'«2  "^  V  ^(Bl-ty8Ín"(G  — 


T) 
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Pif .  tS. 


91.  Applications.  I.  Réduire  un  angle  á  l'horizon.  — 
Connaissant  l'angle  BOC  et  les  angles  BOA ,  CO A  que  les 
cótés  OB,  OC  font  avec  la  verticale  OA  partant  du  som- 
met  0,  chercher  la  valeur  de  cet  angle  BOC  projeté  sur  un 
plan  harizontat  PQ  (fig.  25). 
Du  poinl  0  comme  cenlre  et  avec  un  rayon  égai  á 

runilé,  décrivons  une  sphére  qui  cou- 
pera  les  droites  OA^  OB,  OC  suivant 
un  triangle  sphérique  ABC  dont  Jes 
cótés  a,  |3,  /,  opposés  aux  angles  A,  B, 
Cy  sont  connus;  rangie  HVL,  qui  est  la 
projection  de  BOC  sur  le  plan  bori- 
zontal  PQ,  est  Tangie  des  deux  arcs 
AB,  AC,  c'est-á-dire,  langle  A.  Le 
probléme  est  donc  ramené  á  calculer  rangle  A,  connaissant 
les  trois  cótés  a,  (3,  y  du  triangie  sphérique  ABC.  On  a, 
comme  on  Ta  vu,  la  formule  : 


sin 


A        y  /sin  («  —  p)  sin  (s  -  y) 
2         ^  sin  p  sin  y 


Soient 

a  =  BOC  =  47»45'39'\    p  =  BO  A  =  69H9'1 9", 
y  =  COA  =  80«n'36". 


On  trouve  : 


48-24'36 


// 


9%.  Connaissant  les  longiludes  et  les  latitudes  de  deux 
points  du  globey  déterminer  la  distance  de  ces  deux  points, 

Puísque  Ton  connait  les  latitudes  des  deux  lieux  A  et  B, 
on  connait  les  distances  CA  et  CB  du  póle  boréal  C  aux 
deux  points  A  et  B,  qui  sont  les  compléments  des  latitudes. 
Si  les  deux  lieux  sont  situés  d'un  méme  cóté  du  premier 
méridien,  la  diffërence  des  longítudes  délerminera  la  me- 
sure  de  Fangle  C.  On  connaitra  donc  deux  cótés  CA ,  CB 
d'un  tríangie  spbérique  ABC,  et  I'angie  compris  C  :  il  sera 

6 
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facile  de  ealeuler  ie  eóié  BC,  eomme  on  Pa  vu  (87).  On  a 

sio  (a  -»-  f)  C05  6 


cosc  = 


sin  f 


formule  dans  laquelle  Ig  6  eos  C  =  eolg  (p. 

Proposons-nons  de  ehercher  la  distanee  de  Brest  á 
Cayenne.  II  vient : 

Long.   de   Brest    =   6-49'0",    Lal.  =  48*23'l  4" ; 
Long.  de  Cayenne  =  54-35'0",    Lal.  =   4-56'15"; 

d'ou  C  =  54*35'  -  6-49'  =  4y46', 

a  =  90*  —  48«23'I4"  =  4^36'46", 
6  =  90»  —    4-56' 1 5"  =  85»3'45". 
On  trouve  c  =  59«23'54". 

L'arc  qui  mesure  la  distance  entre  Brest  et  Cayenne  est 
de  59^23'54'^  Pour  Tévaluer  en  myriamétres,  puisque  le 
quart  du  méridien  lerrestre  vaut  10,000,000  de  métres 
ou  1000  myriamétres,  on  a  la  proportion  : 

90^ :  iOOO  =^  ^9'^^Z'U" :  x; 
d'oíi  X  =  659  myriamétres,  983. 

Cmm  donCeax  des  IrlanslM  •pbérl^aes. 

•S.  Lorsqu'on  donne  deux  cótés  a,  6  et  Tangle  A  opposé 
h  Tun  des  deux  cólés,  il  se  présente  en  trigonométríe  sphé- 
rique,  comme  cn  trigonomótrie  rectíligne,  des  cas  oú  íl  y 
a  incertitude  sur  la  grandeur  des  quantités  inconnues,  et 
qu'on  désigne,  pour  celte  raison,  sous  la  dénomínation  de 
cas  doutcux  lesquels  fournissent,  en  général,  des  solutions 
doubles.  II  est  nécessaire,  avant  tout,  d'établir  plusieurs 
principes  sur  lesqucls  on  doit  s'appiT}'er. 
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Soil  la  spbére  ABCD;  soienlledemi-grandcercleMPCP', 
perpendiculaire  au  grand  cercle  APBP',  et  Tarc  MP  <  90« 
(fig.  86). 

Prenons  M'P  =  MP  et  joignons 
M,  M'  aux  points  N,  N',  Q  de  la 
circonférence  APBP'.  Les  deux 
triangles  MPN,  M'PN  ont  un 
angle  droít  compris  entre  cótés 
|j3    égaux;  donc,  MN  =  M'N.  Mais 

MPM'  <  MN  ^  M'N  ; 
d'oú  MP  <  MN. 

Ainsi, larc  MP est le plus  petit 
que  Ton  puisse  mener  du  poinl  M  á  la  circonférence  APBP% 
et,  par  conséquent,  Tarc  MP'  est  le  plus  grand  que  Ton 
puisse  mener  du  même  point  M  á  la  méme  circonférence, 
puisque  la  somme  des  deux  arcs  MP,  MP'  est  égale  á 
180*. 

Si  PN  =  PN',  lcs  deux  iriangles  MPN,  MPN'  ont  un 
angie  droit  compris  entre  deux  cótés  égaux,  MN  =  MN'; 
ce  qui  prouve  que  les  arcs  obliques  également  éloignés 
de  MP  ou  de  M'P  sont  égaux. 

Proiongeons  larc  MN  jusqu a  sa  rencontre  R  avec  Farc 
M'Q  (fig.  26);  on  aura  : 

MR  <  MQ  H-  RQ    et    M'N  <  RN  -*-  M'R; 
d'oú  MN  -f-  M'N  <  MQ  -t-  M'Q 

el,  par  suite,  MN  <  MQ. 

Donc,  les  arcs  obiíques  sont  d'auiant  plus  grands  qulls 
s*éloignent  davantage  de  MP  ou  á  mesure  quMIs  se  rappro- 
chent  dc  MP'.  Dans  certaíns  cas,  le  calcul  indique  les  solu- 
tions  ímpossibles. 
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•4.  Soit  l'angle  A  <  90»  et  AC  <  90"  (fig.  27). 

SL  du  point  G,  on  abaisse 
**'  Tarc  CD  perpendiculaíre  sur 

€   c'  AB,  Farc  CD  <  CB  =  CB'. 

Le  tríangle   ABC  ou  ACB' 
í'^    sera  impossiblc  si  a  <  CD, 
])•  Tangle  A  étant  aigu.  En  eflret, 

on  a  d'une  part : 

sin  CD  =:  sin  6  sin  A, 
et  d'autre  part : 


d'oú 


sin  a  :  sin  A  =  sin  6  :  sin  B ; 

sin  6  sin  A       sin  CD 
sin  B  = . =  -: 


sm  a 


sm  a 


ce  qui  donneraít,commc  a  <  CD,  sina  <  sin  CD,  sinB  >  1, 
résultat  absurde. 

Si  Tangle  A  >  90^,  Tarc  CD,  perpendiculairc  sur  le  cóté 
AB,  est  la  plus  grande  distance  du  point  C  á  ce  cóté; 
le  triangle  sera  aussi  ímpossible  sia>  CD.  Danscecas, 
sina<sinCD,et  la  valeur  de  sinBserait  égalementabsurde» 
•ft.  Soit  un  triangle  sphérique  ABC,  et  ABA^  le  grand 
cercle  qui  sert  de  base  á  une  demi-sphérc  (fig.  28). 

Par  ie  point  C,  sommet  du  triangle  sphérique  situé  sur 

cette  hcmisphére,et  par  le  centre  0 
de  la  sphére,  menons  un  plan  Pp, 
perpendiculaire  au  plan  du  grand 
ccrcie.  D'aprés  ce  qui  vient  d'étre 
démontré,  les  arcs  CB,  CB'  =  a, 
quí  s'écartent  également  de  I  arc 
CP  perpendicuiaire  á  i'arc  AB,  sont 
égaux. 

1<*   Si  i'angle    A    du    triangle 
sphéríque  ABC  est  <  90*,  ainsi  que  6,  les  deux  triangies 
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BCAf  B'CA  satisferont  tous  deux  á  la  questíon.  Ces  deux 
solutíons  se  réduironl  á  une  seule,  sí  a  =  6;  sí  a  >  6,  il 
n*y  aura  plus  qu  une  seule  solution,  le  triangle  ACD^ 

Enfin,  si  a  +  6  >  180^  Tare  CB  tombe  au  delá  du  plan 
ACA.i  et  il  n*y  a  plus  aueune  solution  possible. 
A  élant  toujours  <  90^,  supposons  6  >  90^ 
Soit  CAj  =6.  Si  a  <  6,  il  est  évident  que  les  deux 
triangles  BCAf ,  B'CA|  satisferont  tous  deux  á  la  question, 
les  angles  CA^B,  CA|B'  étant  aigus.  Si  a  +  6  >  180%  il 
n'y  aura  plus  qu'une  seule  solution,  eommc  il  est  faeile  de 
le  voir  (fig.  27)^  puisque  deux  grands  cereles  de  la  sphére 
sc  coupent  toujours  suivant  un  diamêlre  commun;  de  sorte 
que  le  second  point  d'intersection  de  a  =  C'B"  avec  le  cóté 
AB  se  trouve  au  delá  do  rinterseclion  des  deux  cótés  de 
Tangle  A.  Supposons  Tangle  A  >  90«»  et  CA  =6  <  90*; 
I  angle  CAB  étant  aigu,  son  supplément  CAp  scra  obtus , 

>  90*.  II  est  évident  que,  si  a  <  6,  il  ne  peut  y  avoir  aucune 
solution ,  puisque  le  cólé  a  devrait  se  trouver  dans  Tinter- 
valle  A'CA. 

Si  a  H-  6  <  180«,  il  n'y  a  qu*une  solution;  au  coniraire, 
si  a  +  6  >  180",  les  deux  triangles  B|CA,  BíCA  se  trouvent 
tous  deux  dans  les  conditions  voulues,  étant  situés  sur 
Farc  ApA|. 

Comme  dernier  cas,  on  peut  avoir  A  >  90*  et  CA^  =  6 

>  90^  Si  a  >  6,  on  a  pour  solutions  AfCB^  et  A^CB^. 
Enfin,  si  a  <  6,  il  ne  peut  y  avoir  que  le  triangle  DCA| , 
le  cóté  a  devant  tomber  dans  Tintervalle  A'CA. 

On  voit,  d'aprés  ce  qui  précéde,  que  si  A  et  a  sont  tous 
deux,  á  la  fois  >  ou  <C  90^y  H  y  a  toujours  deux  solutions 
qui  résolvent  exaclement  la  question, 

Si  a  est  compris  entre  b  et  180^  —  b  ou  est  égal  á  l'une 
de  ces  deux  valeurs,  il  n'y  a  quune  seule  solution.  Dans 
tout  autre  cas,  il  n'y  a  aucune  solution  possible. 
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M.  On  vienl  de  trailer  le  cas  oú  lon  connait  les  cdtés 
a^  b  et  Tangle  A  opposé  á  Tun  de  ces  cótés. 

II  est  faciley  au  moyen  du  triangle  polaire,  de  traiter 
eelui  oík  Fon  donne  les  angles  A,  B  et  le  cóté  a  opposé  á 
Tangle  A. 

Soit,en  effel,  A'B'C'  le  trianglc  polaire  de  ABC,  A',  B',  C' 
étant  les  trois  angles  et  a',  6',  c'  les  iroís  cótés.  II  vient : 

a'  =  i80«  — A, 
6'  =  i80»  — B, 
A'  =  i80«  — a. 

Au  moyen  des  données  a',  b\  A',  on  calculera,  comme 
précédemment,  le  triangle  A'B'C'  et  le  polaire  correspon- 
dant  qui  sera  le  triangle  demandé. 

97.  Appligations.  Aire  du  triangk  sphérique,  Soit  un 
triangle  sphérique  quelconque  ABC,  A,  B,  C  étant  Ics 
troís  angles,  a,  6,  c  les  troís  cótés  opposés  á  ccs  angles 
et  2T  Faire  de  ce  triangle. 

On  a  vu,  en  Géomélrie,  7""  livre,  que 

2T  =  A-+-B-t-C— <80^ 

En  posant,  comme  précédemment,  A  h-  B  -*-  C  =  28, 
il  vient : 

T=iS  — 90*,    8ÍnT  =  — cosS,    co8T  =  sinS, 

r(A-+-B)      Cl 
cotgT=-tgS  =  -tg[^í— ^H--J. 

En  développant  cette  derniére  expression ,  et  en  subsii- 
tuant  dans  le  développement  la  valeur  de  ig  |  (A  -h  B) 
donnce  par  les  analogies  de  Néper,  on  obtient : 

C  C 

colg  -  cos  i  (a  -  6)  -♦-  tg  -  cos  i  (a  -♦-  6) 

colg  T  = — 

cos  i  (a  -♦-  6)  —  cos  t  (a  —  6) 
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En  remplaQant  tg  i^  et  cotg  -  par  leurs    valeurs   en 
sínus  et  cosínus,  on  aura,  aprés  réduciion  : 


coig  T  = 


colg  -  colg H  cos  C 

sín  C 


Fig.  S9. 


Cette  formule  faít  voir  que  laire  2T  du  triangle  ABC 
ne  changera  pas  si  le  produit  cotg  ^  cotg  ^  ne  change 
pasy  langle  C  du  triangle  reslant  constant. 

Les  deux  triangles  ABC,  A'B'C 
(fig.  29)  seront  donc  équivalentSy 
si  Ton  a  : 

B'  égalité  qui  montre  de  quelle  ma- 
niére,  sur  le  cólé  donné  CA'  =  6', 
^  avec  Tangle  C,on  pourra  construire 
un  triangle  A'B'C  équivalent  au  triangle  ABC  et  á  quelle 
condition,  avec  le  méme  angle  C,  le  triangle  A'B'C  sera 
isoscêle. 

•S.  Celle  méme  formule 


colg  T  = 


cotg  -  cotg  -  -4-  cos  C 


sin  C 


montre  que,  parmi  tous  les  triangles  que  lon  peut  con- 
Fig.  80.  struirc  avec  deux  cótés  donnés 

a  et  b,  le  plus  grand  est  celui 
dans  lequel  Fangle  compris  C 
est  égnl  é  A  +  B,  ainsi  qu*on 
la  déjá  vu. 

En  eiTet,  soit  un  cercle  de 
rayon  0R=  1  et  I'arc  RS=C. 


R'     M 
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Prenons  sur  le  prolongement  de  OR  (fig.  30)  une  longueur 

a         b 
OM  =  cofg-cotff- 

Le  triangle  rectangle  MPS  donne 

a         b  ^ 

cote  -  cotR  —  -«-  cos  G 
PM       OM-hOP  ^^      *2 

cotff  M= —  = — = ; 

^  SP  SP  sinC 

dou  M=T; 

ce  qui  prouve  que  Taire  2T  sera  un  maxímum  lorsque 
Tangle  M  sera  lui-méme  un  maximum,  c'est-á-dire,  quand 
la  sécanle  ftlS  deviendra  la  tangente  MT. 

Alors,  rangle       OMT  =  ROT  —  90- 
ou  T  =  C  —  1)0»    el    C  =  A  -4-  B. 

Le  point  M  ne  peut  pas  évidemment  tomber  dans  rínté- 
rieur  du  cercle,  c>st-á-dire  qu'on  ne  peut  pas  avoir 

11  \  b 

colg^acolg-6<1,   tg(W--a)<tg- 

et  180»<a^6. 

\.  On  tire  des  formules  de  Delambre  (75)  : 

1  1 

co8— (a  —  6)      sin  — (A  -+-  B) 

2  2 


i« 


c  C 

C08  -  C08  — 

2  2 


dou 


et 


1                         r  1                           C 

C08  -  ( a  —  6)  —  cos  -  sin  —  ( A  -♦-  B)  —  cos  - 

ï~       ~,               c^        ï  C 

c08-(a  —  6) -+- co8  -  sin -( A -4- B) -4- cos  — 

2^                        2  2                            2 

1                          c  /C         \             C 

cos-  (a  —  6)  —  cos-      co8  í T  )  —  cos- 

2^           '             2  \2          /             2 


co8-(a  —  6)  -h  co8-      C08  I T  1 

2^  '  2  \2         / 


1  ..  c  /C      _\  C 

-  COS  — 

2 
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puisque  a  (A  -♦-  B)  =  90"  —  í-  —  T  J . 

Cette  derniêre  expression  se  réduit  á 


2* 


i  i 

cos -(a  H-  6)      cos- (A  -+-  B) 


d'oú 


c 

C08  - 

S 
i         i, 

-e)- 

.   c      ' 

sin  — 
2 

T 
^2 

««|(C-T) 

En  multipliant  et  en  extrayant  la  racinc  earrée,  il  vient : 

tg2  =  Vtg-«X  lg-(«-a)tg-(s-6)tg-(«-c), 

formule  due  á  LhuiUier^  calculable  par  logarílhmes  et  qui 
fait  eonnaitre  Taire  2T  du  triangle  en  fonction  des  trois 
cótés ,  3ís  étant  égal  á  leur  somme.  Si  les  deux  premiers 
facteurs  de  ce  produit  qui  se  trouvent  dans  le  second 
membre  sont  constants ,  ce  produit  s'élévera  á  son  maxi- 
mum  lorsque  les  deux  aulres  facteurs  seront  égaux.  Donc, 
parmí  tous  les  triangles  sphériques  de  méme  périmétre  2« 
et  de  méme  base  a,  le  plus  grand  est  celui  dont  les  deux 
autres  edtés  variables  6  et  c  sont  égaux.  Enfin ,  le  périmêtre 
2s  étant  constant,  Taire  2T  sera  maximum  si  les  trois  cótés 
a,  6,  c  sont  égaux.  Le  triangle  sera  alors  équilatéral  et  son 
aire  sera 
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100.  On  peut  encore  (rouver  d'antres  expressions  de 
Faire  du  triangle  sphérique. 
On  a  déjá  vu  (97)  que 

8in  T  =  —  C08  S ; 

8in  -  8in  -  8in  A 

1»  •                         o                 2       2 
dou  co8Sc= ; 

a 

cos  - 

2 

6       c 
sín-sÍD— sin  A 
2       2 

donc,  sinT  = .     .     .     .    (*). 

a 

cos- 

2 

On  vérííie  cette  expression  en  subsfituanty  au  lieu  de 
sin  -, sin |,  oos |,  leurs valeurs trouvéesprécédemment(87), 
en  fonction  des  trois  angles  A,  B,  C. 

On  vérifiera  de  la  méme  maniére  les  formules 


b        c   .     ^ 

cos 

.  -  cos  -  sio  A 
2        2 

oM  íS A^  — 

K,\>a  ^o           fi.i  — 

{i 

ros  — 
2 

B 

C   . 

COS  — ( 

2 

cos—  sm  a 
2 

.    A 

«0- 

. 

B       C   . 

sm 

—  cos  -  sm  a 
2       2 

ein  Is  — «  n\  —— 

A 

sin- 
2 

En  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  du  second 
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membre  de  régalité  (A)  par  icos^6eoS|C,  on  obtient 
une  autre  forme  pour  la  valeur  de  sín  T»  savoir  : 


sin  6  sin  c  sí n  A       l/ 1  -  cos*  a  •—  co8'6  —  cos'c  4-  2cos  a  cos  6 cos  c 

ánT= i 

a       o       c  a       b       e 

4cos  -  cos  -  cos  —  4  cos  —  cos  -  cos  - 

2       2       2  2       2       2 

et>  en  représentant  la  quantité  sous  le  radieal  par  ip^ 

P 


on  a  :  sin  T  «= 


a       h       c 

2cos-  cos-  cos- 

2        2       2 


4p'  =  I  —  cos'a  —  cos'6  —  cos*c  -♦-  2cos  a  cos  6  cos  c , 
4jt}'  «=s  sin  <  sin  (s  —  a)  sin  («  —  6)  sin  [s  —  c). 

Connaissant  la  valeut*  de  sin  T,  il  est  facile  de  déter- 
míner  directement  la  valeur  de 


co8T  =  l/l— sin'T=      l\ ^^ 


,  a      _  6      ,  c 
lucos'-  cos'    cos'- 
2        2        2 


II  suffit  de  remplaeer  ip^  par  sa  valeur  et  2  cos^  |  par 
1  H-  eos  a^  et  ainsi  des  autres;  ce  qui  reste  sous  le  radical 
est  un  earré  parfait,  et  Ton  obtient : 

_        I  -H  cos  O  -f-  COS  6  -4-  cos  c 

cos  T  = . 

a       6       c 

4cos  -  cos-  cos  — 

2       2        2 

Si,  dans  cette  derniére,  on  remplace  cos  a  par 

C08  6  cos  c  +  sin  6  sin  c  cos  A ,   et    (i  -h  cos  6)  (i  -¥-  cos  c) 

par  4cos'  - cos* — ,  il  vient : 

^  2        2 

h        c        .    b  ,    c 
cos--  C08  — h  sm  —  sm  -  cos  A 
2        2  2       2 

cos  T  = 

a 

C08-r 

2 
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forniule  que  I'on  peut  rendre  ealculable  par  logarilhmes 
au  moyen  d*un  angle  auxíliaire  tp, 

a        h 
coig-cotg-  -I-  cosC 

101.  La  formule  cotgT= 

sin  C 

prouve  encore  que,  parmí  tous  les  tríangles  sphériques  quí 
ont  un  angle  égal  G  comprís  entre  deux  cótés  dont  la  somme 
est  constante,  le  triangle  isoscêle  est  celui  dont  raíre  2T  est 
maximum  ou  minimum,  suivant  que  cotg  T  esl  á  son  mini- 
mum  ou  á  son  maximum. 

Posons  a  H-  6  ==  45    et    a  —  6  =  4d ; 

dou  -=5-4-d    et     -  =  «  —  o. 

Remplagons  ces  valeurs  dans  coig  ^  colg  ^ ,  on  aura  : 

1         colg*«  —  ig'd 
cotg  («  -+-  a)  colg  («  —  rf)  = — -.. 

Cette  derniére  expression  peut  se  mettre  sous  laforme: 

(cotg*s-i)tg»rf 

COir«  H-  ^ r rj. 

1  —  cotg'5  Ig'a 

Si  a-*-6<i80%    «<45%    colg«>i, 

le  minimum  du  produit  cotg^colg^répondra  á  d=  0; 
ce  qui  donnera  le  maximum  de  laire  2T  du  triangle  sphé- 
rique  ABC.  Si,  au  conlraire,  a  -+-  6  >  i80%  s  >  45*  et 
cotg  5  <  1 ,  le  produit  dont  il  s'agit  sera 

(I— cotg*s)tg»d 

COlg'«— r r-z-» 

4  —  COtg*S  tg*rf 

valeur  la  plus  grande  possible  lorsque  la  partie  négatíve 
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s'évanouira  en  faisant  d  =  0,  ce  qui  répondra  au  minímum 
de  Taire  2T  du  triangle  sphérique.  On  voit  par  lá  que  le 
triangle  ABG  est  maximum  si  la  somme  a  +  6  <  1 80% 
puisque  cotg  T  est  á  son  minimum,  et  qu'il  est  h  son  mini- 
mum  quand  a  +  6  >  180°,  cotg  T  se  trouvant  alors  k  son 
maximum  9  le  triangle  étant  dans  les  deux  cas  isoscéle, 
puisque  d  =  0. 

IM.  Soit  un  tríangle  sphéríque  ABC,  A,  B,  G  étant 
les  trois  angles  et  a,  b,  c  les  trois  cótés  opposés  á  ces 
angles  (fig.  31). 

Sur  le  milieu  M  du  cóté  AB,  élevons  un 
arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  á  ce  cóté ; 
sur  cet  arc,  prenons  une  longueur  MP  égale 
á  un  quadrant.  Tirons  larc  de  grand  cercle 
PGD,  de  sorte  que  les  triangles  AGD  et  BGD 
seront  rcctangles  en  D.  Posons  MD  =  p, 
CD  =  q ;  par  les  valeurs  de  cos  T  et  de 
sin  T  trouvées  précédemment  (100),  on  a  : 


cotgT  = 


1  -♦-  cos  a  -+-  cos  5  -4-  cos  c 
sin  a  8Ín  b  sin  C 


A   M  B      ^ 
Les  triangles  rectangles  AGD,  BGD  donnent : 

cos  a  =  cos  9  cos  BD  =  ros  g  cos  (p  —  - c), 

cos  6  =  cos  9  cos  AD  =  cos  f  cos  (p  -^  ~  cj, 
En  substituant  ces  valeurs,  on  a',  aprés  simplifications  : 


cotgT 


cos  p  cos  9  -I-  cos  - 


sm--8m  q 


94  PREMIÊRE    PARTIE. 

en  se  rappclant  que  sin  6  sin  G  =  sin  c  sin  B  et  que  le 
triangle  rectangle  BGD  fournit  la  relation 

sín  q  =  s\na  sin  B. 

Prolongeons  Tarc  MP  d*une  quantité  arbitraíre  PI  =a; 
soit  IG  —  p.  On  obtient  évideniment : 

PC  =  90"  —  qr     et  angle     IPC  =  4  80»  -  p. 

Le  triangle  IPC  donne  : 

cos  p  =  cos  a  sín  q  —  cos  p  cos  q  sin  «. 

En  remplagant  cos;?  cos  q  par  sa  valeur  tirée  de  cotg  T 
qui  précéde,  il  vient : 

cos  p  ==  sin  a  cos  -  -t-  sïnq  í  cos  a  —  sín  a  cotg  T  sin  -)• 

On  peut  proGter  de  larbitraire  a  pour  égaler  á  zéro  le 
coefficient  de  sin  q ;  ce  qui  donne 

c  . 

cos  p  =  cos  -  sm  a 

et  cotg  a  =  cotg  T  sin  - : 

Á 

ce  qui  prouve  que  cotg  a  est  constant  si  la  base  c  du  tríangle 
ABG  et  son  aire  2T  sont  constantes.  Mais^  si  a  est  con- 
stant,  sin  a  cos  | ,  c'est-á-dire  cos  ^,  est  aussi  consiant; 
d'oú  résulte  ce  beau  théoréme  dú  á  Lexéll :  Le  lieu  géomé- 
trique  décrit  par  les  sommets  G  de  tom  les  triangles  sphé- 
riques  variables  ABG  qui  ont  une  base  commune  c  et  des 
aires  équivalentes  2T  est  un  petit  cercle  décrit  du  point  l 
comme  póle  avec  une  grandeur  conslante  p  donnée  par  la 
relation 

cos  6  =  sm  a  cos  — • 
^  2 

lOS.  Si  le  rayon  R  de  la  sphére  sur  laquelle  le  triangle 
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ABC  se  trouve  tracé  est  trés-grand,  on  aura  trés-approxi- 

mativement : 

a  o"  o* 


cos  —  =  i  — 

R  4.2R«       Í.2.3.4R* 

6  h*  h* 

cos  —  =  1  — 


R  1.2.R*      4.2.3.4R* 


c  c« 


cos-  =1  — 

R  4.2R«      Í.2.3.4R* 

.66  6» 

sin  —  = 


R       R       Í.2.3R» 

c        c  c' 


sin  ~  = 


R       R       4.2.3R» 

En  substitnant  ces  valeurs  dans 

o  b        c 

COS  -- —  COS  —  C08  — 

R  R        R 

COS  A  =  ; , 

.    6    .    c 

sm  -  sm  — 

R       R 

il  viendra  : 

6«  -4-  c^  ^  o'      o»  —  6*  —  c*      6*  c« 

2R«         "^  24R*  4R* 

cos  k  = 


R*  \         6  R*      6  RV 


Si  Ton  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  par 
1  -4-  -^fn  on  obtient  : 

6«^c*  — o*      o*-+-6*-*-c*— 2a*6*  — 2o*c*— 26*c« 


cosA 


26c  24  6c  R' 


Soit  un  triangle  reciiligne  A'  B'  C'  dont  les  cótés  se- 
raient  égaux  aux  arcs  a,  b,  c  du  triangle  sphérique  ABC; 

il  víent : 

c'.h6'-o« 

cosA  = ; » 

26c 
46'  c'sin*  A  =2a*6«  +  2o'c*  ^-  26V  —  o*  —  6*  — c*. 
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bc 

Donc,  cos  A  =  cos  A' sin*  A'. 

6R* 

Posons  A  =  A'  -f-  X,  et  négligeons  x'; 

cos  A  ==  cos  A'  —  X  sin  A'. 

En  comparant  cette  valeur  á  celle  quí  précédey  on  con- 
clut  que 

x  =  — smA; 

bc 
d'oú  A  =  A' -I-— sin  A'; 

mais^-^IP — est  Fairedu  triangle  rectiligne  qui  a  pour  cótés 
a,  b,  c,  aire  qui  ne  différe  pas  sensiblement  du  triangle 
sphérique  proposé. 

Si  Ton  représente  cette  aire  par  T,  íl  viendra  donc : 

T  T 

A^A'.-      ct     A'=A--. 

Demême,     ^^^b-X,     C'  =  C-il. 

5R'  3R* 

En  ajoutant ,  on  a  : 

A'^B'-+-C'  =  A-+-B-*-  C— -. 

R* 

T       , 
et  —  =  A-*-B-i-C  — 180«. 

Aínsi  y  on  peut  considérer  ^  comme  étant  ce  que  ron 
nomme  Vexcés  sphérique;  d*oú  il  suít  qu'á  un  triangle 
sphérique  dont  A,  B,  C  sont  les  angles  et  a,  b,  c  les  cótés, 
correspond  un  triangle  rectiligne  qui  a  pour  cótés  les 
mémes  longueurs  que  a,  6^  c  et  dont  les  angles  sont 

A      E      „      E      ^      E 
3'  3'  5' 

E  représentant  Texcés  sphérique. 


Fig  3«, 
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104.  Étant  donnés  les  trois  cótés  a,  b,  c  d'un  triangle 
sphérique  quelconque  ABC,  chercher  les  rayons  sphériques 
des  petits  cercles  circonscrits  et  inscrits  au  triangle  et  á 
ceux  qu'on  obtient  en  prolongeant  ses  cótés  jusqu'á  leur 
rencontre  (fig.  32). 

Soit  P  le  póle  du  triangle  sphérique 
ABC.  Joignons  ce  point  aux  milieux 
M,  M',  M"  des  cótés  BC=  a,  AC  =ft, 
AB  =  c.  Les  deux  triangles  rectangles 
PCM,  PBM  qui  forment  le  (riangleBPC 
sont  égaux,  et  ainsi  dcs  autres. 

a,  (3,  y  éiant  les  angles  k  la  base  des 
iriangles  isoscéles  APB,  BPC,  APC, 

on  a :  a-4-r  =  A,    a-4-l3  =  B,    p-t-y=C; 

d'ou      2P=B-hC— A  =  2(S  — A),    13  =  S  — A. 

Désignons  par  R  les  arcs  égaux  AP,  BP,  CP. 
Le  triangle  rectangle  PBM  donne : 


lg^=tgRco8(S— A). 


Ig  -  =  tg  R  cos  p     ou 

Jm 

Remplafons  cos  (S  —  A)  par  sa  valeur  trouvée  précé- 
dcmment  (100);  il  vient : 

a  a  h       c  , 

cotfi  R  sin  -  =  cos — cos  (S  —  A) = cos  -  cos  -  sin  A. 
©2  2  2       2 


tgR  = 


sm- 
2 


cos  -  co8  -  sm  A 
2       2 


a       b       c 

2sin  -  sin  -  sín  - 

2       2       2 


,  .    «  .    6   .    c 

^sm  -sm  -sm  - 

2       2       2 

sin  6  sin  c  sin  A 


a 


tgR= 

|/sin  s sin  (s  —  a)  sin  [s  —  6)  sin  («  —  c) 

en  représentani  par  p  le  radical  du  dénominateur. 


28m-  sm  -sm  - 
2        2        2 
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Pour  trouver  lc  rayon  r  du  cercle  inscrít  dans  le  triangle 
ABC,  il  suflil  de  remarquer  que  les  droiles  qui  unissent 
le  póle  de  ce  pelit  cercle  inscrit  aux  troís  sommets  A,  B,  C 
du  triangle  divisent  les  angles  en  dcux  parties  égales,  et 
que  deux  triangles  rectangles  quí  ont  rhypoténuse  égale 
et  un  cóté  de  Tangle  droit  égal,  qui  est  ici  le  rayon  r  du 
cercle  inscrit,  sont  égaux.  On  a  donc  : 

A  . 

ígr=tg-sni(«  — a), 


tgr=\/~ 


sin  (í  —  a)  sin  («  —  b)  sin  {s  —  c) 


sms 
sÍD  8  sin  8 


et       cotg  r  =  — 

i^sin«sin(s  —  a)sin(s — &)sin(5 — c)         P 

En  prolongeant  les  cótés  de  langle  A  jusqu*á  leur  ren- 
contre  en  A',  on  forme  un  nouveau  triangle  BCA'  dont  on 
peut  chercher  les  rayons  sphériques  R',  r'  des  petits  cercles 
circonscrit  et  inscrit,  comme  aussi  ceux  R",  r",  R'",  r'"  des 
triangles  ACB',  ABC  On  trouve  : 

2 sm  -  cos  ^^  cos  -  2sm~  cos  -  cos  ~ 

2       2       2  2       2       2 

Ig  R'  ==  ■  » 

l/fiin  8  sÍD  («  —  a)  sin  («  —  b)  sín  («  —  c)  P 

i 
et  cotg  r'  ==  -  sin  («  —  o) ; 

P 

2co8— sm -cos- 

2       2       2  i 

Ig  R"  = colg  r"  =  -  8in  («  —  6) , 

P  P 

a       b       c 
2cos  -  cos  -  sio  — 

.    D»o             2       2       2              ,„      8in(«  — c) 
lgR'"  = ,  colgr"'  =  — ^^ — 

P  P 

105.  Connaissant  les  trois  arétes  a,  b,  c  d'un  paraUili' 
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Fig.  33. 


pipede  quelconqtie  et  les  angles  a,  (3,  y  qu'elles  font  entre 
elleê,  chercher  le  volume  V  de  ce  parallélipipéde  et  la  diago- 
nale  quijoint  deux  sommets  opposés. 

SoientOM  =  a,ON==6, 
OQ  =  c,  les  trois  arétes  et 
MON  =  a,  QON  =  (3, 
QOM  =  y  (fig.  33),  les  troís 
angles.  Du  sommet  Q,  abais- 
sons  la  perpendieulaire  QP 
sur  la  base  MONE  du  paral- 
lélipipéde.  On  aura  pour  le 
volume  : 

V  =  a6  8in  a  X  QP. 

Si ,  du  pied  P  de  la  perpendieulaire  QP,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  PI  sur  la  droite  MO  et  que  Ton  joigne 
I  &  Q,  eette  droite  sera  aussi  perpendículaire  á  MO  et 
Tangle  PIQ  sera  rinclinaison  des  deux  plans  MON,  MOQ. 

Si,  du  sommet  0  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  a 
l^unité,  on  dccrit  une  sphére,  celle-ci  déterminera  dans  le 
tríédre  un  triangle  sphérique  dont  les  cótés  seront  les 
angles  a,  (3,  y,  Si  nous  désignons  les  angles  de  ce  triangle 
sphérique  par  A,  B,  C,  on  aura  pour  le  volume  : 

V  =  a6  8in  a  X  QI  sÍB  B  ==  a6c  sin  a  sin  r  sin  B , 

et,  en  remplafant  sin  B  par  sa  valeur  en  fonction  des  trois 
cótés  du  triaugle  sphérique,  on  a : 

V  =  a6c  l/l  —  COs'a  —  COS'P  —  COSV  -*-  2C0S  a  008  p  €08  r > 

ou  bien  eneore  : 


V  «=  2a6c  l/sin  «  8in  («  —  a)sin(«  —  p)8Ín  (s  —  r), 
formule  calculable  par  logarithmes^  dans  laquelle 
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106.  Soít  OF  =  D  la  diagonalc  du  parallélípipêde  et 

OE^d  celle  du   paraUélogramme  MONE  (fig.  33),  il 

Yiendra : 

d*  =  a'  -*-  6'  -4-  2íí6  cos  a, 

D«  =  c»  -f^  cP  -+-  2cd  cos  QOE. 

II  resle  ft  irouver  cos  QOE,  c'esi-5-dire,  cos  AD. 
On  a  dans  le  (riangle  GAD : 

cos  AD  =  cos  p  cos  CD  +  sin  p  sin  CD  cos  C. 
Mais       co8  r  =»  cos  a  cos  p  -\-  sinct  sin  |9  cos  C ; 

,,  .                         ^      cosr  —  cosacosfi 
d'oú  cos  C  = ^ — — ^ 

sm  <x  sm  p 

En  remplacant  cetie  valeur,  on  a  : 

sÍD  (a  —  CD)  cos  p       sin  CD  cos  y 


cos  AD 


cos  AD  = 


SHJ  a  sm  a 

8in  BD  cos  p       sin  CD  cos  r 


sni  a  sm  a 

Si  Ton  multiplie  par  d,  il  viendra  : 

_       d  sin  BD  d  sin  CD 

d  C08  AD  =  — cos  S  -♦-  cos  y. 

sm  a  sin  a 

Mais  les  triangles  rectilignes  OME,  ONE  donnent : 

d  sin  BD  d  siu  CD 

6  =  — : »     a  =  — : ; 

sm  a  sin  a 

de  sorte  que  Ton  a : 

^cd  cos  AD  =  26c  cos  p  +  2ac  cos  r ; 
d'oú  D'  =  o*-4-  6*-*-  c»-»-  2a6cosa  -+-  Saccosr  -♦-  26ccosp. 

Si  Ton  change  a  el  y  en  180* —  «,  180*  —  y,  on  aura  le 
carré  dc  la  diagonale  MH  =  D'  et  aussi  des  deux  autres 
diagonales  D'',  D''' : 

D'*  ==  a'  -•-  6*  -^  c*  —  2a6  cos  a  -+-  26c  cos  p  —  ^c  cos  r» 

D"*=  a*  -f-  6*  -*-  c*  -»-  'ïab  cos  a  —  26c  cos  p  —  2ac  cos  r, 

D""  3=  a*  -♦-  6*  -♦-  c'  -♦-  2ac  cos  r  —  2a6  cos  a  —  26c  cos  p. 
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En  ajoutanty  on  obtíent : 

D«  +  D'*  -♦-  D"*  +  D'"*  =  4a*  -♦-  46«  -4-  4c«: 

ce  quí  prouve  que  dans  un  parallélipipéde  quelconque  la 
somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  á  la  somme  des 
carrés  des  arêtes.  II  est  facíle  de  le  dcmontrer  directement 
par  la  Géométrie. 

td7.  Problême.  Êtant  données  les  trois  arétes  a,  byC 
^i  aboutissent  au  même  sommet  d\ine  pyramide  triangu- 
laire  quelconque,  et  les  trois  angles  a,  p,  y  que  font  entre 
elles  ces  arétes,  chercher  le  volume  V  de  lapyramide. 

On  aura,  comine  précédemment: 


V  =  j  ahc  l/sin  5  sin  [s  —  a)  sin  (s  —  j3)  sín  [s  —  r), 

tOS.  Probléme.  Connaissant  les  six  arêtes  d'une  pyra- 
mide  quelconquey  déterminer  le  volume  V  de  cette  pyra- 
mid^  (fig.  34). 

a,  6,  c  étant  les  trois  arétcs  partant  du  sommet  A,  et  a, 
|3,  y  les  angles  quc  font  entre  elles  ces  arétes,  on  a  : 

V  =  J  abc\/\  —  cos'  ac  —  cos'p  —  cos*r  -♦-  2 cosa cos j3  cos  y. 

Soienl  BC  =  o',    BS==6',    CS  =  c'. 

Le  tríangle  ABC  donne  : 

a'*  a=  a'  -♦-  6*  —  2a6  cos  a ; 

^'*  "^'  ,  ,  a*H-6«-a'« 

s         d'oú 


W0    (A 

'iab 

0» 

-4-0*- 

6-* 

cos^ 

'  2oc 

6» 

+  c'- 

c" 

co8r 

26c 

^  En  remplagant  ces  valeurs  dans  Tex- 

pression  précédente  et  en  posant  pour  abréger 

a«-4-6»  — a'^^C,     a*-Hc*  — 6'«=B,     6" -h  c«  -  c'*  =  A, 
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il  vient : 


V=— l^4o*6«c«  — A«a'-.B*6'  — CV+  ABC. 

Si  Ton  représente  par  i  la  surface  des  qiiatre  triangles 
quí  forment  la  surface  totale  de  la  pyramide^  et  par  r  ie 
rayon  de  la  sphére  inscrite,  on  aura  :  r  =  -^  . 
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6Í0MÉTRIE  ANALTTiaUE  A  DBUX  DIIENSIONS. 


CHAPITRE  I 


Honiogéiiélté. 


109.  Une  fonction  ({x^  y,  z, ...)  =  0  est  homogéne  par 
rapport  auic  quantités  x,  y,  z,...,  lorsque,  en  remplagant 
Xy  y^  jsr,...  par  px^  pj/,  pz^.,,,  on  obtíenl 

f(px,  py,  pz...)  ==  p"'f(x,  y,  z...)  =  0, 

m  étant  le  degré  de  la  fonction. 

Toute  relation  entre  des  grandcurs  géométriques  ou  tri- 
gonométriques  doit  étre  homogénê,  c'est-á-dire  que  tous  ses 
termcs  doivent  étre  du  méme  degré. 

Soient  A,  B,  C,...,des  lignes  d'une  certaine  Ggure,  et  soit 
f(\,  B,  G,...)  =  0  la  relation  géométrique  ou  trigonomé- 
tríque  qui  existe  entre  ces  quantités.  Gette  relation  doit 
évidemmenl  subsister,  quelle  quc  soit  Tunité  de  mesure. 

Supposons  qu'en  adoptant  runiic  linéairete  pourmesure 
des  quantités  A,  B,  G,...,  on  ait  la  relation 

/•(a,  6,  c,..)  =  0, 

et  qu'en  prenant  une  autre  unité  de  mesure  u\  on  obtienne 

/•(a',6',c',...)  =  0. 
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Si  l'on  désigne  par  p  le  rapport  de  ces  deux  unités,  on  a : 

o'      6'      c'  ,  .        .      , 

—  =-p=  — =  p,    et    a  =ap,a  =s  h^,c' =s  cp. 

a        0        c 

Si  réqualion  /"((i,  6,  c, ...)  =  0  est  homogênc , 

Test  aussi;  ei  si  elle  est  satisfaite  pour  a,  6,  c, ...,  elle  le 
sera  aussí  pour  des  nombres  proportionnels  pa,  pfr,  pc, ... 
Dailleurs,  réquation  devant  subsister  quelle  quc  soít 
Tunilé  linéaire,  Uy  2u,...,  ne  pourrait  plus  exister  si  le 
prcmier  membrc  rcnrermait  quelque  terme  inféríeur  ou 
supérieur  á  un  terme  du  second.  Alors ,  le  premier  mcm- 
bre  deviendrail  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  second ,  ce 
qui  est  absurde,  puísque  les  vérités  géométriqim  doivent 
étre  indépcndantes  des  grandeurs  relatives  des  quantités, 

110.  Supposons  que  /"(a,6,  c,  ...)  =  0  soit  un  poly- 
nóme  entier,  formé  de  plusieurs  tcrmes  du  degré  m  et  de 
plusieurs  termes  du  degré  n,  etc...  On  aura,  daprés  ce 
qui  précéde  : 

p^f  (a,6,c,...)  -+-  p"if  (a,6,c,...)  ■+■  —  =0. 

Cette  équation  dcvant  é(re  satisfaitc,  quel  que  soit  p,  on 
doit  avoir  scparément  : 

p'"y  (a,  6,  c,...)  =  0,    p"^  (a,  6,  c, ...)  =  0; 

ce  qui  prouve  que,  si  Téquation  n*est  pas  homogéne,  elle 
se  décompose  cn  plusieurs  équations  homogênes,  confor- 
mément  é  ce  principe  général  :  les  deux  membres  d'une 
équation  doivent  être  de  même  nature. 

Lorsquc  les  quantités  a,  b,  c, ...  représentent  des  lon- 
gucurs  rectilignes,  ab,  ac,  bc, ...  représenteront  des  sur- 
faces,  et  a',  6^,  c',  a*6,  abc,  ...  des  volumes.  Si  Tun  des 
membres  de  Téquation  représente  des  termes  du  S"'  degré. 
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dcs  surfaces,  l'autre  membre  doit  aussi  représenter  des 
termes  du  2"'''  degré,  des  surfaces. 

En  considérant  a,  by  c  comme  des  nombres,  c  est-á-<líre, 
les  rapports  des  lignes  A,  B,  C  á  runíté  línéaire  u,  on  peut 
admettre  qu*il  existe  entre  ces  nombres  I  equalion 


Sí  Ton  cherche  les  rapports  des  mémes  lignes  A,  B,  C 
en  prenant  une  autre  unité  linéaíre  u'y  et  qu'on  désigne 
par  a'y  b',  d^  les  nouveaux  nombres  provenant  de  cette 
mesure,  il  est  évident  qu'on  aura  : 

a'      6'      c' 
7==6"^7^^' 

pélant  le  rapport  de  ces  deux  unités  de  mesure. 

L*équation  précédente  deviendra,  en  remplagant  a^  6^  c 
par  leurs  valeurs  ^  >  ^  >  -  : 


a" -4-  a'6" -f-  6» -4-  6 V  —  c'»  —  a'c'' -4-  {a  V^' -\-  b'* -  c'*)  p 

+  (a' -♦- 6' —  c')  p«  =  0. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  p,  on  a 
les  équations : 


a'»-|.a'6'V6'»-*.6'V=c'»-f-a'c'*,  a'i/a'6'-t-6"-c'*=0,  a'4-6'=c', 

quí  sont  toutes  les  trois  homogénes. 

On  voit,  par  ce  quí  précêde,  que,  pour  rendre  une 
expression  algcbrique  ou  une  équation  homogénc^  il 
suflit  de  diviser  chaque  facteur  littéral  par  Funité  linéaire 
u,  p,etc... ,  puisque  cettc  unité  est  arbitraire,  et  de  réduire 
ensuite  au  méme  dénominaleur. 

C'est  en  divisant  chaque  ligne  trigonoméirique  par  le 
rayon  R  du  cercle  qu*on  rcnd  les  formules  trigonomé- 
tríques  homogénes,  lorsqu*on  y  a  fait  le  rayon  R  égal  á 
runíté.  On  voit  aussi  que,  si  Ton  prond  pour  unité  un  des 
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fact<;urs  d'un  terme  quelconque  d'une  expression  algé- 
brique  d'abord  homogéne,  celle-ci,  par  cela  méme,  cesse 
d'étre  homogêne  et  ne  redevient  telle  qu*en  divisanty 
comme  il  vient  d'être  dit,  chaque  facieur  littéral  parrunité 
linéaire  u.  II  est  cvident  que  toutes  les  formules  doivenl 
étre  rendues  homogéneSy  lorsqu'elles  ne  le  sont  point,  avant 
qu'on  puisse  les  construire.  II  seraitsuperflu  de  vouloir  faíre 
rcssorlir  rímportance  de  rhomogénéité.  C^est  souvent  un 
puissant  moyen  pour  s  assurer  de  rexactitude  des  formules 
ou  des  équalions,  lorsqu'il  s*agit  des  volumes,  des  surfaoes 
et  des  lignes. 

C«MBtriictl«n  dea  ▼alenni. 

111.  Les  constructions  ont  pour  but  de  déterminer  les 
valeurs  des  inconnues ,  données  par  les  formules  et  les 
équations,  au  moycn  des  ínstruments  les  plus  símples :  la 
régle,  le  compas,  etc. 

L'Algébre  apprend,  avec  le  secours  de  rArithmétique,  á 
déterminer  el  a  calculer  la  valeur  des  inconnues  avec  un 
aussi  grand  degré  d  approximatíon  qu'on  le  veut. 

La  Gcométrie  indique  comment  on  peut  obtenir  la 
valeur  numérique  de  ces  inconnues,  á  laide  des  procédés 
graphiques. 

Supposons  qu  on  ait  á  trouver  la  valeur  de  x,  avec  le 
secours  des  constructions, 

1®  dans  lequatíon       x=  — 

c 

Celte  valeur  de  x  est  évidemment  une  quatriême  pro- 
portíonnelle  enlre  les  quantités  a,  b,  c. 

de 
La  valeur  de  i'inconniie  s'obtiendra  au  moyen  de  deux 
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qualriêmes  proportionnelles  :  w  =  ~ ;  d'oíi  x  =  ~  el  une 
seconde  quatríéme  proportionnelle  entre  m,  c  et  e. 

11  est  inutile  de  multiplier  ces  exeraples  qui  ne  présen- 

tent  aueune  difficulté. 

-.    _  .  ahm 

3«  Soil  x  = 

am  -t-  6n  -4-  cp 

Posons  bn  =  ím,  cp  =  í'w ;  il  viendra : 

ah 


X  = 


a  -♦-  í  -♦-  <?' 


On  obtiendra  x,  dans  cette  derniére  formule ,  au  moyen 
d'une  quatriéme  proporiionnelle  entre  a,A,a  -+-  í  -H  á',  ces 
deux  derniéres  étant  elles-mémes  des  quatriémes  propor- 
tionnelles  faciles  á  (rouver. 

On  peut  encore  égaler  le  dénominateur  a  aifj  et  il  vient : 

am  -•-  6«  -H  r»  =  ay;    dou    t/  =  mH 1 ; 

o         a 

ce  qui  donncx  =  ^-  On  (rouve  ^»  ^>  par  des  quatríémes 
proportionnelles,  ainsi  que  x. 

-^  abc*  —  oV 

4  X  *= • 

abc  -H  c' 

En  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  c^^  on  a  : 

ah  ab 

h  c  1-  c 

c  c 

En  posant  ^  =  d,  íl  vient : 

d  (c  —  d) 

x= —* 

c  -^  d 

quí  s'obtient  par  une  quatriéme  proportionnelle  entre 
d,  c  -f-  d  et  c  —  d. 
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Prenons  sur  la  droite  índéfinie  OX   deux   longueurs 

OA=m,  OB=f» 

(fig.  35). 

Menons  par 
A  et  B  deux 
paralléles  quel- 
conques  A>, 
BM ;  porlons 
sur  cette  der- 
niêre  BC  =  a, 
et  joígnons  le 
point  0  au 
X  point  C. 


On  aura  ;      m:n  =  AD:a;     d  oii    AD  = 


am 


n 


Menons  la  droite  DI  paralléle  á  OA  et  portons,  á  partir 
du  point  I,  sur  BM,  IE  =  6.  Tirons  la  droite  OE  qui  coupe 

AN  en  H ;  on  aura  : 

am 
m:nt=AH  :BI +  IË    ou     m:n=AH: h  o; 


n 


d'oíi 


AH  = 


am* 


n 


bm 


n 


Par  le  point  H,  menons  HK  paralléle  á  OA,  et  prenons 
KL  =  c.  TraQons  la  droite  OL  qui  coupera  la  paralléle  AN 


en  R.  On  aura : 


m :  n  =  AR :  BL    ou     m :  n  =  AR  :  BK  +  KL ; 


et,  comme  BK  =  AH 


am' 


bm 


m  :  n  =  AR :  — —  -i h  c ; 

n'         n 
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V  %         * 

arn^      bm^      cm 

doú 

AR=— --H  — H 

n'         n*         n 

On  a  donc  : 

.=  AR==«g)V6(g^c£). 

11  est  quelquefois  nécessaire  de  décomposer  les  deux 

termes  de  la  fraction  dans  ses  facteurs  premiers. 

6*»  Soit 

a*  +  6*  ^  c*  —  2a'6»  —  26* c*  —  2a'c« 


X  = 


a'6  -f-  a6*  -4-  a'c  -♦-  ac*  -4-  6*c  -f-  6c*  -t-  2a6c 
En  ajoutant  et  en  retranchant  ^b^c^  au  numérateur^ona  : 

(o«  —  6''  —  c')'  —  (26c)' 


X 


ei  x  = 


(a  -+-  6)  (a  -♦-  c)  (6  -t-  c) 

(a  H-  6  -*-  c)  (a  -*-  c  —  6)  (a  -*-  6  —  c)  {a  —  6  —  c) 

(a  -♦-  6)  (a  -♦-  c)  (6  -h  c) 


On  aura  la  valeur  de  x  au  moyen  de  trois  quatriêmes 
proportionnelles. 

Nous  ne  nous  arréterons  pas  aux  expressions : 


x  =  \A[b,    x^^/a*-^  b\    x  =  \/a*b\ 
quí  sonl  trop  faciles  et  trop  connues  en  Géométrie. 


x  =  Y/a'-4-^d=oV^o' 


*  H  m*. 


m* 


Posons      o*  -t-  m*  =  r'  el    o*  -♦ =  í". 

4 

3  ei  y  sont  les  deux  hypoténuses  de  deux  triangles  rec- 
tangles;  1"*  o  et  m;  2''  a  eij,  sontles  cótésde  Tangle  droit. 
II  viendra  : 

x  =  [/fidb  ay, 

valeurs  qu*on  obtient  par  des  triangles  rectangles. 
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8"  Soit      X  =  —  -»-  y/ 


ahc' 


c         ^  ac  -h  6' 

Posons     ft*=cy,    a*6"  =  c'í,    a6c*  =  c'p. 


Nous  aurons 


c         V  a  -^-  y 

expression  facile  á  construire,  dans  laquelie 

ob  .  /(í— fl  -♦-  c 

t«=—     et     n  =  c\/ 

c  ^       a  -4-  y 

Quant  aux  auxiliaires  [3,  y,  í,  on  a  déjá  dit  comment  on 
les  oblenait. 

If «.  Cherchons,  au  moyen  des  conslructions,  les  valeurs 
de  X  dans  les  équations  complêtes  du  second  degré.  Ces 
équations  doivent  êire  homogénes. 

Soient : 

!*•     x'  — ax  =  — 6*;  3«     «•  —  ax  = -^  6' ; 

2»      a:*-f-ax=— 6';  4»     x'-hax=-h6*. 

On  a  pour  la  premiére  :  x  (a  —  x)  =  6'. 
On  voit  que  la  somme  de  deux  segments  x,  a  —  ar,  esl 
constante. 

Sur  la  droite  AB  =  a  comme  diamêtre,  décrivons  une 

circonférence  de  cercle,  et  au 

point  A,  élevons  AD  ==  6,  per- 

i^ — í— -^  T  f  pendiculaire  au  diamêtre  AB. 

A  rextrémité  D,  menons  la  pa  • 
ralléle  Dll'  au  diamêtre,  I,  l\ 
étant  les  poinls  de  rencontre  de 
|jB  cette  parallêle  avec  la  eirconfé- 
rence;  de  ces  points,  abaissons 
les  deux  perpendiculaires  IP, 
I'Q.  Les  deux  valeurs  de  x  sont : 

!•    xsrAP;      2'    X  «=  AQ  (fig.  56). 
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On  a  en  effel :        FÍ  =  AP  x  BP, 

W'=  AQ  X  BQ. 

La  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  donner  á  6,  est 
6  =^9  c*est-á-dire,  la  perpendiculaire  AD  ëgale  au  rayon 
CE;  alors,  les  deux  valeurs  ou  racines  sont  égales,  et  la 
paralléle  DII'  devient  tangente  á  la  circonférence. 

Si  6  >|,  ia  paralléle  au  diamétre  AB  ne  rencontre  plus 
la  circonférenee,  et^dans  ce  cas,  les  racines  de  Téquation 
sont  imaginaires.  On  a,  d  ailleurs,  pour  les  valeurs  de  AP 
et  de  AQ : 


6'. 


2*  Quant á la  seconde  équalion  ac* -i- ax=  —  6*, si lon y 
ehange  x  en  — XyClIe  se  confond  avec  la  premiére  que  nous 
venons  de  construire.  II  suffit  donc  de  prendre  négative- 
ment  les  valeurs  qui  précédent. 

3®  Soit  á  trouver  la  valeur  de  x  dans  la  troisíéme  équa- 

tion 

x{x  —  a)  =  b\ 

La  différence  des  deux  segments  x,  x  —  a,  est  constante 
el  égale  á  a. 

Sur  AB  =  a  comme  diamélre,  décrivons  une  circon- 

férence,  et,  á  rexlrémíté  A  de 
ce  diamétre,  élevons  une  per- 
pendiculaire  AD  =r  6.  Unis- 
sons  rextrémité  D  au  centre  C; 
cette  droíte  DG  rencontrera 
toujours  la  circonférence  en 
{s  deux  points  I,  I'  (fig.  37).  Les 
deux  valeurs  de  x  seront : 

i»    x«=Dr;    2«    x  =  DI. 


Fig.  37. 
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On  a,  en  effel :       ÏD  =  DI'  (Dl'  —  II') 

ou       ÁD'=DrxDI     ct    Ád'=— DI(-DI  — 11) 

ou  ÏD  =  DI  X  DV. 

II  est  évident  que  les  valeurs  de  x  seront  toujours 
réelleSy  sans  aucune  condition  de  grandeur  entre  a  et  b. 

4**  La  valeur  de  x,  dans 
""'«•  '*•  Téguation  x«  -4-  aa  =  -i-  6«, 

sobtient  en  élevant,  á  Tex- 
trémilé  A  du  rayon  OA  =  |» 
une  tangente  AT  =  6  el  en 
uníssant  le  point  T  au  centre 
0  par  la  droite  TBC,  dans 
laquelle  BT  =  ar  (6g.  38). 
On  a,  en  effet : 

AT'=  BT  X  TC; 
Fautre  valeur  de  x  est  négative. 

On  peut  aussi  construire  les  équatíons  bi-carrées  et  les 
équations  du  quatriéme  degré  lorsque,  au  moyen  d'ineon- 
nues  auxiliaires,  celles-ci  peuvent  se  ramener  á  des  équa- 
tions  du  second  degré. 

113.  Soient  les  équations  : 

i «  X*  —  (2a*  -+-  6>'  =  6*  c*  —  o*. 

2«  aï*  —  ^coc^  H-  (c*  —  2a*)x'  -4-  2o'  cx  =  o*  c'. 

3*  X*  -4-  2ax'  -*-  (2a*  —  c')x'  -h  2o"x  =  —  a*. 

En  y  posant :  by  =  a^  —  x', 

ay  =x^  —  cx, 
xiy  =  o'  -t-  X*, 

elles  deviennent  :        y'  -f-  6y  =  o*  -+-  c'; 

y«  — 2ai/  =  c^ 
y'  -4-  2ay  =  c*. 

Les  valeurs  de  y  sont  facíles  á  construire,  ainsi  que  celles 
résultantcs  pour  x. 
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CH APITRE  II. 

MflnltlOB  el  bal  de  1«  GéoniéCrÍe  onalyClque. 

■ 

114.  La  Géoinétrie  analytique  a  pour  but  d'étudíer  les 
propriétés  des  lignes,  des  figures,  au  moyen  de  rAlgêbre 
et  du  calcul  en  général;  c'est  Tapplication  de  TAlgébre  á 
la  Géométrie.  Descartes  est  le  premier  géométre  qui  s*est 
servi  avec  succês  de  FAIgébre  pour  Tétude  des  propriétés 
des  figures  et  des  courbes  en  Géométrie. 

La  Géométrie  analytique  comprend  deux  parties :  1®  la 
Géométrie  analytique  plane;  2''  la  Géométrie  analytique 
aux  trois  dimensions. 

La  Géométrie  analytique  plane  ne  s'occupe  que  des 
poínts  et  des  lignes  situés  dans  un  seul  et  méme  plan.  La 
Géométrie  analytique  aux  (rois  dimensions  s  occupe  des 
poínts  et  des  lignes  situés  dans  plusieurs  plans  différents. 

Coordonnéeo. 

116.  Pour  déterminer  la  position  d'un  point  dans  un 
plan»  on  choísit  dans  celui-ci  deux  droites  XOX',  YOY' 
qu'on  nomme  les  axes  coordonnés  et  qui  se  coupent  sous 
un  angle  quelconque  qui  est  langle  des  axes.  Si  cet  angle 
est  droít,   les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires. 

L'axe  XOX'  prend  le  nom  d'axe  des  abscisses  ou  sim- 
pleroent  d  axe  des  x,  et  Taxe  YOY'  celui  d'axe  des  ordon- 
nées  ou  d'axe  des  j/. 

Le  point  d'intersection  0  des  axes  est  rorigine. 

Pour  déterminer  la  posítion  d*un  point  quelconque  M,  il 
suffit  de  connailre  les  distances  OA,  OB  de  Torigine  aux 
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points  d'intersection  A  et  B  des  axes  avee  les  droítes  MA, 
MB  quí  ieur  sont  paralléles  (fíg.  39). 

Fig.  39. 


X' 


nf 


La  distance  OA  de  Torigine  au  point  A,  oú  la  paralléle  á 
Taxe  des y  rencontre  Taxe  des  x,  est labscisse  du  poinl  M; 
etla  distance  OB  de  lorigine  au  point  B,  oú  la  paralléle  á 
laxe  des  x  rencontre  Taxe  des  y,  est  Tordonnée  du  roême 
point. 

Les  abscisses  prises  de  0  vers  X  étant  posítíves,  celles 
de  0  vers  X'  seront  négatives^  conformément  &  la  déQni- 
tion  des  quantités  négatives.  Les  ordonnées  mesurées  de  O 
vers  Y  étant  positives,  celles  de  0  vers  Y'  seront  négatives. 

Vabscisse  et  Yordonnée  d'un  point  sont  les  coordonnées 
de  ce  point. 

Les  coordonnées  d*un  poínt  étant  connues,  le  point  est 
complétement  fixc  de  position.  En  effet,  labscisse  du  point 
M  étanl  x  =  OA  ==  a,  le  poínt  dans  le  plan  doit  se  trouver 
sur  la  paralléle  AM  á  Taxe  des  y,  el  Tordonnée  du  méme 
point  étant  y  =  OB  =  b,  ce  point  doit  se  trouver  aussi 
sur  la  paralíéle  BM  á  Taxe  des  x :  il  ne  peut  donc  se  trou- 
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ver  qu'au  point  d'intersection  dc  ces  deux  droites,  et  il  est 
tout  á  fait  déterminé  de  position  (*). 

Suivant  que  le  point  dans  le  plan  des  axes  est  situé 
au-dessus  ou  au-dessous  de  Faxe  des  x,  les  ordonnées  de 
ce  point  sont  positives  ou  négatives;  selon  la  position  du 
pointy  á  droile  ou  á  gauche  de  Taxe  des  ordonnées,  les 
abscisses  du  point  sont  positives  ou  négatives.  II  suít  de  lá 
que,  sí  le  point  se  trouve  : 

1*  Dans  Tangle  YOX,  les  coordonnées  seront  positives; 

2*  Dans  Tangle  Y'OX',  elles  seront  négatives; 

3*"  Dans  Tangle  YOX', Tabscisse  sera  négativc,  lordon- 
née  posílive ; 

4^  Dans  Tangle  opposé  Y'OX ,  Tabscisse  sera  positive , 
rordonnée  négative. 

L'abscisse  d'un  point  quelconque,  situé  sur  Taxe  des 
ordonnées,  étant  nulle,  il  est  évident  que  Téquation  a;  =  0 
représenie  Taxe  des  yj  puisque  cette  équation  convicnt  á 
tous  les  poinls  de  laxe  des  y.  De  méme ,  pour  un  point 
quelconque  de  Taxe  des  x,  il  vient  aussi :  y  =  Q\  donc, 
réquation  y  =  0,  ayant  lieu  pour  tous  Ics  poínts  de  l'axe 
des  X,  représente  laxe  des  x  lui-méme.  De  sorte  que, 
pour  rorigine,  on  a  á  la  fois  x  ==  0  et  j/  =  0.  Uéqmtion 
d'un  lieu  ou  d'utie  ligne  est  la  relation  comtante  qui 
exíête  enlre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  ce 
lieu  ou  de  cette  ligne, 

{*)  Od  désigne,  pour  abréger,  par  poinl  (a,  6),  poÍDt  {x',  y'),  les  poiDts 
dool  les  coordoDDées  soot  x=^aeiy^b,  x=s  x'  eiy  =  j/. 
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CHAPITRE  III. 

Thé«rle  de  1«  llsne  drolfe. 

116.  L'équation  la  plus  générale  du  premier  degré  á 
deux  variables  x,  yy  est  dc  la  forme  : 

Ax  -♦-  By  =C, 

A,  B,  C,  étant  des  quantités  quelconques,  positives  ou 
négatíves. 

Recherehons  quel  lieu  ou  quelle  ligne  eette  équation 
peut  représenler. 

Supposons  d'abord  que  C  =  0.  Cetle  équation  devient 

alors  ^ 

Ax  -4-  By  =  0 ;     d'oíi     t/  = x. 

B 

Si  A  et  B  sont  de  signes  conlraireSy  le  quotient  est 
positif;  représenlons-lc  par  a,  de  sorte  qu'on  aura  : 

y  =3  ^-  ax. 

Soient  des  axes  coordonnés  quelconques. 

Uéquation  y  =  ax  représmte  une  droite  qui  passe  par 
Vorigine. 

X,  y  étanl  les  coordonnées  d*un  poinl  quelconque,  on 
voit,  á  rinspection  de  cette  équation,  que  le  lieu  qu'on 
cherche  est  tel ,  que  le  rapport  de  rordonnée  d'un  point 
quelconque  á  son  abscisse  reste  constant,  quel  que  soit  le 
pointque  Ton  considére.  On  a,  en  effét :  |  =  a. 

Si  Ton  donne  á  la  variable  x  une  valeur  quelconque, 
x  =  OP  (fig.  40),  par  exemple,  íl  en  résultera  pour  Tor- 
donnée  y  une  autre  valeur  déterminée  MP;  de  sorte  qu'il 

viendra :  Tip  ~  ^* 
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Donnons  h  x  iine  valeur  plus  grande,  x=OP';  la  valeur 
correspondante  dc  y  sera  aussi  plus  grande.  Soit  M'P'cette 
valeur,  nous  aurons  : 

M'P' 

=  o; 


d'oú  il  víent: 


OP' 
MP      M'P' 


OP       OP'  ' 


ce  qui  prouve  que  les  deux  triangles  MPO,  M'P'O  sont 
semblables,  et  par  conséquent  équiangles^  et  que  les  points 

Fig.  40. 


O,  M,  M'  sont  situés  sur  une  méme  ligne  droitc  OMM'. 
Les  valeurs  de  y  croissent  avec  celles  de  x. 

La  droite  passe  par  Torigine,  puisque  Téquation  fournit 
y  =  0  lorsqu'on  y  fait  x  =»  0.  Ainsi,  en  faisant  passer  x 
par  tous  les  états  de  grandeur  possibles  depuis  0  jusqu  a 
-I-  X ,  on  obtient  pour  y  une  série  de  points  consccutifs  0, 
M,  M',  M",  etc,  tous  sítués  sur  la  méme  droitc. 

Faísons  de  raéme,  dans  Téquation  y  =  axy  passer  x  par 
tous  les  étatsde  grandeur  possibles,  depuis  x  =  Ojusqu*& 
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x  =  —  00.  Donnons  á  x  unc  valeur  négative  quelconque 
X  =  —  OQ;  rordonnée  correspondante  y  sera  aussi  néga- 
tive,  puisque  a  est  positif.  Soit  —  NQ  cctte  valeur  de  y; 
de  sorte  qu'on  a  : 

-NQ  ^^      -N'Q'  NQ      N'Q 

=  a     et «=■  a ;     d  ou     —  = 

~0Q  -OQ'         '  OQ       OQ' 

Ge  qui  prouve  que  les  points  0,  N,  N',  etc... ,  sont  situés 
sur  la  mémc  droite  ONN'.  Les  deux  triangles  MPO,  NQO 
sont  aussi  semblables  et  équiangles,  puisqu'ils  ont  un 
angle  égal  compris  enlre  eótés  proportionnels  :  ia  droite 
ONN'  est  doncle  prolongement  rectiligne  de  OMM'. 

Lorsque  a  est  positif,  réquation  y  =  ax  représcnte  donc 
une  seule  droite  qui  passe  par  Torigine  et  qui  divise  les 
deux  angles  opposés  YOX,Y'OX'  d'une  maniére  quel- 
conque,  comme  on  va  le  voir. 

Supposons  en  second  lieu  que  a  soit  négatif;  on  aura  : 

y  =  —  ax. 

Si  Ton  fait  grandir  x  positivement,  comme  précédenn- 
ment,  depuis  zéro  jusqu  a  riníini  positíf,  les  valeurs  de  y 
croitront  aussi,  mais  seront  (oujours  négatives;  ce  quí 
indique  que  les  points  de  la  droite  qui  se  succédent  sans 
discontinuité  sont  situés  dans  Tangle  Y'OX.  Eníin,  sí  x 
devient  négatif,  ies  valeurs  de  y  seront  posítives,  et  les 
points  de  celte  droite  seront  situés  dans  Tangle  YOX', 
opposé  á  Tangle  Y'OX.  Ën  donnant  á  x  des  valeurs  déter- 
minées,  comme  on  la  fait  plus  haut,  on  prouverait que  les 
valeurs  dc  y  sont  en  ligne  droite.  L'équation  y=ax  repré- 
sente  donc,  dans  tous  les  cas,  une  ligne  droite  qui  passe 
par  Torigine  et  par  les  angles  opposés  YOX,  Y'OX',  si  a 
est  positif ;  par  les  angles  XOY'  et  YOX',  si  a  est  négatif. 

Pour  connaitre  la  nature  de  la  constante  arbitraire  aque 
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renferme  réquation  y  =  ax,  faisons  x  =  l  dans  eelle-ei ; 
íl  viendra : 

Soit  0  Tangle  YOX  des  axes ,  et  <x  Tangle  que  la  droite 
OM  fait  avec  laxe  des  x,  a  élant  Tordonnée  IH  corres- 
pondante  á  Tabscisse  01  =  1  (íig.  41). 

Fig.  41. 


Le  tríangle  OIH  donne  : 


i  :  a  =  8Ín  (0  —  a) :  sin  a; 


d'oú 


sin  a 


a 


sin  (e  —  a) 
Si  les  axes  eoordonncs  sont  reclangulaires,  6  =  90^  et 


sin  a 


a 


sin  a 
—  =  lga. 


sin  (90"  —  a)        cos  a 

Ainsi,  le  coeflicient  a,  qui  prend  le  nom  de  coefficient 
angulaire  dc  la  droire  dans  réquation  y  =  ax,  est  ëgal  au 
rapport  des  sinus  des  angles  que  cette  droile  OM  fait  avec 
I  axe  des  x  et  celui  des  y. 


i20  SECONDE    PARTIE. 

Si  les  axes  sont  reetangulaires ,  ee  rapporl  est  égal  á  la 
tangente  trígononiétrique  de  langle  qiie  la  droite  OM  faít 
avec  laxe  des  x. 

If  T.  2^  Supposons  que  C  ne  soit  pas  nul  et  qu'il  soit 
positif.  L  equation  Ax  -h  By  =  C  donne  : 

A         C 
^  B  B 

Si  A  et  B  sont  de  signes  contraíres,  —  gsera  positíf,  el 
en  lc  désignant,  comme  précédemment,  par  a,  on  aura  : 

y  =  ax  -4-  6 , 
b  représentant  ^  • 

Puisque  réquation  y  =  ax  rcprésente  la  droite  OM,  il 
est  évident  que  lequation  y  =  ax  +  6  représenle  une 
seconde  droite  paralléle  á  la  premiêre,  et  rencontrant  laxe 
des  y  á  une  dístance  0K  =  6de  rorigine.  En  effet,  pour 
une  méme  abscissequeIconquex  =  OP,  la  difTérence  des 
ordonnées  NP,  MP  est  toujours  la  méme  ct  égale  á  6.  On  a 
donc  pour  un  poínt  quelconque  N  de  la  droíte  KIV  (fig.  4f ) : 

NP  — MP  =  6,     NP  =  MP-4.6     ct    y  =  ax-\-b. 

On  prouverait  facilement  que  Péquation  j^  =  ox  —  6 
est  celle  de  la  paralléle  K'N'  á  OM,  rencontrant  laxe  des 
y  á  une  distance  négative  OK'  =  —  6  de  lorigine.  De 
méme,  y  =  —  ax  étant  Péquation  de  la  droite  SOS', 
réquation  y  =  —  ax  -»-  6  représente  la  droite  KR,  paral- 
léle  á  SOS',  et  y  =  —  ax  —  6  la  paralléle  K'R'  á  la  méme 
droite. 

L'équation  générale  du  \^  degré  á  deux  mriahles 
Ax  -h  By  =  C  représente  donCj  dans  tous  les  cas,  une  ligne 
droite, 

IIS.  Réciproquement ,  toute  droite  qui  fait  avec  Taxe 
des  X  un  angle  déterminé  a  et  qui  coupe  Tun  des  axes. 
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Taxe  des  y^  par  exemple,  á  une  distance  queleonque  de 
rorigíne,  a  pour  líeu  une  équation  du  premíer  degré  h 
deux  variables. 

Soit  une  droite  queleonque RN qui  renconlre laxe  des  y 

á  nne  disfance  b 
de  roriginc  et 
qui  fait  Tangle  <x 
avec  laxe  des  x. 
Menons  par 
rorigine  nne  pa- 
ralléleOMácette 
droite  (fig.  42). 

Soíent  x^y  les 
coordonnées  OP, 
NP  d'un  point 
quelconque  de 
cette  droite  RN. 
On  a :, 

NP  =  NM  -f-  MP  =  MP  -♦-  OK 
OU  y  =  MP  -I-  6. 

Le  triangle  OMP  donne  : 

MP  sin  a 

X       sin  (e  —  a) 

6  étant  rangle  des  axes.  L'équaiion  de  la  droite  RIV  est 
donc : 


sma 


OIU  (A 

Cette  équation  devient  tout  h  fait  identique  á  Féquation 
y  =  ax  -h-  6  en  posant  ^i  ""^  .  =  a,  ce  qui  est  toujours 
permis. 

L*angle  a  pouvant  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
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depuís  0®  jusqu'á  360^,  la  droite  RN  prendra  toutes  les 
positions  possibles  autour  du  point  K.  L  angle  a  étant  plus 
petit  que  6,  le  rapport  ^.^""^  qui  est  o,  sera  posítif,  el 
négatif  lorsque  a  >  6. 

Si  la  droite  reneontre  Taxe  des  y  au-dessous  de  Taxe  des 
Xy  h  une  distance  —  6  de  lorigine,  on  aura  encore : 

N'P  =  MP  —  MN'  =  MP  -  OK' 

sin  a 
ou  y  =  -. X— 6 (2), 

^        SÍn((9-a)  ^   ' 

et  enfin  y  =  ax  —  6  en  faisant,  comme  précédemment» 

sina 


=  a. 


sin  (e  —  a) 

II  suit  de  ce  qui  précédc  qu'une  droite  quelconque,  quí 
rencontre  laxe des  y  á  une  distance  db 6  de Torigine et qui 
fait  un  angle  quelconque  connu  a  avec  Taxe  des  ac,  est 
représentée  par  une  équation  compléte  du  prcmier  degré, 
á  deux  variables,  x,  j/,  de  la  forme  : 

t/  =  dr  ffX  db  6. 

Lorsque  la  droite  est  donnéc  de  position,  a,  6,  sont  des 
nombres,  des  quantités  déterminécs  et  connues;  mais, 
aussi  longtemps  quc  la  droitc  n'est  pas  fixée  de  position, 
a  et  6  sont  des  constantes  arbitraires  qui  peuvent  avoir 
des  valeurs  quelconques.  Ges  constantes  font  voir  qu'on 
peut  soumettre  une  droite  á  deux  conditions  quelconques: 
1®  á  passer  par  dcux  points  donnés;  2'*  é  étre  paralléle  ou 
perpendiculaire  a  une  droite  donnée  de  position,  etc... 

119.  a  étant  connu  dans  .  ^'"  ^*  ^.  =  a,  on  peut  déter- 
miner  I'angle  a,  c'est-&-dire,  chercher  Tanglequ'une  droite, 
donnée  par  son  équation  y  =  ax  -h  b,  fait  avec  Taxe  des  x. 

On  a  :     sin  a  =  a  sin  6  cos  a  —  a  cos  6  sio  a ; 
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d^oúy  en  divisant  pas  cos  a,  il  vient : 

asine 


tga  = 


i 


acos  e 


Tel  est  Tangle  que  ia  droíte  y  —  ax  -h  b  fait  avec  laxe 
des  X.  II  cst  facile  de  rendre  cette  formule  calculable  par 
logarithmes. 


On  a,  en  effet : 


a— i 


0 


comme  on  peut  le  vériíicr;  d'oú 

190.  Pour  avoir  les  dislanccs  m  et  n  de  Torigine  aux 
poínts  oú  la  droite  rencontre  laxe  des  x  et  celui  des  y,  il 
faut  faire  successiveoient  y  =  0  et  x  ■=  w,  x  =  0  et  y  =n 

dans  réquation 
^'«-  *^'  Ax  -4-  By  =  C. 

Yl  On  obticnt : 

Am  =  C, 
Bn  =  C. 

En  substituant 

ces  valeurs  de 

^  AetdeB,  on  a: 

Cx  Cy  ^ 
— -f-  -^  =  C 
m        n 

ou 

m       n 
forme  facile  dans  certains  cas  de  I'équation  de  la  droite, 
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dans  laquelle  m  et  n  peuveni  élre  posítifs  ou  négatífs. 

y       X 
L*équation  -  h —  =  1 , 

n       m 

représcnie  une  droite  RS,  rencontrant  les  axcs  coordonnés 
á  des  distances  OR  =  n,  OS  »=  m,  les  axes  faísant  entre 
eux  un  angle  quelconque. 

En  désígnant  par  d  (fig.  iZ)  la  longueur  de  la  perpen- 
dículaíre  OH  abaissée  de  rorigine  sur  cetie  droite,  et  par  a 
et  |3  les  angles  HOS ,  HOR  que  cette  perpendiculaíre  fait 
avec  les  axes  des  x  et  des  y,  on  a  : 

S=sm  cos  a ,     S=n  coa  ^. 

Ën  substituant  ces  valcurs  de  m  et  de  n,  on  obtíent 
pour  réquation  de  la  droitc  RS : 

X  cos  a  -H  y  eos  p  =  J. 

Si  les  axes  coordonncs  sont  rcciangulaíres ,  cette  équa- 

tion  devient : 

X  cos  a  -+-  y  6in  «  =  ^. 


CHAPITRE  IV. 

Prttblémefl  et  Théerémeii  relalirs  k  la  llsne  drelCe. 

191.  Probléime  I.  Chercher  Véquatim  iTune  droite  qui 
passepar  deux  points  (x',  y'),  et  (x",  y"). 
L'équation  de  cette  droite  est  de  la  forme  : 

y  =  ax-+-6 (0, 

a  et  6  étant  les  constantes  arbitraires  qu'il  faut  détermi- 
ner.  x  et  j/,  représentant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque  de  cette  droite,  représcntent  donc  aussí  celles  du 
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poínt  (x'yy') ;  de  sorte  que  l*équation(1)  sera  satisfaíte  pour 
x  =  x\y  =y',  etc... ,  el  il  viendra  : 

y'  =  0x'H-6 {% 

y"  =  ax"-^b (3). 

Ces  deux  derniéres  équations  font  eonnaítre  les  valeurs 
des  deux  eonstantes  a  et  b, 
En  soustrayant  (2)  de  (1),  on  a  : 

y  —  y'  =  a{x  —  x') (4), 

quí  est  réquation  d'une  droite  passant  par  un  point  donné 

En  retrancbant  (3)  de  (2),  on  obtient  : 


y'— y"  =  o(x'  — a;");      d*oú      o=  ^       ^ 


X-  —  x" 


Substituant  cetie  valeur  dans  (4),  on  trouve  pour  Téqua- 
tíon  de  la  droite  demandée 

y~y'  =  ^— ?77(^-^'). 

X    X 

II  importe  de  ne  pas  confondre,  dans  cette  équation ,  les 
variables  x,  y  avcc  les  quantités  x\  y\  x'\  y'\  qui  sont 
eonnues. 

%%%,  Probléme  II.  Chercher  Péqmtion  d'une  droite  qui 
passe  par  un  point  donné  (\\  y')  et  qui  est  paralléle  á  une 
droite  donnée  y  =  ax  -t-  b. 

L'équation  de  eette  droite  est  de  la  forme : 

y  s=  o'x  -H  6'. 

Puisqu'elle  doít  passer  par  le  point  (x',  j/'),  on  a : 

y  —  y'  =  O'  (X  —  X')  ; 

et,  comme  elle  doit  étre  paralléle  á  la  droite  y  =  ax  -h  b, 
il  faut  qu'on  ait :  a  =  a';  ce  qui  donne : 

y  — y'=0(x  — X') 

pour  réquation  de  la  droite  voulue. 
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t%Z,  Prodlêmb  III.  Déterminer  le  point  d'intersection 
de  deux  droites  données. 

Soíent    y  =  ax  -4-  6    (4 )      et      y  =  a'x  -k-b'     (2) 

les  équatíons  des  deux  droites.  Pour  le  point  oú  ees  deux 
droites  se  eoupent,  les  équations  (i)  et  (2)  sont  símulta- 
néesy  c'est-á'díre  que  les  x  et  les  y  ont  la  méme  valeur 
dans  les  deux  équatíons.  On  a  donc  pour  Tabscisse  du 
point  d'intersection 

ax  H-  b  =  a'x  ■+-  6'; 

6—6 

d'oú  x  = ; (3), 

a  —  a 

ab'  -^a'b 

et  y  = j- (4). 

a  —  a' 

Si  a  ss  a'y  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  ínfinies,  et  le  poínt 

d*intersection  lui-méme  est  a  Tinfini,  puisque  les  deux 

droites  sont  paralíéles.  Si  Ton  a,  cn  méme  temps,  6  =  6', 

íl  vient : 

0  0 

X=-»         11=-; 

réquation  ax  +  6=a'x  +  6'  se  changeant  en  une  ideniité : 
ax  -+  6=ax  -H  6,  annonce  que  le  symbole  ^,  pour  x  et  y, 
représente  des  valeurs  indétcrminées.  En  conséquence,  les 
deux  droites  ont  une  infinité  de  points  de  rencontre, 
c'est-á-dire  qu'elles  coïncident;  ce  qui  doít  étre,  puisque, 
par  rhypothése  a  =  a*  eiles  sont  parallêles,  et  par  celle 
6  =  6'  elles  ont  un  point  commun  sur  Taxe  des  y. 

Pour  exprimer  que  deux  droites  doivent  se  couper  en 
un  point  déterminé  dont  les  coordonnées  sont  Xsm, 
y  =ny  on  devra  poser  les  équations 

6'  — 6  a6'-a'6 

a  —  a  o  —  tt' 
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1 14.  Problêmb  IV.  Trouver  la  distance  de  deuxpoints 
donnés,  (x',  y'),  (x",  y")  (fig.  44). 

Soient  x'y  y'  les  coordonnées  du  point  M'  et  «",y"  celles 
du  poínt  M",  9  étant  Tangle  des  axes. 


p» 


X 


Le  triangle  M'M"N  donne  : 

Snr  =  SfN  V  SPNV  2M'N  X  M"N  cos  a 


Oll 


M"  =  (x'  —  x'7  +  (y'  —  y")'  -I-  2  (x'  —  x")  (y'  —  y")  cos  o. 
Telle  est  la  dístance  í  des  deux  points  (x',  y'),  (x",  y") : 

(T  =  K(x'  —  x")«  H-  (y'  —  y")«  -♦-  2  (x'  —  x")  (y'  —  y")  cos  ê. 

Cetle  formule,  étant  générale,  rournít  immédiatement 
toutes  celles  qui  répondent  aux  dívers  cas  partículiers. 

1**  Si  le  point  x',  y'  est  á  rorigine,  x'  =  0  et  y'  =  0;  il 
vient : 


i  =  »/x"*  ^  y"*  -f-  2x'y'  cos  fl. 
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S'*  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  cos9  =  0,  et  lon  a 
pour  la  disiance  M'M'' : 

í  =  V/(x'  —  x'J  -+-  {y'  —  y")K 

EnBn,  si  le  point  M'  est  a  lorigine,  x'  =  0  et  y'  =  0,  et 
I'on  a  :  

195.  Problêmb  V.    Trouver   l'angle  de  deux  droites 
données  par  leurs  équations  (fig.  45). 

Soit  y  =  floc  -H  6  Téquation  de  AB,  et  y  =  a'x  h-  6' 

Fig.  45. 


celle  de  CD.  Menons  par  l'origine  des  paralléles  á  ces 
droiles,  et  soient  OB'  et  OD'  ces  paralléles ;  Tangle  D'OB' 
qu*elles  font  entre  elles  est  égal  á  celui  des  denx  droites. 
Désignons  par  a  et  a'  les  angles  que  ces  paralléles  ronl 
avec  1  axe  des  x;  gd  représentant  Tangle  des  deux  droites 
AB,  CD,  il  vient : 

«««'-«     et     tg«=lg(a'-a)«i?^^-=^^       (^). 

1  -i-  tg  a  tg  a 
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Mais  les  paralléles  OB',  OD'  ((]g.45)ontpoiir  équations : 

y  =  ax^     y  =3  a'x. 

Les  angles  a,  a',  rormés  par  ces  droites  avec  Taxe  des  x, 
sont  donnés  par  la  relation  : 

a  8Ín  e 

tg  a  = : 

\  -^r  a  cos  0 

En  substituant  cette  valeur  de  tg  a  etcelle  de  tg  a!  dans  (1), 
on  trouve  : 

(g'  —  g)  sin  e 

tg  Cd  S!^  : •        •        •        (2j, 

i  -+-  ao'  H-  (a  ^  a)  cos  e 

Si  les  deux  droites  AB,  CD  sont  paralléles,  Tangle  gd  est 
nul.  II  faut  alors  qu'on  ait :  (a'  —  a)  sin  9  =  0 ;  d  oú  a' =a ; 
ce  qui  indique  que  les  droites  sont  paralléles. 

Si  les  deux  droites  sont  perpendiculaíres,  la  valeur  de 

tgcddoit  étre  infinie;  c'est  pourquoi  le  dénominateur  de 

Texpression  tga  devient  nul;  ce  qui  établit  enlre  a  et  a'  la 

relation 

1  -♦-  oa'  -H  (a  -I-  a' )  cos  e  =  0, 

qui  est  la  condition  la  plus  générale  6  laquelle  sont  sou- 
mises  deuxdroitesy  données  par  leurs  équations,  pour  étre 
perpendiculaires  entre  elles. 

Si  les  droites  AB,  CD  sont  rappprtées  á  des  axes  rectan- 
gulaires,  la  formule  (2)  se  simplific,  puisque  6  =  90®, 
sín  6  =  1  et  cos  6  =  0.  II  vient  pour  Tangle  qu'elles  font 
entre  elles  : 

o'  —  o 

tff  CO  s  • 

^  1  H-  aa' 

Le  earactêre  analytique  de  leur  parallélisme  est  encore, 
comme  plus  haut,  a^  =  a\  mais,  celuí  de  leur  perpendicu- 
larité  se  rcduit  á  1  +  aa'  =  0. 

9 
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196.  PnoBLÊME  VI.  Trouver  l'équation  d'une  droite  qui 
passe  par  le  point  de  rencontre  de  deux  autres  droites. 

Soient  :  Ax  -h  By  -♦-  C  =0 (4), 

A'x-4-B'y-*.C'=0 (2), 

les  équations  des  deux  droiles  données. 

Ajoutons  ces  dcux  équations,  aprés  avoir  multiplié  la 

seeonde  par  une  constante  arbitraire  quelconque  k;  on 

aura : 

Ax  H-  By  -4-  C  -+-  *  (A'x  -h  B'y  4-  C')  =  0  .    .     (3), 

qui  est  évidemment  Téquation  de  la  droite  demandée.  Celte 

équation  est,  en  effet,  satisfaite  par  le  systéme  des  deux 

équations : 

Ax  •*-  By  -^  C  =0    .         .     .     .     (i), 

X'x-hWy'^  C'=0 (2), 

c'est-á-dire,  par  leur  point  dlntersection. 

Puisque  A:est  indéterminé,  Téquation  (3)  représente  une 
iniinité  de  droites  passant  par  le  point  de  rencontre  des 
deux  autres. 

Supposons  que  la  droite  (3)  passe  par  un  point  dont  les 
coordonnées  sont  a  et  6.  On  aura  : 

Ao  -4-  B6  -*-  C 


d^oú 


A'a  -4-  B'6  -4-  C'  • 

Ax  -4-  By  ^  C  __  A'x  ^  B'y  -4-  C' 
Ao  -4-  B6  -4-  C  ~*  A'a  H-  B'6  -4-  C' 


qui  est  Téquatíon  d'une  droite  passant  par  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  o  et  6,  et  par  le  point  de  renconlre 
des  deux  droiles  (1)  et  (2). 

197.  Problême  VII.  Êtant  données  trois  droites,  cher- 
cher  les  condilions  pour  qu'elles  se  coupent  en  un  méme 
point. 
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Soient : 


ax 


a'x 


o"x 


b'y  =  c' 
b''y=  c" 


(1). 

(3), 


les  équalions  de  ees  droites. 

On  sait  qu'il  faut  une  équation  dite  de  condition,  afin 
qu*un  systéme  de  trois  équations  distinctes  á  trois  in- 
connues  ne  soít  pas  absurde.  Les  coordonnées  du  point 
d'íntersection  des  dcux  premiéres  droites,  substituées  dans 
la  troisiéme  équalion,  donnent  pour  équation  dc  condition : 

o"  (b'c  —  ftc')  -*-  6"  (oc'  —  o'c)  =  c"  {ab'  —  a'b). 

WM.  Problêmb  VIII.  Chercher  la  dislance  d'un  point 
donné  á  une  droite  donnée  (fig.  46). 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  du  point  M  donné  et 


y=px-*-  q 


0) 


Píg.   46. 
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réquatíon  de   la  ilroite  donnéc.  La  perpendiculaire  MP 
passanl  par  le  poínt  (a,  (3)  a  pour  équation  : 

y-p  =  p'(x-«) (2). 

Les  axes  coordonnés  étant  obliques,  la  relation  de  deux 

droítes  perpendiculaires  est : 

I  +  p  cos  0 

i -♦-pp'-4-(pH-p')cosa=0;    d'oíi    p'  = -^ 

p  -*-  coso 

En  substituant  cette  valeur  dans  (2),  on  a  : 

1  -♦-  p  C08  a , 

^      ^  p  -4-  cos  a  ^         '  ^   ^ 

L^équation  de  la  droite  donnée  (1)  peut  se  inettre  sous 
laforme:     y  —  ^  =  p(x  -  «)  +  pa  + y  —  p  .    .    .    (l'). 

Ces  deux  derniêres  équations  font  connaitre  le  point  de 
rencontrë  (x,  y)  desdeux  droites,et  par  suile,  les  valeurs  de 
X  —  a  et  de  y  —  (3  que  Fon  substituera  dans  la  formule  : 

í  =  V/(a:  — «)•-♦.  (jy_jSi)»^  2(x  — «)(y  —  pjcosa. 

£n  égalant  les  valeurs  dey  —  (3  dans  les  équations  (l') 

et  (2'),  on  obtient : 

(8  —  pa  —  o)  X  (p  -V-  cos  a) 

X  —  a  =  — 


d'oú        y  —  p  =  — 


i  -í-  p'  -4-  2p  cos  e 

(p  —  pa  —  7)  X  (i  -*-  p  COS  a) 


I  -+-  p*  -t-  2p  cos  a 

On  voit  aisément  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans 
Texpression  de  í,  le  facteur  ^  ^Z^Z^^^  ^  sorlira  du  radical 
et  qu'on  aura : 

j^      p  —  p^  —  q 
i  -H  p'  -♦-  2p  cos  a 

X  \/(p  -4-  C08  a)*-t-  (1  +  p  cos  8)*—  2  (p  -t-  cos  a)  ( i  -f-p  cos  a)  cos  a , 

<ý=  ?  —  P*'-^ — X ^^(1  -4-  p* -+-  2p  cos  a)  (1  —  cos« a), 
i  -4-  p*  -♦-  2p  cosa    X    1-    r    /  x 
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et  enfin, 


{p  —  pa  —  q)  sin  e 


(o). 


-  /)*  -H  2p  cos  e 

Telle  est  la  formule  qui  fait  connaitre,  d'une  maniére 
générale,  la  dístance  d  d'un  point  (xy  |3)  á  une  droite  donnée 
y^px-hq,  les  coordonnées  étant  obliques. 

Sí  ces  derniéres  sont  rectangulaires,  6  =  90**,  sin  G  =  1 
et  cos  6  =  0.  Dans  ce  cas,  on  a  : 

S  —  pa  —  q 
l/  4  -f-p» 

%%9.  En  prenant  x  cos  a  h-  y  cos  P  — 5=0  pour  l*éqiia- 
tion  de  la  droite  AB,  on  obtient  ímmédíatementladistance 
]MD  =  p  d'un  point  (x',  y')  k  cetle  droite  (fig.  47). 

Fig.  47. 


De  rorígine  O^  abaissons  la  perpendiculaíre  OH  =  i  sur 
la  droite  AB  et  traeons  les  coordonnées  OP  =  x\  MP  =  y' 
du  poínt  M.  Par  les  points  M  et  P  menons  des  paralléles  á 
AB;  on  a  évidemment : 

0H  +  MD«iOE-vMI 
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et  J  -♦-  MD  =  x'  cos  «  -4-  y'  cos  (5; 

d'oú  MD  =  x'  cos  a  -♦-  y'  cos  p  —  í. 

Les  iriangles  rectangles  OEPyMIP  donnent,  en  effet : 
OE  =  x'  cos  a,      MI  a=  y'  cos  jB, 

puisque  langle  IMP  =  ^. 

On  voit  que,  pour  obtenir  la  distance  du  point  (x',  y')  á 
ia  droite  o;  cos  a  +  j/  cos  P  —  d,  il  suíBt  de  changer ,  dans 
cette  droile,  x,  y  en  x',  y\ 

Si  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaircs,  (3  =  90^ — a, 
et  réquation  de  la  droite  devient : 

X  cos  a  +  t/  sin  a  —  í  =  0 ; 
la  distance  du  point  {x',  y*)  á  cetle  droite  est :    ' 

x'cosa -♦- y'sln  a  —  í  =  0. 

ISO.  Théorême  I.  Dans  toul  tríangley  les  trois  mé- 
dianes  se  cmpent  en  un  même  point  (íig.  48). 

Prenons  OB , 
OC  pour  axes  des 
X  et  des  y. 

Cherchons  Té- 
quation  de  la  mé- 
diane  CM ;  cette 
droite  passant  par 
CetparM,ilvient: 

y      2x 


L'équation  de  la 
médiane  BM'  est : 

0         c 
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De  inéineyOn  obtientpourl  equation  de  la  médiane  OM'': 


./' 


X   —  X 


x'  et  y'  étant  nuls,  on  a  : 

6 

—  y"  2  6 

y  =  — —^ar,  y==-x     ou     y  =  -a:    .     .    (3). 

~~"  X  0  c 

En  combinant  les  équations  (I)  et  (3),  on  oblient : 

ciy -4- 26*x  =  6c (I), 

cy  —  6x  =  0 (3) ; 

c  6 

d'oú  3ix  =  6c,      X  =  - »      M  =  —  . 

3  3 

Sí  les  trois  médianes  se  coupent  cn  un  méme  point,  il 
faut  qu'cn  combinant  les  deux  autrcs  équations,  on  ait.les 
mémes  valeurs  pour  x  et  pour  y. 

En  ajoutant  les  équations  (2)  et  (3),  il  vient  : 

6  c 

3cy  =  6c;     d*oú     .y  =  -'     x  =  -« 

3  3 

On  voit  que  le  point  de  renconire  est  le  méme  pour  les 
trois  médianes,  puisque  les  coordonnées  sont  égales  pour 
ce  poínt. 

1S1.  TiiÉOHÊME  II.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se 
coupent  en  un  méme  point  (fig.  49). 

Prenons  AC  el  AB  comme  axes  des  x  et  des  y. 

L'équation  de  la  hauteur  BH''  est  de  la  forme  : 

y  =  mx  -¥■  n, 

sin  90^  1 

Mais  m  =  -:-- on 


sÍD  (tf  —  90»)  —  sin  (90*  —  e) 

i 

m  = 1     n  =  c\ 

cos9 


iS6 
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d'oú  réquation  de  BH"  esl : 


y=- 


i 


C08  6 


X  -+-  C 


(0- 


L'équation  de  la  hauteur  CH'  est  de  la  forme  : 


.•_, 1 


y  =  mx  ■♦-  n  ; 


puisqu  on  a  : 

,      sin  (90«  -+-  e)  ,      , 

m'  = ; =  —  cos  9,     n  =  6  cos  a, 

—  sin  90» 

il  vient  pour  Féquation  de  la  hauteur  CH'  : 

y  =a  —  cos  6  (X  —  6) (2). 

AH  passant  par  Torigine,  son  équation  est  de  la  forme  : 

y  =  m"x. 

Mais  elle  est  perpendiculaire  sur  BC  dont  Féquation  est : 


--♦-7-=i:     dou      y  =  — T^c 
c      b  b 
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On  doit  avoír  cntre  les  coefBcients  angulaíres  la  relation 

(125)  : 

I  -♦-  am"  -4-  (o  -♦-  m" )  C08  0  =  0, 

ce  qui  donne  : 

í  — «i"í^  ím"  — ^]co8ec=0; 

I  c\      c 

d'oú  m"  I  cos  0  —  y  I  =-  cos  9  —  1, 


m"  {b  C08  a  —  c)  =  c  cos  6  —  6, 
c  cos  a  —  6 


m   = 


et  de  léy 

b  cos  9  —  c 

L'équation  de  la  hauteur  AH  est  done : 

C  C08  0  —  6 

V  =  . X •     (3). 

^      6  C08  e  —  c  ^  ' 

Combínons  (2)  et  (3),  aGn  d'avoir  ie  point  de  rencontre 
des  droites  qu^elles  représentent.  On  trouvc  pour  x  la 
valeur  : 

COS  B  (c  —  6  C08  6) 

x  = • 

8Ín*  6 

Les  équations  (1)  et  (3)  donnent  pour  x  la  méme  valeur; 
et,  en  la  remplagant,  on  trouve  dans  les  deux  équations 
deux  valeurs  égales  pour  y ;  ce  qui  prouve  que  les  trois 
hauteurs  d*un  triangle  quelconque  se  coupent  toujours 
en  un  méme  point. 

1S9.  Théoréme  IIL  Les  bissectrices  des  trois  angles 
d'un  triangle  se  coupent  en  un  même  point  (fig.  50). 

Prenons  BG  et  AB  comme  axes  des  x  et  des  y.  L*équa- 
Uon  de  la  bissectrice  BS  est : 

y  =  af (1). 

La  bissectrice  AS''  a  une  équation  de  la  forme  : 

V       X 
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Mais  y'  =  c.  On  détermine  x'  par  la  proponíon  : 

x':a — x'sscib; 
d^oú 


ac 


«'  = 


b  -*-  e 

II  vient  donc 
pour  réquation 
de  la  bissectriee 

AS": 


c 


ac 


=  1   (2). 


On  obtient  de 
méme  pour  Té- 
quation  de  CS'  : 

ac  a 

En  combinant  suecessivement  les  cquations  (1)  et(2)y 

(2)  et  (5),  on  trouve : 

ac 


X 


a 


L'abscisse  est  donc  la  même,  et,  par  conséqueni,  il  y  a 
un  seul  point  de  rencontre. 

On  obtiendrait  pour  les  ordonnées  des  valeurs  égales 
entre  elles. 

lU.  Théorême  IV.  Les  perpendiculaires  élevees  sur 
les  milieux  des  cótés  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même 
point  (fig  51). 

Soient  AB  et  BG  les  axes  coordonnés.  L'équation  de 
la  perpendiculaire  PM  est : 

j,  =  __i_fx-|) (I). 
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Fig.  51. 


\ 


fc^       P    ft/^' 


II  vient  pour  I*équation  de  AC  : 
c       a 


L'équatíon  de 
M"P"  est  de  la 
forme : 

y=px-^q. 

p=-cos0,9=|; 

d'oú 

c 
y=-a;coseH--(2). 

Y  Celle  de  la  per- 
pendiculaire  MT' 
est : 


~x  -f-  c. 
a 


M'  P'  étant  perpendieulaire  k  AC,  on  a  la  relation  : 

c,      /  c\  ^         ,       ccosfi  —  a 

í P  -^  p' 1  cosfl=0;      p'  «. 

a  \  al  acose  —  c 

En  remplaganty  on  obtíent : 

c      c  cos  a  — 


y-l 


a  COS0 


^(x-|).      .     .     .     (3), 


pour  réquation  de  la  perpendiculaire  MT'. 
Combinons  (1)  et  (2);  nous  aurons  pour  x  : 

a  —  c  cos  e 
^     28in'e 

En  eombinant  deux  autres  équations,  on  trouve  la 
méme  valeur  pour  x ;  ce  qui  prouve  que  les  trois  perpen- 
diculaires  se  coupent  en  un  méme  point. 

1S4.  Théorême  V.  Si  Von  tnéne  á  volonlé  uneparalléle 
DEála  base  d'un  triangle  ABC,  la  droite  CM,  quijoint  le 
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sommet  G  au  milieu  M  du  cóté  opposé,  passe  par  le  point 
d£  rencontre  des  diagonales  du  trapéze  ABDE  (Gg.  52). 
Prenons  les  droites  AB,  AG  pour  axes  des  x  et  des  y, 

a,  6,  c  élant  les  eótés 
opposés  aux  angles 
A>  B,  G. 
Soit  AD  =  d. 
L'équation  de  la 
droíte  GM  est : 

et  celle  de  BD 


y 

d 


X 


On  obiient  pour 
I'équation  de  AE : 


bdx 


y= 


c(b^d) 


(3). 


Ges  trois  équatíons  donnenly  pour  Tabscisse  I  du  point 
de  rencontre  des  trois  droites,  la  même  valeur  : 


X 


c(6  — rf) 
26— cí 


ia«.  Probléme  IX.  Vérifiersi  trois  points  M',  M",  M'" 
sont  situés  sur  une  méme  droite. 
II  est  évident  qu'on  aura  : 

y=:ax'-t-6,    y'  =  ac"-4-6,    y'"  =  ax'"  h- 6, 

(x',y'),  (x",  y'%  (x'",  y'")  étant  les  coordonnées  des  poínts 

M',  M",  M ''.  D'oú 

y'  -  y"    y'-  y'" 

x'  —  x"       x'  —  x'"  ' 
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qui   exprime  la  conditíon  voulue   pour  que  ces    poínts 
soient  en  ligne  droite. 

1S6.  Appliquons  ce  principe,  afín  de  prouver  que  les 
milieux  des  trois  diagonales  d'un  quadrilatére  complet 
ABCDEF  sont  sítués  sur  une  même  droíte  (fig.  53). 

Fig.  53. 


En  prenant  les  deux  cótés  AB ,  AC  pour  axes  coordon- 
nés,  on  aura,  en  posant  AB  =  a,  AE  =  a',  AC=6, 
AF  =»  6',  pour  les  coordonnées  des  points  : 

I "  r,   milieu  de  BC...  ar  =  - ,     v  =  -: 

2  2 

a'  b' 

2*  r',  milieu  de  EF ...  X  =  - ,    y  =  -. 

^  ái 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  I,  milieu  de 
AD,  on  doit  chercher  celles  du  point  D,  intersection  des 
deux  droites : 

BF...  f, +  -  =  1      ei     CE...f  •4--;  =  i  ; 
b        a  b      a' 
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ce  quí  donne : 


x  = 


aa'  {b'  —  6) 


y  = 


66'  (a  —  o') 


a'6'  — a6  '     ^        a6  — a'6' 
On  a  donc   pour  les  coordonnées  du   point  I ,  milieu 


de  AD: 


x  = 


aa'(6-6') 
2(a6— a'6') 


y=^ 


hb'la  —  a') 


^2{ab  -a'b') 


De  sorte  qu'il  vient : 


6  —  6' 


a-^a' 


6  — 


66'  (a  —  a') 
ab  —  a'6'        6  —  6' 


aa'  (6  —  6')       a 


a6— o'6' 


on  voit  que  les  milieux  des  troís  dtagonales  du  quadrilatêre 
sont  en  ligne  droíle. 

On  prouveraít  de  la  méme  maniére  que,  dans  un 
tríangle  quelconque,  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le 
centre  de  gravité  et  le  point  de  rencontre  des  trois  hau- 
teurs  sont  en  ligne  droite. 

tS7.  Théoréme  YI.  Si  l'on  joint  les  milieux  des  cótés 
d'un  quadrilatére  quelconqt^  ABCD,  la  figure  est  un 
parallélogramme  (fig.  54). 

Prenons  les  deux 
cótésAB=a,AD  =  6 
pour  axes  coordonnés. 
Soient  m,  n,  les  eoor- 
données  du  point  C. 
X  On  aura  pour  les 
coordonnées  : 


Fiff.  B4. 


a  -^m 

X  r^  ■ 

1"*  du  point  M...  I  3 

n 
v=-; 
^      3 
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(^  =  T' 

V  du  point 

M  ••• 

)         n  -♦-  6 

Z""  du  point 

N- 

a 

i^  du  point 

N'... 

(ar  =  0, 
1         6 

Les  deux  droites  MN,  M'N'  sont  paralléles  á  la  diago- 
nale  AC,  comme  ayant  le  méme  coeiBcient  angulaire  - 
De  méme,  les  deux  droiles  MM',  NN'  sont  paralléles  á  la 
diagonale  BD,  comme  ayant  le  méme  coeíBcient  angu- 
laire  —  \'  ^^  quadrílatëre  MM'NN'  est  donc  un  parallélo- 
gramme. 

L*équation  de  la  diagonale  MN'  est : 

b       (n  —  b)x 
celle  de  M'N  est : 


n  •*•  b  (        a\ 


Les  coordonnées  de  rintersection  de  ces  diagonales  sont: 

a  -*-  m  6  -1-  n 

II  vient  pour  les  coordonnées  x' ,  y\  du  milieu  de  la 
droite    II'   qui    joint  les  milieux  des  deux  diagonales 

AC,  BD  : 

a  -^m  6  Hnn 

x'= — — ^,     y  =  — _,. 
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Fig.  55. 


Donc,  la  droice  qui  joint  les  miiieux  des  deux  diago- 
nales  du  quadrilatére  passe  par  le  point  d'interseclíon  des 
deux  diagonales  du  parallélogramme. 

13ft.  Théoréme  VII.  Sur  les  trois  cótés  d'un  triangle 
ABC  pris  tour  á  tour  comme  diagonalcSy  on  construit  írois 
parallélogrammes  dont  les  cótés  sont  paralleles  á  deux 
droites  données :  les  irois  autres  diagonales  se  coupenl  en 
un  méme  point  (fig.  53). 

Soient  AH  et  AD  les  droites  données ;  CG',  CDH',  BHH', 

BG  les  paralléles 
menées  aux  droi* 
tesdonnées;G'D, 
HGetOH'lesdía. 
gonales  qui  doi- 
ventsecoupercn 
un  méme  poial. 
Prenons  AH 
pour  axe  des  y 
et  HH'  pour  axe 
des  X.  Pour  plus 
de  facililé,  éta- 
blissons  les  coor- 
données  de  cha- 
que  point : 


G?  G' 


L'équatíon  dc  GH  est  de  la  forme  : 


x  =  0,    ^jx 


ji 


y  -  2/ =  ir-^S  (»  -  ^'). 


X  —X 
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daiis  laquelle    y'=0,    a;'=x:0,    x"=d,    i/"  =  6; 

doú  y^  —  ^' 

X 

Mais  la  droite  GH  passe  par  le  point  M  (X|,  y^);  son 

équalíon  est  donc : 

b 

yi —  "ý  ^i (•)• 

II  vient  pour  Féquation  de  la  diagonale  G'D 

c  — 6 
yi'-c=-—'Xi (2), 

et  pour  celle  de  OH' : 

c 

y,— c=- (X4— (/)     ....     (3). 

a  —  a 

En  combinant  successivement  (1)  et  (2),  (2)  et  (3),  on 
obtient  pour  x^  la  méme  valeur  : 

acd 
^»"=a6-d(6-c)' 

ce  qui  prouve  que  les  trois  diagonales  GH ,  OH',  G'D 
se  coupent  en  un  méme  point. 

tZ9.  Probléme  X.  Êtant  données  deux  droites  AB,  AC 
et  un  point  fixe  P,  par  ce  point  passe  une  sécante  mobile 
RPS  qui  rencontre  les  droites  fixes  AB,  AC  en  R  e^  en  S. 
On  demande  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  M,  intei^- 
section  des  paralléles  RM,  SM  aux  deux  droites  proposées 

(fig.  »6). 

Dirigeons  les  axes  coordonnés  suívant  les  deux  droites 
AB,  AC,  les  coordonnées  du  point  P  élant   AQ  =  a, 

PQ  =  6. 

L'équation  de  la  sécante  mobile  RPS  est : 

t/  X 

AR^AS      *• 

10 
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Ellc  passe  par  P;  on  a  donc  : 


AR       AS 


Fig.  56. 


Mais  AR  =  MS  =  y^ ,  et  AS  =  RM  =  «j ;  de  sorte  que 
lequation  du  lieu est : 


6       a 
— I —  =  i 


ou 


Xi  yi  —  ay,  —  6x,  =  0. 


140.  Problême  XI.  On  donne  deux  droUes  CD,  XX'  et 
un  point  fixe  F  situé  dans  leur  plan,  Par  le  point  fixe  F 
passe  une  droite  mobile  RFS.  Auxpoints  de  rencontre  R,  S 
de  cette  droite  avec  les  deux  droites  fixeSj  on  éléve  des  per^ 
pendiculaires  RM,  SM.  On  demande  íe  lieu  décrit  parrin-- 
tersection  M  de  ces  deux  perpendiculaires  (fig.  57). 

Dirigeons  les  axes  coordonnés  suivant  les  deux  droites 
CD9  XX'.  Soient  a  et  6  les  coordonnées  du  point  F  et  6 
Tangle  des  deux  droiles,  qui  est  aussi  celuí  des  deux  axes. 
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Désignons  par  x'  et  y  les  longueurs  variables  OS  et  OR ; 
on  a  réquation : 


6       a 
RS...—  -+--7=1 

Fig.  »7. 


(•)• 


Soient  X|,  2/f  les  coordonnées  du   poini   iM;   il  vient 
évidemment : 

x'  =5  OP  -♦-  PS  =  X|  -f-  yj  cos  fl, 

y'  =  OQ  -f-  QR  =  f/i  -♦-  ar,  cos  6. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquatíon  de  RS,  on 
obtient  pour  le  lieu  : 

b 


a 


y,  -4-  Xi  cos  B       or,  -4-  yi  cos  B 


=  4 


ou 


iy'cosfl-*-(1-*-cos'e)x^-i-a'cose  — (a-4-6cose)y— (6-*-acose)x=0. 

141.  PnoBLÊaiE  XII.  On  donne  denx  droites  fixes  OX, 
OY  et  un  point  P  silué  dans  leur  plan.  Par  le  point  P 
passent  deux  sécantes  mobiles  PCA,  PDB.  Chercher  le  lieu 
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décril  par  le  point  M,  inlerseclion  des  deux  droileí  AD,  BC 
(lig.  58). 
Drrigeoiis  les  axes  coordonnés  suivanl  les  dcux  droiies 


OX,  OY,  rorrgiue  O    étant  leur  poinl  d'Ínlerseclion. 
SoipDt  —  ïïi  ei  -(-  n  les  coordonnées  du  poinl  P;  OA  =  a, 
OB  =  a',  OC  =  6,  OD  =  b',  Xf ,  y^  êtant  les  coordonnées 
du  point  M. 
On  a  ies  équations  : 

AD...^+-=1,       BC...|-i-Í=:Í, 
b       a  b      a 


AC...^+  -=\,      BD. 


■fc' 


Si  l'on  dierciie  le  point  d'inlersection  (x, ,  ^,)  des  deux 
droiies  AD,  BG,on  irouve  : 

y.^      bb-[a-a') 
X,  íia'(6  — 6')' 

et ,  si  l'on  chcrche  le  point  d'inlerscclion  I'  ( —  ^)  des  deiix 
droiles  AC,  BD,  on  oblienl : 

«^       tí/[a-a-) 
m^       aa'(b—b'y 
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Le  lieu  décrít  par  le  point  M  passe  donc  par  lorigine, 
c'est-a-dire,  par  le  point  de  renconire  des  deux  droites 
AB^  CD.  Celte  droite  MO  est  la  polaire  du  point  P  qui  en 
est  le  póle.  D'aprés  cetie  propriété,  íl  est  facile  de  mener 
par  un  point  M  une  droite  qui  passe  par  le  point  de 
rencontre  de  deux  autres  droites  AB,  CD ,  qu'on  ne  peut 
prolonger. 

149.  Problême  XIIÍ.  On  prend  sur  deux  droites  rec- 
tangulaires  OX,  OY,  á  parlir  du  point  0,  deux  longueurs 
OA  =  a,  OB  =  b.  Par  le  point  B,  on  méne  une  paralléle  á 
OX  et  l'on  prend  sur  cette  paralléle  une  longueur  variable 
BV  =  OV'  =  z.  On  deniande  le  lieu  décrit  par  le  point  M, 
intersection  des  droites  OV  c/  A V'  (fig.  59). 

En  prenant  OX 
et  OY  pour  axcs 
des  X  et  des  j/,  on 
a  les  équalions  : 


a       z 


OV...y,  =-x,. 

II     vient     pour 
réqualion  du  lieu  : 


Fig.  59. 


«y 


5x'  —  abx  =  0. 


14S.  Probléme  XIV.  Deux  droites  mobiles  AM,  BM  pas- 
sent  par  deux  points  fixes  A  et  B,  et  font  des  angles  varia- 
bles  MAB  =  a,  MBA  =  2«  avec  la  droite  AB.  Chercher  le 
lieu  décritpar  le  point  M. 

Pla<;ons  lorigine  des  eoordonnées  reclangulaires  au 
poínt  0;  milieu  de  la  droite  AB  =  2a;  dirigeons   Taxe 
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des  X  suívant  cette  droite^  el  Taxe  dcs  y  suivant  la  per- 

pendiculaire  OY, 
élevée  sur  le  mi- 
lieuOdeAB.Soíent 

OP  =  X, , 
MP  =  y„ 

les  coordonnées  du 
point  M. 

On  oblient  pour 

les    équations   des 

droites   AM,  BM, 

qui  passent  par  le 

Y'  lieu  : 

AM  ...  yi  =  tg  « (x,  -^  a) (í ), 

BM  ...  y,  =  tg  2«  (a  -  ar,) (2). 

Ces  deux  équations  ne  contiennent  que  la  variable  a,  et 
lc  líeu  sc  irouve  déterminé.  Pour  obienir  son  équation,  il 
suffit  de  prendrc  la  valeur  de  tg  a  dans  (1)  et  de  la  substi- 
tuer  dans  la  .seconde  équation ;  ce  qui  donnc  : 

y'  —  Sx'  —  2ax  -4-  a'  =  0, 

qui  est  Icqualion  d'une  hyperbole  facile  á  conslruire, 
comme  on  le  verra  plus  loin. 

144.  Problémb  XV.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un 
point  mobile  0  dans  son  plan.  On  trace  les  droites  AO,  BO, 
CO,  et  aux  points  A,  B,  C,  on  éléie  des  perpendiculaires  AM, 
BM,  CM  á  ces  droites.  On  demande  le  lieu  decritpar  íe 
point  M,  intersection  de  ces  trois  perpendiculaires  (fíg.  61). 

Prenons  le  point  A  comme  orígine  des  axes  rectangu- 
laires,  et  dirigeons  Taxe  des  x  suivant  AC,  la  perpendicu- 
laire  AY  étant  Paxe  des  ordonnées. 
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Soient  w  et  n  les  coordonnées  du  point  B,  AC=6,  x',  y' 

les  coordonnées  du 


Fig.  61. 


point  mobile  0. 

La  droíte  AM  passe 
par  lorígine,  et  elle 
est  perpendiculaire  á 
la  droíte  AO  qui  a 
pour  coeílicient  an- 
gulaire  ^, . 

On  aura  donc  : 

x' 

La  droíte  BM  passe 
par  le  poinl  B  (m,  n) 
et  elle  est  perpendi- 
culaireá  la  droite  BO 


qui  a  pour  coeflicient  angulaire ^_^,. 

Son  équation  est  donc  : 

m  —  X 

Bll...yi  —  n= (m  —  x,)   . 

n  —  f/' 

On  a  de  méme  pour  la  perpendículaire  GM  : 


(2). 


X 


yi  = 


(ír.-6)    . 


(5). 


En  prenant  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  dans  (1)  etdans(3) 
et  en  les  subslituant  dans  (2),  on  trouve  pour  réqunlion  du 
líeu : 

ny*  -♦-  nx'  -*-  [w  (6  -♦-  w)  —  n']  y^  —  «6x4  =  0 , 

qui  est  celle  d'une  circonférence  de  cercle. 

tM.  Problême  XVI.  Le  sommet  C  d'un  triangle  á  base 
fixe  AB  $e  meut  sur  une  droite  CD,  y  =  ax  -1-  b.  iáti  point 
B  on  fait  un  angle  CBM  constamment  égnl  á  CBA.   On 
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demande  le  lieu  décrit  par  k  point  de  renconire  M  des 
droites  BM  et  AC  (fig.  62). 

Plagons  rorígíne  des  axes  rectangulaires  au  poínt  A,  et 

Fig.  62. 


=  c  el 


dirigeons  laxe  des  x  suivant  la  droite  AB.  Soit  AB 
Tangle  ABC  =  a. 

La  droite  MA  a  une  équatíon  de  la  forme  :  y—px; 
devant  passer  par  M  (x^,  j/i|),  elle  devient : 


d^oú 

BC  a  pour  équation  : 


f)=— *      el     y=3— X 

X|  Xi 


y  =  tg  a  (c  —  x)  . 
En  combinant  (1)  et  (2),  on  obtient : 

— x  =  tga(c  —  x); 

X| 


(0. 


(2). 
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(I  011  X  = ,       y  = 


f/,  H-  ar,  Ig  a       '        ^i  -♦-  X|  tg  a 

Le  point  G  se  trouvant  sur  la  droite  y  =  ax  -h  b,  cetle 
équation  sera  satisfaite  pour  les  eoordonnées  de  ee  point; 
on  aura  done  : 

cy,  Ig  Jí  acx^  ig  a 

y,  -+-  X|  tg  a       yt  -+-  a:,  tg  a 
tg  a  (cyi  —  acx,  —  6x,)  =  6y,  .     .     .     .     (a). 

BM  a  pour  équation  : 

y  =  — tg2a(x  — c), 

et  eomnie  eette  droite  passe  par  le  lieu ,  on  a  : 

2  tga 

En  éliminant  tga,  on  obtient  pour  réquntion  du  lieu  : 
[cjy  —  {ac  -H  6)  x]  ïcy  —  {ac  —  6)  x  —  26c]  ==  6'^'. 

146.  Probléme  XVIT.  On  donne  deux  points  fíxes  AetB 
et  une  droite  CE.  Un  angle  cofistant  lAD  tourne  autour  du 
point  A  et  rencontre  la  droite  CE  en  deux  points  variables 
I  et  D.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  intersection 
des  deux  droites  mobiles  BMI  et  AMD  (fig.  65). 

Prenons  des  axes  reclangqlaires;  dirigeons  Taxe  des  x 
suivant  la  droite  AB,  rorigine  clant  en  0,  á  rintersection 
de  AB  avec  CE.  Posons  OA=a,  0B=  6,  angle  DAB=a), 
angle  ]AD  =  a;  X|,  y^  étant  les  coordonnées  du  point  M, 
on  aura  les  équations  : 

CE...  y  =px (1), 

AD ...  y,  =  tg  « (x,  — .  a) (2), 

AI  ...  .y  ==  tg  (w  -+-  a)  (x  —  a)    .     .     .     (5)i 

BI...  y  =— ^(x  — 6)     ....     (4). 
X,  — ~  0 
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Ces  quatre  cquations  ne  renferment  que  irois  varíables 


T,  y  et  M. 


Fif.  63. 


Si  Ton  substitue  la  valeur  de  y  de  la  preniiére  dans  (3) 
et  (4)  et  si  Ton  remplace  igw  par  sa  valeur  tirée  de  (2),  il 
vient,  en  égalant  les  valeurs  de  x,  pour  le  lieu  cherché 
Téquation 

by a{[a-x)  Iga  — y] 

1/  —  px  -h  p6     (p  —  tg «) a?  — y  —pyig^  -+- « (tg«  — p) 

147,  Problêmr  XVIII.  Une  droite  mobile  SCR  passe 
par  un  point  fixe  C  et  rencontre  en  R  et  en  S  deiix  droiie$ 
données  OX  et  0 Y.  On  joinl  le  point  R  au  point  fixe  A  et 
le  point  S  rtti  point  fixe  B.  Chercher  le  lieu  décrit  par  rín- 
tersection  M  e/w  dewx  droites  AMR,  BMS  (6g.  64). 

Prenons  les  deux  droites  donnécs  OX,  OY  pour  axes 
coordonnés,  et  posons  : 

OS  =  y',    OR  =  x'. 
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Soient  (a,  6),  (o',  6')  les  coordonnées  des  poinls  A  et  B, 
et  m,  n  celles  du  point  C ;  on  aura  les  équations  : 

BS...y4-6'=-Il^(a-, -a')     .     .     .     (í2), 

a 

b 

AR...yi— 6  = -(xi  — a).    .    .    .    (3), 

a  —  X 

x^,  iji  étant  les  eoordonnées  du  poinl  IVl. 


Si  l'on  prend  les  valeurs  de  a;'  el  de  y'  dans  (2)  el  dans 
(3)  et  qu'on  les  subslilue  dans  (1),  on  trouvcra  pour  le  lieu 
l^équation  : 

m  (y — 6)  (a'y— 6'x)  -h  » (a'—  x)  [ay  -  hx)  —  (a'y — 6'a:)  (ay — 6x)  =0, 

qui  est  du  second  degré. 

II  est  facile  de  voir  que  la  courbe  passe  par  rorigine  et 
par  les  points  A  et  B,  de  méme  que  par  les  poínts  R,  S. 

14ft.  Problémb  XIX.  Chercher  le  lieu  géométrique  des 
pointB  téls  qu^en  abaissanl  de  ces  points  des  perpendicvlaires 
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sur  trois  droites  données,  les  pieds  dc  ées  perpendiculairet 
soient  en  ligm  droite  (íig.  65). 

Prenons  Tune  des  droites,  OB,  conrime  axe  des  x,  et  fai- 
sons  passer  une  deuxiéme  droite  OG  par  l'orígine  0  des 
axes  rectangulaires. 

Fig.  65. 


Soíent  x^ ,  yi^  les  coordonnées  du  point  M. 
La  droíte  MP'  passant  par  le  lieu  aura  une  équation  de 
la  forme : 

Cette  droite  doit  étre  perpendiculaire  á  OV  dont  Téqua- 
tion  est  y  =^  aa; . 

réquation  de  MP'  devient  donc  : 

y  — yi  = (a:  — X,) (0 

a 
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JLes  équations  des  droites  MP'»  OV  étant  simultaoées 
pour  leur  point  d'interseetion  P\  les  eoordonnées  de  ce 
point  sont : 


'= — TT^'  y== 


,< 


a'  i  -♦-  a 

La  droite  MP")  qui  passe  par  le  lieu>  a  une  équation  de 

la  forme  : 

y  —  y^  =  m' (x  —  xi). 

Mais  elle  doit  étre  perpendiculaire  k  BC  dont  I  equa- 
tion  est : 

y  saa  tnX  -4-  fí  ; 

il  vient,  en  conséquence,  pour  Péquation  de  MP''  : 

i 

y  — yi==  — -(«  — a:|)    ....    (2). 

En  eombinant  les  équations  des  droites  BC  et  MF'»  on 
trouve  pour  les  coordonnées  de  leur  point  d*intersection  P": 

♦wyi  •+•  X|  —  mn  in*yi  -♦-  mx,  -♦-  n 


X 


i  -♦-  m*  1  -♦-  m* 


La  droite  PP'  passant  par  deux  points  dont  on  connait 
les  coordonnées,  a  une  équation  de  la  forme  : 

X  —  X 

Les  coordonnées  du  point  P  sont : 

y'  =:  0 ,         x'  =  Xi. 

Si  Fon  remplace  dans  cctte  équation  y'  et  x'  par  leurs 
valeurS)  et  si  Ton  y  substitue,  au  lieu  des  coordonnées 
z'\  y"  du  point  P',  les  expressions  : 

,^      ay^  -+-  X,  ,,      aVi  -+-  ax, 

X   = — »      y   = — » 

i  +  a«         ^  i  -*-  a« 
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on  trouve :  y  =  — (x  —  x,) (5). 

y,  —  ax, 

D^aprés  les  condílíons  du  probléme,  cette  équalion  doic 
étre  salísraile  par  les  coordonnées  du  point  P".  En  rempla- 
(ant  dans  (3)  xeiy  par  leurs  valeurs,  il  vient : 

m'y,  -♦-  iwx,  -♦-  w       ay,  -♦-  x,  /my,  -t-  x,  —  mn  \ 

1  -♦-  m'  y,  —  ax,  \        t  -i-  wi*  /  ' 

et  aprés  réduciion  : 

n  (\  -^  am\  n 

yí-f-xï-H- I Jy,  -*--x,  =  0. 

mVm  —  a/  m 

Cette  équation  représenle  une  cireonférence  de  cerele, 
puisque  les  coefficíenis  de  x\  et  y^i  sont  égaux,  et  qu'il 
n'y  a  pas  de  terme  en  x^  y^.  Geue  eirconférence  passe  par 
les  trois  points  O^  B,  C,  comme  le  prouvc  son  équatíon. 

149.  Probléme  XX.  Deux  angles  amslants  a,  (3  loument 
autour  de  leurs  sommets  A  et  B.  Deux  cótés  de  ces  angles  se 
coupent  sur  une  droite  donnée  DE;  chercher  le  lieu  décrit 
par  le  point  M ,  intersection  des  deux  autres  cótés  (fig.  66). 

Plafons  lorigíne  des  coordonnées  rectangulaires  au 
point  A;  dirigeons  laxe  des  x  suívant  la  droite  AB. 

Soit  y  =px  -+-  q  I  equation  de  la  droite  DE. 

Posons  AB  =  by  et  désignons  par  a  et  c  les  tangentes 
de  aeide^,  x',  y'  étanl  les  coordonnées  de  rintersectíon  I 
des  deux  cótés  des  angles  a  et  (3  sur  la  droite  D£,  et  x,,  y^ 
les  coordonnées  du  point  M.  On  aura  les  équations  : 

y  =  px'-í-g (I), 

yjx--6)~(x,-~6)y  ^ 
(Xi-6)(x'-6)-+.y,y      "^ ^^>- 
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Des  deux  premiéres ,  on  tire  : 
q  (ay,  —  x.) 


y  = 


q  (oar,  —  t/,) 


aXi  —  yi  —  p  (oyi  —  Xi)     ^       axi—yi  — p(  ay.  — a:,) 

Ces  valeurs  subsUtuées  dans  (3)  donnent  pour  le  líeu 

[(a  —  c)q  -4-  {ap  -f-  i)^]^,  -f-6[aH-c-+-p(i-4-  ac)]a:,y, 
-♦-  [(a  —  c)q —  (o  -♦- p)bc]xj  -»-  b[{í  —  oc)  qf  —  (i  +  ap)bc] y, 
-♦-  6[(c  —  a)q  -¥■  bc{a  -♦-  p)jx,  =  0. 


Si  Tangle  a  =  90°,  la  droite  DE  étant  perpendieulaire 
á  AB»  en  désignant  par  m  sa  distance  á  rorigine,  on  aura 
dans  ce  cas  les  équations  : 

X, 

x'  =  tw,    y'  =  —  wi  — » 

(».  -  ft)y'  -  y.  (^'  -  ft)    , . 

(6  —  Xi)  (6  —  x')  — •  y ,  y' 
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le  líeu  devient : 

(6  —  tn)yf  -4-  c(6  —  m— i  )x,y,  —mx]  -4-  6c(m  -  6)iy< -4-6mXft  =  0, 

et  il  est  encore  représenté  par  une  équation  du  i"^^  degré 
en  X|,  ^i,  au  terme  constant  prés.  Enfin,  sí  Fangle  (3  devíeDt 
nul,  réquation  précédente  se  réduít  á 

(6  —  m)ý\  —  mxj  -♦-  6mX|  =  0. 


CHAPITRE  V. 

Métbode  abrésée  de  la  ibéorie  úem  dreltes. 

1M.  Nous  avons  vu  précédemínent  (126)  que 
Ax  -+-  By  -4-  C  =  0,      A'x  -♦-  B'y  ^  C'  =  0, 
représentant  deux  droites  quelconques,  Téquation 

Ax  -*-  By  -+-  C  H-  A(A'x  -+-  B'y  +  C')  =  0 

représcntait  aussi  une  droite  quelconque  passant  par  leur 
point  d'intersection ,  larbiiraire  A:  pouvant  êlre  aussi  bíeii 
négative  que  positive. 

II  est  évident  qu'au  lieu  de  Féquation 

Ax  -4-By  -^Ce=0, 
on  peut  également  prendre  Téquation 

X  cos  a  -4-  y  sin  a  —  í  =  0; 
de  sorte  qu  on  aura  alors  : 

X  cos  a  -V-  y  sih  a  —  í  —  X:(x  cos  ^  -H  y  sin  |3  —  <r)  e=s  0. 
Si ,  pour  abréger,  nous  désignons  les  équations 

XCOSa  -fr-  ysÍD  a  —  (J=0,     X  COS  p -♦-  y  SÍnp—  í'essO, 


Fig.  67. 
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par  a  et  P,  nous  aurons  : 

a  — A:p  =  0, 

équation  quí  représente  la  droite  passant  par  le  point  d*ín- 
tersection  des  deux  droites  «  =  0,  p  =  0,  puisque  cette 
cquation  a.  —  fcp  =  0  est  satisfaite  Iorsqu*on  y  fait  en 
méme  temps  a  =  0,  (3  =  0. 

Soient  OA  et  OB  (fig. 
67)  les  deux  droites  qui 
ont  pour  équationsaet^. 
Désignons  par  X|,  y^  les 
coordonnées  d'un  point 
queleonque  M  du  lieu 
représenlépar  lëquation 
« — A*|3=0:  la  distance 
MP  de  ce  point  á  la  droite 
OA(a)  est,  comme  on  le 
sait, 

OTiCosa  -♦-  yi sin  a  —  í=s 0; 
la  dístnnce  du  méme  point  á  la  droite  OB  (^)  est : 

Xi  cos  p  -H  yi  sin  p  —  í '  =  0. 

De  sorte  qu'on  aura  pour  le  rapporl  k  de  ces  distances : 


*  = 


X|  cos a  +  ^i  sin  a  —  J        MP       sin  MOA 
OTi  cosp  -*-  yi  sin  p  —  <r  ~"  MQ  ~  sin  MOB 


Le  lieu  est  donc  tel  que  le  rapport  des  distances  de  Tun 
quelconque  de  ses  points  aux  deux  droites  a,  p  est  con- 
stant;  ce  qui  prouve  que  ce  lieu  est  une  droite  MO  dont 
l'équation  est : 


sin  MOA 
sÏdMOB 


j3  =  0      OU       a  —  Arp  =  0. 


11 
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II  cst  évidcnt,  d  aprcs  cc  qui  précédcy  que  réquation 

a  -+.  jtf(  =  0 

représente  encore  une  droite  passant  par  le  pointO,  ínter- 
section  des  deux  droites  a  et  (3 ,  raais  qu'cllc  est  cxtérieure 
a  Tangle  AOB.  Alors,  iine  dcs  distances  MP  ou  MQ  doil 
cbanger  de  signe,  comme  étant  dirigée  en  sens  contraire 
de  celics  qui  précédent  considérées  comme  positives. 

Applíquons  ccs  principes  á  la  résolutíon  des  ihéorémes 
suivants : 

4S1.  Théorême  L  Les  trois  bissectrices  AD,  BE,  CF 
írun  triangle  quekonque  ABC  se  coupcnt  en  un  méme 
point  (fig.  68). 

Soient 

Fig.  68. 

a  =  0,  ^=0,  r  =  0, 

lcs  équations  des 
trois  cótés  opposés 
aux  angles  A,  B,  C. 
^  Les  équations  des 
bissectrices  AD,  BE, 
CF  sont  respectivcment : 

p— r  =  0,    r  — a  =  0,    a— p  =  0. 

En  ajoutant  ces  trois  équations  mcmbre  á  membre. 


on  a: 


P  —  y-4-r  —  a-+-  a  —  p  =  0; 


Icur  somme  est  donc  identiquement  nulle. 

On  voit  quc  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  méme 
point. 

159.  Théoréme  IL  Les  trois  médianes  d'un  triangle  se 
cmpent  en  un  mêmepoint. 

Soíent  a,  (3,  ]^  les  équations  des  trois  cótés  opposés  aux 
angles  A,  B,  C  du  triangle.  Les  médianes  partant  des 
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sommets  A,  B,  C  ont  respeclivement  pour  équations  : 
fsinB -rsinC=0,    ysinG--asinA=0,    asin  A  — psinB=0. 

En  ajoutant  ie  systéme  de  ees  trois  équations,Iequation 
résultante  est  évidemment  satisraíte :  ce  qui  prouve  que 
ces  irois  médianes  se  coupent  en  un  méme  point. 

t&Z.  Théoréme  111.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle 
queiconque  se  coupent  en  un  méme  point. 

En  se  servant  des  mêmes  désignations  que  précédem- 
ment,  on  aura  pour  les  hauteurs  abnissées  des  sommets 
A,B,  C,  respectivement  les  équatíons  : 

pcosB  — rcosC=0,  ycosC  — acosA=0,  acosA  — pcosB=0, 

qui  prouvent  que  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  méme 

point. 

1S4I.  Problême.  Les  trois  cótés  d'un  triangle  quelconque 
passent  par  troispoints  fixes  P,  Q,  R,  en  ligne  droite,  Deux 
sommets  X  etB  se  meuventsur  deux  droites  fixes  OD,  OE  : 
on  demande  le  lieu  décritpar  le  troisiéme  sommet  C,  inter- 
section  des  deux  droites  AQC,  BRC  (fig.  69). 
Quelles  que  soient  les  équations  des  troís  droites  fixes 

OD,  OE,  PQR 
et  quelle  que 
soit  leur  posi- 
tion  par  rap- 
porl  aux  axes 
coordonnés,on 
peut  toujours 
les  représenier 
par 

OD...  a  =  0, 
OE  ...  6=0, 

PQR...c=0, 
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el  les  droites  OP,  OQ,  OR  par 

0P...6-f-Ko  =0, 
OQ...6-f-K'a  =  0, 
OR...6-+-K"a=0, 

puisque  ces  équations  sont  satísfaites  par|^~^j,  e'est-á- 
dire  par  les  coordonnées  du  point  0  par  lequel  elles  passent. 
Le  point  A  est  déterminé  au  moyen  des  équations  simul- 
tanées  a  =  0  et  >c  -h  6  -h  Ka  =  0 ;  cette  derniére  équa- 
tion,  qui  contient  Tarbitraire  X,  représente  la  droite  PA 
passant  par  le  point  P,  inlersectíon  de  RQP  et  de  OP.  Ces 
deux  équations  se  réduisent  á  : 

a  =s  0 ,     6  -H  Ac  =  0. 

La  droite  AQ  passant  par  A  a  donc  une  équation  de  la 
forme  6  +  >c  +  ra  =  Q. 

Gette  droite  passe  aussi  par  Q,  intersection  des  droites 

c  =  0,     6-4-K'a  =  0,     6-+->'o  =  0; 
d  oíi        (K'—  >')  o  =  0,    ce  qui  donne     x'  =  K' : 

réquation  de  AQ  est : 

6-4- )c  -t-K'a  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  B  sont  données  par  les  équa- 
tions  simultanées  : 

B  <;  .  ou     B  < 

(  Ac  -+-  6  -4-  Ka  =  0  (  Ac  -+-  Ko  =  0. 

La  droite  BR  passant  par  ce  point  B  est  de  la  forme  : 

>c  -4-  Ka  -4-  fifc  =  0, 

f/.  éiant  une  indélerminée  quelconque.  Cette  droite  passe 
,_.  --  ^f,^  i*/a  =  0 ^^  ^"^  devient : 

Ko  -+-  fx6  =  0     et     6  =  —  K"o; 
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d'oú  (K-f*K")a  =  0, 

ce  quí  donne  :  K 

a  = 

f*      K" 
L'équation  de  BR  est  donc  : 

Ac  -4-  Ka  -I-  —  6  =  0. 

II  suffil  d  elimíncr  1  enlre  cette  équatipn  et 

6  -4-  ac  -+-  K  a  =  0 

qui  esl  celle  de  AQ.  On  obtient  pour  le  lieu  cherché  : 

(K'  —  K)  K"a  -^  (K"  —  K)  6  =  0, 

qui  est  une  droite  passant  par  le  point  0. 

ISft.  On  dit  qu'une  droite  AB  est  partagée  harmoni- 
p.     ^^  quement  aux  points  C  et 

i__j ^  lorsque  les  denx  seg^ 

A  c       B  'b  ments  de  AB  (fig.  70), 

sont  proportionnels  aux  deux  segmmts  AD,  BD,  c'eíf<-a- 
díre,  lorsqu'on  a  la  proportion : 

AC      AD 

bc^bd' 

Lorsqu'une  droite  AB  est  partagée  aux  points  C  etD  en 
trois  segments  AC,  CD,  BD,  on  nomme  rapport  anharmO' 
nique  le  rapport  du  rectangle  des  segments  extrêmes  AC, 
BD  dimsé  par  le  rectangle  de  la  ligne  entiêre  AB  par  le 
segment  moyen,  cest-á-dire  : 

AC  X  BD 
ABxCD' 

ott  bien  encore^  d'aprés  Chasles,  fc  rapport  des  distances 
d'un  point  á  deux  autres  divisé  par  le  rapport  des  dis- 
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íances  du  qtiatríéme  point  á  ces  deux  mêmes  pointSy  cVsí- 

á'dire  : 

ADX  BC 

AC  X  BD 

Ce  dernier  rapporl  anharmoniquc  devient  rapporl  har- 
moniqne,  si  lon  a 

AD  X  BC  _ 
aC  X  BD"^"" 

156.  Lorsquun  faisceau  de  quatre  droites  OA,  OB,  OC, 
OD  (fig.  71),  issues  du  méme  point  0,  est  coupé  par  une 
transversale  quekonque,  le  rapport  anharmonique  du  fais- 
ceau  est  constont^  quelle  que  soit  la  transversale. 

Soit  $  la  distance  du  point  O 
á  la  transversale  qui  rencontre 
ie  faisccau  en  A,  C^  D,  B. 
^^  Ona: 

<y.AC  =  OA  X  OCsinAOC, 
J.  AD  =  OA  xODsin  AOD, 
í .  BD  =  OB  X  OD  sin  BOD , 
í .  BC  =  OB  X  OC  sin  BOC; 

d  oii  Ton  tire  : 


Fig.  71 


AD  X  BC  _  sin  AOD  X  sin  BOC 
AC  X  BD  ""  sin  AOC  X  sin  BOD 

Ce  rapport  est  constant  et  indépendant  de  la  position  de 
la  transversale. 

Si  les  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD  onl  pour  équa- 
tions  : 

a  =  0,     13=0,     a-*-Kp  =  0,     a-4-K'p==0, 

le  rapport  anharmonique  du  faisceau  formé  par  ces  quatre 
droites  sera  j^-. 
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,,      „  sfnAOC         ,      sinAOD 

Eneffet,      K=   .     .._>     K'  = 


d'oú 


sin  BOC  sin  BOD 

K'      sin  AOD  X  sin  BOC 


>.  K' 


K       sin  AOC  X  sin  BOD 

Si  ^  =  —  1 ,  le  faiseeau  est  harmonique ;  d'oú  I'on  con- 
ciut  ce  théoréme : 

Detíx  droites  <x —  K(3  =  0,  a  -h-  K^  =  0,  forment  avec 
a  =  0  et  ^  =  0  un  faisceau  harmonique,  car  l'angle  AOB 
est  divisé  intérie^irernent  et  extérieurement  dans  le  même 
rapport. 

151.  Si  quatre  droites  OC,  OD,  OE,  OF,  passant  par 
un  même  point  0  ((ig.72)  ont  respectivement  pour  équations : 

a--cp  =  0,     a  —  dp  =  0,     a  —  ep  =  0     et     a  —  /p  =  0, 

te  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  droites  est : 

(f-d)(e--c) 
(/•-  e)  (d  -  c) ' 

En  effet ,  d  aprês  ce  qui  préeéde  (1 55),  ce  rapport  est 

cgal  á 

FD  X  CE 

FË'XCD 
Les  deux  droites  OA,  OB  représentées  par  les  équations 
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a  =  0,  (3  =  0,  pouvant  avoir,  á  legard  des  quatre  droites 
des  positions  quelconques,  il  est  permis  de  supposer  que 
la  droite  (3  est  parallêle  á  la  transversale  CF.  Comme  les 
points  C,  D,  E,  F  sont  á  la  méme  distance  p  de  la  droite  ^, 
on  a  : 

CH       ^       DH'  EH"       ^       FH'" 

c=  ' — »     rf= — »     c  =3 »     /= » 

P  P  P  P 

H,  H',  H'^  H'"  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées  des  poínts  C,  D,  E,  F  sur  OA.  Si,  par  les  points 
C,  D,  E,  F,  on  méne  les  paralléles  á  cette  droite  OA,  en 
désignant  par  M,  N,  P,  Q  les  points  oú  ces  paralléles  ren- 
contrent  les  perpendiculaires  précitées,  on  obtient : 

FM  =  FH'"  —  DH'  =  pf—  pd  =  {f^  d)  p, 
Mais        FM  =  FDcosa;    doú    FD=?ii.— :, 

COS  a 

oL  étant  langle  que  les  paralléles,  menées  par  les  points 
C,  D,  E,  F  á  la  droite  OA,  font  avec  la  transversale  CDEF. 
On  a  de  méme  : 

CE=PJ^.     FE=PÍ^.     CD-:PÍ^. 

COS  a  COS  a  COS  a 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  rapport  précédent,  ii 
vient : 

FP  X  CE      (/*—  d)  (c  -  c) 

FE  X  CD      (/•—  c)  (d  —  c)  ' 

c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  qui  vient  d'étre  prouvé  s'applique  également  aux 
droites  dont  les  équations  sont  de  la  forme  : 

ox  -H  6y  H-  c  =  0, 

puisque  Téquation  a;  cos  a  -+-  j/  sin  a  —  í  =  0  difTére  de 
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la  précédente  seulement  en  ce  que  celle-ci  est  divísée  par 
un  facteur  constant. 

16§.   Soit  «— cp,     a  — rfp,...  , 

un  systéme  de  droites  passant  par  un   ménie  point  0 ; 

supposons  que 

^ — cTi    ^  —  rfrj  •••  > 

forment  un  second  systéme  de  droites  pnssant  aussi  par 
un  méme  point  O'. 

U  est  évídent  que  le  rapport  anharmoniquc  du  premier 
systéme  est  égal  á  celui  du  second,  le  rapport  anharmo- 
nique  n  etant  fonction  que  des  coeílicients  c,  d  de  (3  et  de  y 
dans  les  deux  syslémes  d'équations.  Comme  ces  coeílicients 
sont  les  mémes,  le  rapport  anharmonique  du  premier  sys- 
téme  est  égal  h  celui  du  second  :  ces  deux  systémes  de 
droites  se  nomment  homographiqucs. 

Appliquons  ces  principes  au  quadrilatére  complet 
ABCDEF  (fig.  73). 

Soient  a  =  0,  (3  =  0,  j>  =  0  les  équations  des  trois 
droites  AC,  AB,  BD.  L'équation  de  Ël  sera  : 

/a  — nr==0,     etcelIedeEF:     /a-*-nr  =  0; 
ce  qui  prouve  que  les  quatre  droites  EA,EB,EI,  EF 

Fig.  73. 


forment  un  faísceaa  barmonique,  et  que  dans  le  quadrila- 
tére  CEDIAB  la  diagonale  AB  est  divisée  harmonique- 
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menl  par  les  dein  autres.  On  prouverait  de  la  méme  ma- 
niére  que  les  quatre  droiies  FA,  Fl,  FC,  FE  forment 
é^lement  un  faiscean  harmonique. 

199.  Cherchons  encore,  d'aprés  cetie  méihode,  les  pro- 
priétés  qui  en  ré^ultent  lorsqu 'on  joint  les  (rois  sommets 
A,  B,  C  d'un  triangle  quelconque  é  un  poÍntO. 


«  =  0,  p  =  0,  y  =  0,  étant  lcs  équations  des  irois  cólês 
de  ce  triangle,  lcs  droiics  AD,  BE,  CF  (fig.  7i),  auroni 
respeciivemcnt  pour  équaiions  : 

mp  —  nj=0,    ny — /n  =  0,    U  —  mp  =  0. 

L'équation  de  la  droile  DF  est : 

h  +  mp —  ny  =  0; 
eelle  de  ED ...  mp  ■*-  ny  —  la  =  0, 

et  celle  dc  EF...  ny  ■+■  U  —mp^Q. 

Ces  trois  droites  DF,  DE,  EF  rencontrent  les  cdlés  op< 
posés  AC,  AB,  BC  du  Iriangle  cn  trois  points  H ,  N,  P  qui 
sont  siiués  sur  la  droitc 

/« -t-  m^  -+-  fiy  =  0. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DECX  DIMENSIONS.      471 

Lecóté  BCP  du  Iríangle  estdivísé  harmoníqucment  par 
les  droíies  AC,  AB,  AD  ct  AP,  puisque  ees  droitcs  ont 
respeetivement  pour  équations 

^  =s  0,    r  =  0,     mp  —  ny  =  0     et     iwp  -h  ny  =  0. 

II  en  est  de  méme  des  deux  autres  cótés. 


Coordonnéefl  trlllnéalreo. 

*••.  Soient  a  =  0,  p  — 0,y  =  0  lcs  équations  des 
Pi    75  trois  droiles  BC,  AC,  AB  du 

triangle    qneleonque    ABC 
(fig.  75),  a,  6,  c  étant  les 
longueurs    des    trois    eótés 
opposés  aux  angles  A,  B,  C. 
Soient  X|,  yj    los   coor- 
c   données   d'un    point    quel- 
eonque  N  pris  dans  le  plan  de  ce  triangle. 
On  a  vu  préeédemment  (120)  que 

X|  COS  a  -h  t/i  SÍn  a  —  ^  =  0 

représentait  aussi  la  distance  du  point  M  a  la  droite  BC; 
de  sorte  que  le  rectangle  ax  représenle  le  double  de  Taire 
du  triangle  BMC. 

Pour  la  méme  raison ,  b^  représcnte  le  double  de  laire 
AMC  et  cy  le  double  de  Taire  du  triangle  AMB. 

oa  ->-  6(3  -h  cy  représente  donc  le  doublc  de  Taire  2T  du 
triangle  quelconque  ABC;  ce  qui  donne  Téquation 

aa  -H  6p  -+-  cr  ==  2T. 

Si  les  trois  points  A ,  B,  C  sont  en  ligne  droite,  Taire  2T 
est  évídemment  nulle  et  I  equation 

aa-^bp  -^  cy  =  0 
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est  alors  réquatíon  en  coordonnées  trilinéaires  de  cette 
droite  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C. 

Les  trois  droites  AB,  AG,  B€  sont  nommées  lignes  de 
référence  et  le  triangle  ABC  triangle  de  référence. 

Au  lieu  de  choisir  dans  un  plan  deux  droites  quelcon- 
ques  pour  axes  coordonnés,  comme  on  le  fait  en  se  servant 
des  coordonnées  cartésiennes,  on  en  ehoisit  trois,  ce  quí 
est  quelquefois  plus  avantageux. 

La  position  d'un  point  est  donc  déterminée  par  ses  dís- 
tances  aux  irois  droites  de  référence  AB,  AC ,  BC. 

L'équation  aa  -i-  6|3  -f-  cr  ==  0 

étant.homogéne,  il  est  cvident  qu'on  peut  remplacer  les 

quantilés  ttj  b,  c  par  dautres  quantitcs  proportionnelles 

quelconques.  Dans  ie  triangle  de  référence  ABC,  on  a  les 

rapports  égaux  : 

a  b  c 


sin  A       sin  B       sin  G 

Si  lon  substitue  les  valeurs  de  a,  6,  c  dans  I equation 
précédente,  elle  devient : 

a  sin  A  -H  p  sin  B  -I-  r  sin  C  =  0 , 

et  elle  représenle  alors  un  cas  particulier  de  réqualion 
Ax  -í-  By  H-  C  =  0,  á  savoir  : 

O.x  -h  O.y-f-  C==0, 

c'est-á-dire,  une  constante  C  =  0. 
II  est  facile  de  prouver  que 

a  sin  A  -+-  p  sin  B  -*-  y  sin  C  =  0 
est  constanlo. 
En  effet : 

sin  A  =  sin  (p  -  r)?    sin  B  =  sin  (y  —  a),    sin  C  =  sín  (a  —  j3), 
puisque  les  angles  A,  B,  C  sont  égaux  aux  angles  formés 
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par  les  droiles  partant  d'un  méme  poínt  et  perpendíeu- 
laires  aux  trois  eótés  du  triangle  ABG,  ou  bien  égaux  aux 
angles  supplémentaires.  On  a  donc  : 

a  sÍD  (p  —  r)  -♦■  P  sin  (r  —  «)  -^-  r  sin  (a  —  p)  =  0. 

En  rempla^nt  ol^  (3,  y  par  leurs  valeurs  en  coordonnées 
cartésiennes,  en  x  et  en  t/,  on  voit  que  les  termes  variables 
X  et  en  2/  disparaissent. 

Ainsi,        a  sin  A  +  ^  sín  B  +  r  sin  G  =  0 
revient  á  réquation 

0.a:-t-0.y-+-C  =  0. 

Mais  réquation  Ax  -f-  By  +  C  =  0  rencontre  les  axes 
coordonnées  á  des  distances  de  Torigine 

—  C  — C 

fii=- >     n  = » 

A  B 

qui  sont  infinies  lorsque  A  et  B  deviennent  infiniment 
pelits  ou  nuls.  La  droite  est  donc  alors  située  á  riníini;  de 
sorte  que  Téquation 

O.x-f- O.y -4- C  =  0    00    C  =  0 

représente  une  droite  située  á  ríníini ,  comme  aussi 

a  sin  A  +  ^  sin  B  -f-  r  sin  C  =  0. 

II  suit  de  ce  qui  précéde  que  lëquation  de  la  droite 
Aac  -H  By  -I-  C  =  0,  en  coordonnées  cartésiennes,  est  un 
cas  particulier  de  Téquation  de  la  droite  en  coordonnées 
trilinéaires  aa  -»-  6(3  -+-  cy  =  0.  En  divisant  celle-ci  par  y, 
et  en  posanl|,=  x,- =  y,  les  deux  équations  devien- 
nent  identiques;  ou  bien,  en  représentant  par  z  Punité 
linéaire,  réquation  Ax  H-  By  -f-  C  =  0  devient  : 

k%  -^  By  -H  Cz  =  0. 
Les  coordonnées  eartésiennes  ne  sont  d  ailleurs  que  dcs 
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coordonnces  trilínéaires  dont  deux  droites  sont  les  coor- 
données  reciilignes  ordínaires  el  la  troisiéroe  droite  á  Im- 
fini  est  marquée  par  la  relation  C  =  0. 
Les  deux  droites 

ax  -+-  6y  -H  c  =  0,     ax  -♦-  6y  -h  c'  =  0, 

qui  ont  les  méines  coeflicienis  angulaires  et  ne  différent 
que  par  le  terme  constant,  sont  évidemmcnt  paralléles; 
pour  la  méme  raison,  les  deux  droites 

la  -¥■  mp  -t-  nr  =0, 
/a  -H  mp  -+-  nr  -♦-  A  («  sin  A  -4-  p  sín  B  -+-  rsin  C)  =  0, 

en  coordonnées  trilinéaires,  sont  aussi  parallëles,  puis- 
qu'elles  différent  seulement  par  une  quantité  constante. 

161.  Une  droite  quekonque  est  rejïrésentée  par  une 
équation  du  premier  degré,  homogéne,  enlré  les  coordon" 
nées  trilinéaires. 

Soit  un  triangle  qnelconque  MIXP  pris  pour  triangle  de 
référence  et  soient  m,  n,  p  les  coordonnées  trilinéaires 
d'un  point  variablequelconque,  {m^ , n\ , pi), {m^yn^yp^^y les 
coordonnécs  irilinéaires  des  deux  autres  points  connus  de 
position.  Les  coeflicients  ^iy  v,  tt  étant  indéterminés,  on  aura 
les  trois  équalions  : 

Itm  -h  vn  -♦-  Trp  =  0, 
fimi  -+-  yw,  -+-  npi  =  0, 

fxlWj  -4-  vnt  -+-  Trpj  =  0, 

puisque  la  droíte  passe  par  les  trois  points  et  que  Taire  du 
triangle  qu'ils  forment  est  nulle.  On  aura  ,  pour  les  valeurs 
de  iJLyV,  Ty  les  dcterminants  : 


^nPu 

;      V 

Pi5  w,, 

;     íT 

»w,,  p,, 

n^Pt. 

Pí,  Wls, 

m„  p, 

Réciproquement^  toute  équation  du  premier  degré  en 
my  ny  p,  /im  -f-  yn  -+-  írp  =  0, 
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représente  uue  ligne  droíte,  les  quantilés  a,  v,  tt,  étant 
trois  eonstantes  arbilraires  queleonques. 

Cette  équation  est  en  eíFet  du  premier  degré  en  x  et  en  t/, 
comme  on  1  a  vu  précédemment  (160). 

169.  Lorsque  les  équations  du  triangle  de  référence 

MNP  sont : 

a^x  -♦-  biy  -4-  C|  =  0 , 

o^ -f-6,y-4-c,  =  0, 

OjX  -*-  b^y  -f-  fB  =  0, 

on  oblient  pour  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  quel- 
eonque  (x^ ,  j/i),  pris  dans  le  plan  de  ce  triangle  : 

OiXi-^  6,yi  -^  C|  =  0, 
atX|  -♦-  6^1  -♦-  Ci  =  0, 
o^x^-^  63^1 -h  C5=0; 

car,  ces  irois  nombres  quels  qu'ils  soient,  positifs  ou  néga- 
tifs,  sont  proportionnels  aux  perpendículaires  abaissées  du 
point  (arj,  y^)  sur  les  droiles  de  référence. 

Ces  trois  perpendiculaires  m,  n,  p  ont  respectivement 
pour  longueurs  : 

a|X|-*-64y,-HC,           o,x,-4-68y,-hc,           a5X,-f-65y,-*-c, 
fns: -»  n  = >  f  = — 9 

[/a\  ^  6ï  Val-^bl  V/oÍ  -4-  6Í 

d*oú  Ton  tire  : 

a,x,  -+-  6,y,  -+-  Ci  =  twp, , 

a^,  -+-  6,y,  -4-  Cj  =  np, , 

a»x,  -♦-  65^,  -♦-  C5  =  pps , 

Pi ,  P29  Ps  représentant  les  trois  radicaux ;  ou  bien  m'  —  mpi , 
n'snps»  P'  =  í>p3>  'w'j  w'>  P'»  étantles  coordonnées  nou- 
velles. 

En  rempla^ant  m^  Uy  p  par  leurs  valeurs  t^'  r*  ^-  *  ^^* 
aura  : 

pi         P«         P* 


176 


SECONDE    PARTIE. 


1 61.  Chercher  Véquation  d'une  droite  AB  connaissani 
tes  trois  hauteurs  (ly  v,  n^  abaissées  des  trois  sommets  M, 
N,  P  du  triangle  de  référence  sur  cette  droite  (fig.  76). 

L*équation  de  la  (Iroite  AB  est  de  la  forme  : 

aM-*-  6N  -4-cP=0, 

M,  N,  P  étant  lescoordonnées  trilinéaires  d'un  point  quel- 
conque  de  cette  droite,  et  les  coeílicients  a,  6,  c  étant  indé- 
terminés. 

Fig.   76. 


cfv       t4v 


Le  point  B  oíi  cette  droite  rencontre  la  droite  de  réfé- 
rence  MP  a  pour  coordonnces  N  =  0  etflM-i-cP  =  0; 

P  BM  sin  M       iL  sin  M 


d^oú 


a 
c 


BP  sin  P       TT  sín  P 


Oi>  a  de  même  pour  les  coordonnées  du  point  A  oú  la 
droite  AB  rencontre  celle  de  référence  MN  : 


P  =  0,    aM-4-6N=»0; 
a  N  AM  sin  M       p  sin  M 

6""'~M'^"'ANsin  n""  j/sinN' 

ce  qui  donne  : 

a  6  c 


d^oú 


fi  sin  M       V  sin  N       r  sin  P 
et  comme  sin  M  :  sin  N  :  sin  P=m  inip^  m,  n,  p  étant 
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les  longueurs  des  trois  cólés  du  triangle  de  référenee  MNP, 

il  vieni : 

a        b        c 

Itm      vn      Tf 
On  a  donc  pour  I  equation  de  la  droite  demandée  : 

Des  trois  perpendiculaires  p,  y,  tt,  deux  suffiseni  pour 
déterminer  la  position  de  la  droite  AB. 

Comme  réquation  précédente  les  renferme  toutes  trois, 
ii  doít  exister  entre  ces  perpendiculaires  et  les  éléments  du 
triangle  de  référence  une  équation  de  condition  qu'il  faut 
trouver. 

A  cetté'  fin,  d*un  point  quelconque  0  de  la  droite  AB 
•irons  des  paralléles  OP',  OM',  ON'  (fig.  76)  aux  trois 
cotés  du  triangle  de  référence  et  désignons  par  a,  |3,  y  les 
angles  BOP',  BOM',  BON',  mesurés  dans  le  méme  sens,  á 
partir  de  BO.  On  a  évidemment : 

y  —  7r=:msina,     n —  fA  =  nsÍDp,     /A  —  y  =  psinr, 
ei  p  — a  =  i80«— P;    d'oú    «  =  p -*- P  — 180% 

y  — a  =  i80--f-N;    d'oú    r  =  p-H  P-f-N, 

y  =  180«-(M  — p); 
ce  qui  donne  : 

sin  a  =  —  sin  (P  -4-  p),    sin  y  =  sin  (M  —  f). 

II  vient : 

sín  a  =  —  sin  P  cos  p  —  sin  p  cos  P 

et  sin  a  -I-  sin  p  cos  P  8  +  sin  P  cos  0. 

sin'a  +  sin'p  h-  2sÍD  a  sin  ^  cos  P  =  sin'P. 

De  méme  : 

sin*y  -+-  sin'p  h-  dsin  r  sin  p  cos  M  =  sín'M; 

et  aussi  sin'a  -i-  sin'r  -«-  2sin  a  sin  r  cos  N  =ss  sin'N. 
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En  rcmplacaiu  lcs  sinus  par  lcurs  valcurs  dans  i  avant- 
derniére  de  ces  équations,  on  a  : 

(f*  —  'A*      (^  —  /*)*       2(f*  —  v){ií  —  ^)  cos  M 


p"  n*  pn 


=  sin'M. 


En  réduisant  au  méme  dcnominaieur,  on  oblicnt  pour  la 
relatíon  dcmandée  : 

ni?li.^  -\-  «V  -f-  p'tt*  —  2pW7ry  cos  M 

—  2mn/Ay  cos  P  —  2/wp/x7r  cos  N  =  4T*  (160). 


Coordennéeti   lansentlelle*. 

164.  Rcprcnons  lequation  ordinaire  de  la  lígnc  droite 

Ax  -4-  Bí/  -h  C  =  0. 

En  divisant  par  C,  il  víent  : 

A  fi 

C         C^ 

Posons  (3  =^>  c  ^^»  ^"  ^  P^"**  réquaiion  générale 
de  la  droite  : 

rx  -+-  íy  -4-  1  =  0. 

Sí  lon  donne  aux  quantités  v  ti  t  des  valeurs  con- 
nues  ct  déterminées,  la  droite  représentée  par  réqualion 
t?a:  -h  í j/  H-  1=0  sera  fixée  de  posítion. 

Si  lcs  variablcs  vQit  sont  soumises  a  unc  loí  de  varía- 
tion  exprimée  par  une  équatíon  quelconquc  f{vy  í)  =  0, 
en  faisant  passer  t  par  tous  les  états  de  grandeur  consécu- 
tífs,  t;  passera  aussi  pardes  éiats  variables  correspondants. 
La  droite  vx  -f-  íy  -h  1  =  0,  par  suite  de  ces  variations  de 
t  et  de  Vy  se  mouvra  d'une  maniére  continue  ei  déterminera 
par  ses  interseclíons  consécutives  lacourbe  rcprésentée  par 
réquation  /'(v,  0  =  0. 
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On  peiit  donc  considércr  un  point  quelconque  de  cette 
derniére  comme  provenant  de  rintcrsection  de  deux  tan- 
gentes  consécutives  :  c*est  pourquoi  on  a  donné  aux  para- 
métres  variabies  t;  et  í  de  la  droite  vx  -h  ty  -h  l  =0  le 
nom  de  coordonnées  tangentielles, 

Enattribuantá  v  etá  t  des  valeurs  connues  t;=m,  t=n, 
la  droíte  est  délerminée  de  position,  et  son  équation  est  : 

mx  -4-  wi^  -f-  I  =  0. 

Lorsqu  on  donne  fxxeiky  des  valeurs  connues,  x=ay 
y  =  b,  lequation  ai;  h-  6í-»-  1  =0  est  dite  Téquation  du 
point  M  dont  les  coordonnées  reclilignes  sont : 

jr  =  a,     y  =  6. 

Si  Ton  climine  t  entre  cette  équatíon  du  point  M 
ao  H-  6í  -h  1  =  0  et  t;x  -t-  /?/  -h  1  =  0,  cclle  de  la  droite, 

on  obtient : 

(ay  —  6x)  i;  -*-  y  —  6  =  0, 

cquaiion  qui  représenle  une  iníiniié  de  droilcs,  puisque  v 
est  índéterminc.  Comme  cette  équation  esl  satisfaile  par  les 
coordonnées  y  =  by  x  =  a,  toutes  ces  droiies  passent  par 
im  même  poinL 

Ainsi ,  dans  I  equation  rx  -»-  /y  h-  i  =0,  les  coefficients 
de  t?  et  de  í  sonl  les  coordoimées  rectilignes  d'un  point  et 
les  coeificients  v  ei  t  áe  x  ei  de  y  sont  les  coordonnées 
tangentielles  de  la  droíte. 

165.  PnoBLÊME  I.  Êtant  données  deux  droitesS  (v^ ,  ^j), 
í  (v^ ,  f^)»  chercher  leur  point  de  rencontre. 

On  aura  les  équalions  : 

av^  -+-  6f|  4-  i  s=  0 ,     ai;^  -H  6/j  -H  i  =  0, 

qui  feront  connailre  les  valeurs  des  inconnues  a  et  6.  li 
viendra  pour  le  point  d'intersection  des  deux  droiles  : 

(í,  —  y  t;  +  (tTj —  t;,)  t  -¥■  t?,^  —  Vj/,  =  0. 
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166.  Problé!ME  II.  Chercher  les  coordonnées  d'une  draile 
quipasse  par  les  deux  points 

a,v  -♦-  6i«  -h  i  =  0,     a,i;  -♦-  6jí  -4-  i  =  0. 

Ces  deux  équalions  feront  eonnailre  les  valeurs  des 
inconnues  t;  et  t  qui  sont  les  coordonnées  de  la  droile.  On 
aura  :  v  t  i 

6i  —  6,      «j  —  a,      a|6a  —  Otbi 

167.   Problémb  III.   Chercher   la  distance  du  point 
ov  H-  6í  H-  1  =0  d  la  droite  donnée  (v^y  t^). 
En  roprésentanl  cette  distance  par  á,  on  a  : 

au  -4-  6í  -+-  -I 

^  = ' 


á^natlon  pol»lre  de  1«  llsne  drolle. 

168.  Soit  OF  une  droite  fixe.  Prenons  sur  celle-ci  un 
point  fixe  0  auquel  on  donne  le  nom  dc  póle.  Du  point  0 

Yig,  77,  abaissons  une  perpen- 

diculaire  sur  unedroite 
quelconqueAB,OP=í 
étant  la  distance  de 
cette  droite  au  póle. 

Soit  M  un  point  quel- 
conque  de  la  droíte  AB. 
Désignons  par  a  et  tt 
les  angles  AOP,  AOM 
que  fait  la  droite  fixe 
avcc  la  perpendiculaire 
OP  et  le  rayon  vecleur  OM  =  p.  Voir  (172). 
On  a  dans  le  triangle  rectangle  OPM  : 


COS  («  —  a) 
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qui  est  réquation  polaire  dc  la  droite,  o)  et  p  étant  les  eoor- 
données  d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  AB. 
En  développant ,  il  vient : 

p  cos» cosa  -4-  p  sin  u  sína  ==  (í,     ou     X  cosa  -4-  y  sina  =  í, 

équation  déjá  trouvée  prccédemment  (120). 


I.  Le  sommet  d'un  triangle  dont  la  base  est  fixe  se  meut 
sur  une  droite  donnée,  On  demande  le  lieu  du  centre  de 
gravité. 

Le  lieu  est  une  ligne  droite  parallélc  á  la  droite  donnée. 

II.  Sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  0  d'une 
droite  AB  =  2ay  on  prend  une  longueur  mobile  ID  =  K. 
On  méne  les  droites  mobiles  AI  et  BD.  Chercher  le  lieu 
décrit  par  M,  intersection  de  ces  droites. 

Réponse : 

Kjc*  -♦-  2axy  —  a'K  =  0. 

III.  La  base  BG  =  i!a  du  triangle  ABC  est  fixe,  et  sa 
surface  K  est  constante.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point 
M,  intersection  des  bissectrices  de  ce  triangle  variable, 

Réponse  : 

K'  (yí  -+-  xí  —  ox,)  -^-  a(a  -  xj  x,y,  =  0. 

IV.  Par  deux  sommets  consécutifs  dhin  quadrilatére  on 
méne  des  paralléles  á  deux  de  ses  cótés  opposés.  Prouver 
que  la  ligne  unissant  les  points  de  rencontre  de  ces  paral- 
léles  avec  les  diagonales  est  paralléle  au  guatriéme  cóté  du 
quadrilatére, 

V.  Sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY,  on  construit 
un  rectangle  variable  OABC  ayant  un  périmétre  donné  2a ; 
la  perpendiculaire  menée  du  sommet  C  sur  la  diagonale  AB 
passe  par  un  point  fixe. 
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VI.  Ayani  fail  la  figure  qui  sert  á  démontrer  (e  théo- 
réme  dii  carré  de  Vhypotmuse  d*un  triangle  reclangle, 
démontrer  que  les  deux  droiíes  joignant  les  extrémités  de 
l'hypoténuse  aux  sommels  des  carrés  constmils  stir  les  cótés 
opposés  se  covpent  sur  la  perpetidiculaire  abaissée  du  som- 
met  de  Vangíe  droit  sur  Vhypoténuse. 

VII.  Êtant  données  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  on  en 
prend  trois  pour  former  un  Iriangle  dont  on  détermine  le 
point  de  concours  des  hauleurs  :  les  quatre  points  ainsi 
obtenus  sont  efi  Ugne  droite. 

VIII.  Êtaíit  données  cinq  droiteSy  on  en  prend  quatre 
qui  forment  un  quadrilatcre  complet  dans  lequel  les  milieux 
des  trois  diagonales  sont  en  ligne  droite  :  les  cinq  droites 
ainsi  ohteniies  se  coupent  en  un  méme  point. 

IX.  On  donne  quatre  droites  A,  B,  C,  D  qui,  prises  irois 
a  trois,  formont  quatre  triangles;  la  droile  A  appartient  á 
irois  de  ces  triangles.  On  joint  le  cenire  du  cercle  circon' 
scrit  á  cliacnn  d'eux  au  sommet  non  situé  sur  A.  Les  trois 
droites  ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  méme  point  I ;  les 
quatre  points  analogues  ál  et  les  centres  des  quatre  cercles 
sont  sur  une  méme  circonférence. 

X.  Êtant  donné  un  hexagone  régulier  ABCDEF,  onjoint 
AC  et  AE.  Par  le  centre,  on  mêne  une  sécante  quelconque 
qui  coupe  les  deux  droites  AC  eí  AE  aux  points  G  ef  H; 
on  unit  BG  et  FH.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre 
de  ces  deux  droites. 

Xí.  On  donne  un  angle  AOA'  et  un  point  C  sur  la  bis- 
sectrice.  Un  angle  de  grandeur  constante  toume  autour  de 
son  sommet  place  en  C;  on  joint  les  points  de  rencontre  B 
et  B'  des  cótés  de  Vangle  mobile  avec  les  cótés  de  Vangle  fixe ; 
du  point  C,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  BB'.  Trouver 
le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire. 
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CHAPITRE  VI. 


YrMnsfforiiiAlloii  de«  coordoBBéen. 


169.  La  nature  d*une  eourbe  que  décrit  un  point 
inobíle,  soumis  h  des  conditions  déterminécs,  ne  peut 
évidemment  dépendre  du  choix  plus  ou  moins  heureux 
dcs  axes  coordonnés  auxquels  on  la  rapporte. 

L  espéce  de  ligne  quc  le  point  décrit  dépend  seulement 
des  conditions  auxquelles  il  est  assujetti  dans  son  mouve- 
ment.  Mais,  si  le  choix  des  axes  n'cxerce  aucune  influence 
$ur  la  nature  de  la  courbe,  il  en  a  une  grande  sur  la  sim- 
plicité  de  réquation,  comme  on  va  le  voir. 

170.  La  somme  ou  la  différence  des  distances  du  point 
mobile  M  á  deux  points  fixes  F  et  F'  est  constante,  Cher- 

cher  íe  lieu  géo- 
métriquc  décrit 
par  le  point  M. 

En  plagant  rorí- 
gine  des  axes  rec- 
tangnlaires  au  mi- 
lieu  de  la  distancc 
X  FF'=2c(fig.78), 
et  cn  posant 

FMdzFM  =  2a, 

on  a  réquation  : 


|/y  -^  (c  -+.  x)'  ±  l/y'  -♦-  (c  —  jr)*=  2a. 

Sí  Ton  faít  disparaitre les  radicaux  et  si  lon  simplifie,  on 
obtienl :  „y  ^  (^i  _  ^1)  ^«  ^  «« (^«  _  c") 

pour  réquation  du  lieu  demandé. 
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Fig.  79. 


c^  pouvant  étre  plus  grand  ou  pUis  petit  que  a^y  en  po- 
sant  a*  —  c*  =  6*,  l'équation  du  lieu  proposé  dcvient  : 

ay  úz  5V  s=  db  oV. 

Si  1  on  cherehe  Téquation  du  méme  h'eu  en  dirigeant 

laxe  des  x  paralléle- 
ment  á  la  droíte  FF% 
et  si  lon  place  le 
point  F'  sur  Taxe 
des  y  (fig.  79)  á  une 
dislance  n  de  rori- 
gine,  on  obtiendra 
pour|le  lieu  demandé 
une  équatíon  de  la 
forme  : 


qui  est : 


My»  -*-  Nx*  -*-  %  -^  Sx  -+-  T  =  0, 


oy -4-  (tt*— c')  x*  -  2a^iy  -  2c  (o'  —  c«j  x  -  (a«  -  c»)'-h  aV=  0. 

Cette  équation  représente  toujours  le  méme   lieu,  et 

cependant  elle  ren- 
ferme  les  deux  termes 
du  premier  degré  en 
o:  et  en  j^  de  plus  que 
la  précédenie. 

Si  lon  place  lori- 
gíne  des  axes  rectan- 

gulaires  au  poini   F' 

^   (fig.  80),  la  droite  FF 

ayant    une    dírectíon 

quelconque  par   rap- 

Y '  port  á  laxe  des  x,  en 


V 


D 
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désignant  pnr  m,  n  les  coordonnées  du  poini  F,  on  a  : 


l/x«  +  y*  ±  \/(y  -  n)* -+- (x  —  m)«  =  2a. 

Celte  éqiiation^  (raitée  comme  la  précédente,  donne 
pour  le  lieu  cherché  : 

(»'  —  4tt')  y'-t-  ^mnxy  -+-  (m'  —  4a')  x'  -*-  (4a*—  m' — n*)  «^ 

/           m'  -*-  n*\' 
-*-  (4a*—  m*-  n*)  mx  -^  ( 2a' )  =  0. 

Cettc  éqiiation  contient  le  terme  en  xy  de  plus  que  la 
précédente,  et  elle  est  de  la  forme  : 

Af/» -+-  Bxy  -f-  Cx* -f-  Dy  -+-  Ex  -♦-  F  =  0, 

laquelle  est  I  equation  compléte  du  second  degré  á  deux 
varíables,  x  et  y. 

Ces  exemples  font  ressortir,  mieux  qiie  tout  ce  que  Ton 
pourrait  ajouter,  Timportance  du  choix  des  axes  et,  en 
méme  temps,  rutililé  de  leur  transformation. 


Formnles  de  1«  t^niisroriiiallon  úcm  «xes. 

171.  Soient  X,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d'une  ligne  rapportée  aiix  axes  OX,  OY,  faisant  entre  eux 
un  angle  6,  et  x',  y'  les  coordonnées  du  méme  point  de 
celte  lignc  rapportée  á  de  nouveaux  axes  O'X',  O'Y',  fai- 
sant  entre  eux  un  angle  G'=  (3  —  a,  a,  b  élant  les  coor- 
données  de  la  nouvelle  origine  O'.  Du  point  M,  tirons  les 
paralléles  MP,  MP'  á  OY  et  OT'  (fig.  81).  Posons 

OH  =  a,    0'H  =  6,    MP'  =  y',    0'P'  =  x'; 

des  points  O',  P',  menons  les  parallélcs  O'S,  P'Q  á  Taxe 
OX  et  P'R  a  1  axe  OY.  Désignons  par  a  et  (3  les  angles 
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qiie  les  noiiveaux  axes  O'X',  O'Y'  fom  avec  I  axe  OX;  on  a  : 

OP  =  OH  +  O'R -4- P'Q (1), 

MP  =  O'H  +  P'R  +  MQ.     .     .     .     .     (2). 

Le  iriangle  O'P'R  donne  ; 

O'R  :  x'  =  sín  (í  —  a) :  sin  0,     P'R  :  x'  =  sin  a  :  sin  0. 
Le  triangle  MP'Q  donnc  : 
MQ  :  t/'  =  sin  ^  :  sin  B    ct     P'Q :  y'  =  sin  [e  —  ^3) :  sin  e. 

En  substituani  ces  valeurs  dans  (1)  et  dans  (2),  on 
oblient : 


x'  sin  (e  —  a)  -4-  ly'  sin  (e  —  S) 


sin  e 


t/  =  6  H- 


x'sin  a  -4-  .y'sin/3 


sín  e 


0). 


(2). 


Fig.  81. 


Telles  sont  lcs  formules  générales  pour   passer  d'un 

syslême  d'axcs  quel- 
eonques  á  un  autre 
d'une  nouvellc  ori- 
gine^  faísant  un  au- 
gle  quclconquep— a. 
Elles  renfermenl 
quatre  constantes 
arbitraires  a,  6,  a,p, 
les  coordonnées  de 
la  nouvelle  origine 
O',  qui  peut  avoir 
une  position  arbt- 
traire,  et  les  angles 
a  et  (3  que  les  nou- 
veaux  axes  font  avec 
laxe  des  x. 


Y 

1 
0 

t 

Y'/ 

/            < 

/         piA^ — ' 

A--'n^ — 

•Jí 
11 

R 

S 

X'      0 

Y' 

I- 

I                         I 

X 
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Si  les  anciens  axes  sonl  rectangulaires^  6  =  90®,  el  ces 
formules  deviennent : 

a:  ==  a  -h  ac'oos  a  -+-  y'cos  j3    .     .     .     .     (3), 
y  ==6 -H  x'sin  a -♦- y'sin  p    .     .     .     .     (4). 

L'angle  (3  —  a  des  noiiveaux  axes  élant  aussi  droil,  on  a : 

p  — -  a  =  90%     p  =  90"  -4-  a, 
cos  p  =  —  sin  a ,    sin  j3  =  cos  a ; 

d'oú  x=^a  -\-  x'  cos  a  —  ly'  sin  «    .     .     .     .     (5), 

t^  =  b  +  or'sin  a  H-  \f  cos  a    .     .     .     .     (6), 

qui  sont  les  formules   pour  passer  d'un  systéme   d  axes 

rectangulaíres  á  un  aulre  systéme  aussí  reclangulnire.  Si 

Forigine  est  la  méme,  les  valeurs  de  a  et  dans  6  sont  nulles, 

ct  il  vient : 

x  =  a;'cosa  —  í/'sina (7), 

t/  =  x'sína  -♦-  t/'cosa (8). 

Comme  dcrnier  cas,  il  reste  á  chercher  les  formules 
propres  á  passer  d'un  systcme  d'axes  obliques  á  un  autre 
systême  d'axes  rectangulaíres. 

A  cette  fin,  il  faut  faire  (3  —  a  =  90*»  dans  (1)  et  de  (2) 
qui  deviennent  alors  : 

x'sin  (0  —  a)  —  ty 'cos  (0  —  a) 

x  =  a-\ r-  '- •     •     (9), 

sm  e 


j  _:. 


X  sm  a  -+-  V  C08  a 
W=6^ -^ .      .      .      .    MO). 

•'  sm  0 

II  est  eiair  que,  si  les  angles  a  et  (3  sont  nuls,  les  formules 
générales  se  réduisent  aux  suivantes  : 

a:  =  a  -4-  x',    y  =  6  -h  y', 

dont  on  se  sert  pour  faire  mouvoir  les  axes  parallélement 
á  eux-mêmes,  á  leffet  de  transporter  Torigine  en  un  point 
quelconque. 
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Ces  formules  contiennent  deux  eonstantes  arbitraíres  a 
et  by  puisqu'on  peul  faire  mouvoir  les  axes  parallêlement 
á  eux-mémes,  á  une  distanee  quelconque  dc  leur  posilion 
primilive. 

Lorsque  rien  n'indique  á  Tavance  la  dircction  que  les 
nouveaux  axes  doivent  avoir,  il  est  évident  que  les  angles 
a  et  (3  sont  aussi  deux  constantes  arbitraires  :  ainsi,  ies 
formules  générales  renferment  seulement  quatre  eon- 
stanles  arbitraires,  Tangle  6  étant  un  angle  donné. 

C^erdennéefl  polalre*. 

179.  On  peut  fixer  la  position  d'un  point  dans  un  plan 
de  plusieurs  maniéres  différentes. 

Aprés  la  méthodes  des  coordonnées  rectilignes,  se  pré- 
senle  celle  des  coordonnées  polnires. 

Pour  dcterminer  la  position  d'un  point  M  dans  un  plan, 
on  trace  á  volontê  dans  ce  plan  une  droitc  fixe  AB  nommée 

Fig.  8«.  «a^e  (fig-  82),  et  Ton 

prend  sur  cette  droitc 
un  point  invariable  O, 
appelé  pole.  On  joint 
le  point  M  avec  le  pólc 
0  :  la  (listance  OM  et 
I'angle  MOA  font  con- 
naitrela  position  exacte 
du  point  donné  M.  Les  distances  variables  du  póle  au 
point  M  se  nomment  rayms  vectmrs,  qui  sont,  avec  Fanglc 
MOA,  les  coordonnées  polaires  du  point  M. 

En  pla^ant  rorigine  dcs  coordonnées  rectangulaires  au 
point  Oy  et  en  dcsignant  par  x,  y  les  coordonnées  du  point 
M,  par  p  le  rayon  vecteur  OM  et  par  p  Tanglc  MOA ,  on 

^^^^  •  X  =  p  cos  p,    y  =  p  sÍD  p. 
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Fig.  83. 


Telles  sont  les  formules  les  pliis  simples  pour  passer 
des  eoordonnées  reecílignes  á  des  coordonnées  polaires. 

Sí  Ton  remplace  x  ei  y  par  les  valeurs  qui  précédent 
dans  réquation  d'une  courbe,  on  aura  Téquation  de  celle-ci 
rapportée  á  ses  coordonnées  polaires. 

17S.  Soit   0  Tangle  des  axes  coordonnés;  désignons 

par  m  et  n  les  co- 
ordonnées  du  póle 
O',  par  [3  Fangle 
que  le  rayon  vec- 
teur  O'M  fait  avec 
Taxe  O'F;  soit  a 
Tangle  que  cette 
droitefaitavecraxe 
des  X.  On  a  (íig.  83): 


OP  =  OH 
^    MP  =  0'H 


O'S, 
MS. 


Le  triangle  O'MS 
donne  : 

O'S :  p  =  sin  (e  —  «  —  p) :  sin  e, 
MS :  p  =  sin  (a  +  ^) :  sin  e. 

En  substituant  ces  valeurs  de  O'S  et  de  MS,  on  obtient : 


x  =  m  -*-  p 


sin  {é  —  a  —  p) 


sine 


n 


sin  (a  -♦-  p) 


SÍD  B 


qui  sont  les  formules  générales  pour  passer  d*un  systéme 
de  coordonnées  rectilígnes  á  des  coordonnées  polaires. 

Si  Tangle  des  axes  OX,  OY  est  droit,  sin  6  =  1,  et 
sín  (90*  —  a  —  (3)  =  cos  (a  H-  (3) ;  de  sorte  que  ces  for- 
mules  deviennent : 

X  =  m  -4-  p  008  (a  -4-  |B) ,      y  =  n  -♦-  p  sin  (a  -♦-  p). 
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CHAPITRE  VII. 


Coarbes  du  deuxiéBie  desré. 


174.  Nous  avons  vu  (116)  que  réqualion  générale  du 
premíer  degré  a  deux  varíables  représente  une  lígne  droite. 

Cherehons  quelles  sont  les  lígnes  représentées  par  Téqua- 
tion  généralc  du  2"*'  degré  á  deux  variables  x,  tj. 

Soit  Téquation 

A^*  -+-  Bx-iy  -♦-  Cx*  H-  D]/  -H  Ex  -+-  F  =  0  .     .     (I), 

dans  laquelle  les  coefficicnts  A,  B,  0,0,  E,  F  sont  des 
constantes  arbitraires,  de  grandeur  ct  de  signe  quelcon- 
ques  et  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque. 
Comme  on  peut  toujours  diviser  tous  le$  lermcs  dc  cette 
équation  par  F  ou  par  un  autre  coeílicient  A,  B,  C,  D,  ctc, 
on  voit  qu'elle  ne  renferme  eirectivomenl  que  cinq  con- 
stantcs  arbitraires. 

Les  valeurs  de  la  variable  y  dépendent  non-seulement 
de  celles  de  x,  mais  encore  de  celles  de  A,B,  C,  D,  elc. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  6  y,  on  obtient : 

Bx  -+-  D      \     ,— 

y  = zb_V/(B*-  4AC)  x*-*-2  (BO  -aAKjx-i-  D*-4AF. 

Les  quaniités  A,  B,  C,  ctc,  étant  détermínées,  en  faisant 
passer  x  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles,  ces 
valcurs  fcront  connaítre  celles  correspondanles  de  y  qui 
devront  clre  chaquc  fois  réellcs  pour  que  le  point  existe. 

Le  signe  du  trinómc  du  S"*""  degré  situé  sous  le  radical 
dcpend  du  signe  de  B^  —  4AC,  coeflicient  de  x*. 
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On  sait  que  pour  touie  valeur  de  x  égale  á 

2(BD--2AE) 
^•^      B'-4AC     ^^' 

le  premier  lerme  sous  le  radical  (B^  —  4AC)  x^  est  plus 
grand  que  la  somme  des  deux  autrcs. 

Donc ,  si  B*  —  4AC  <  0 ,  pour  loute  valeur  de  x  égale 
ou,  á  plus  forie  raíson,  supérieure  i 

^       2  (BD  —  2AE) 

1    H 9 

B»  —  4AC 

le  trindme  sous  Ic  radical  aura  le  signe  négatif  de  son  pre- 
mier  (erme  (B*  —  4AC)  x^,  et  la  valeur  correspondante  de 
y  sera  toujours  imaginaire. 

La  courbe,  dans  ce  cas,  sera  donc  limitée  dans  le  sens 
des  X  positifs  eides  x  négalifs. 

En  rcsolvant  lequalion  par  rapport  a  x,  on  verra  facile- 
meni  que,  si  B*  —  4AC  <0,  la  courbc  est  également 
limiléc  dans  le  scns  dcs  y  positifs  et  des  y  négatifs.  Si 
£4  —  4AC  <  0,  le  lieu  ou  respéce  de  courbe,  que  pourra 
représentcr  dans  ce  cas  Téquau'on  générale,  sera  donc 
limitée  dc  toutes  parts :  on  la  nomme  Ellipse. 

Si,  au  contrairc,  B*  —  4AC  est  posilif,  pour  loute  valeur 

{*)  Le  coeíOcient  de  07,  2  (BD  —  2AE),  est  supposé  plus  grand  que 
D*—  4AF.  Si,  au  conlraire,  2  (BD  —  2AE)  <  D*— 4aF,  au  lieu  de 

2  (BD  -  2AE) 
^"*'     B«-4AC     ' 

ou  doit  prendre  pour  llmiie  de  x  : 

D«  -  4AF 


1-+- 


B«  -  4AC 


6 
Sí,  dans  le  trindme  ax*  -t-  &aj  -*-  c ,  on  fail  íc  =  1  -*-  - ,   on  aura 

ax'*  "^  bx-^Cfb  étant  plus  grand  que  c. 
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positive  ou  négativc  de  x  égale  ou,  h  plus  forte  raíson, 

supérieure  á 

2  (BD  -  2AE) 

A  •+■  — —- > 

B*— 4AC 

le  terme  (B*  —  4AC)  x^  est  plus  grand  que  la  somme  des 
deux  autres.  II  s'ensuit  que  le  trinóme  situé  sous  le  radical 
sera  toujours  posítif,  á  partir  de  la  límite  indiquce  préeé- 
demment,  et  que  la  valeur  correspondante  de  y  sera  réelle. 
La  courbe  pourra  donc  s'étendre  á  Finfini  dans  le  sens  des 
X  positifs  et  des  x  négatifs. 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  prouverait  que  la 
courbe  peut  s*étendre,  á  partir  d'une  certaine  grandeur 
pour  ífy  jusqu'á  Tinfini  dans  les  deux  sens. 

Donc,  si  B^  —  4AC  est  positif ,  la  courbe  pourra  s'éten- 
dre  á  Finfini  dans  tous  les  sens  :  on  nomme  cette  courbe 
Hyperbole. 

Le  trinóme  situé  sous  le  radical  étant  réel  seulement 
lorsque  la  valeur  de  xoxxdey  est  finie  et  marquée  par 

2  (BD  —  2AE) 
*  "*"~B«~4ACr' 

les  hyperboles  sont  des  courbes  qui  s'étendent  á  rinfiní 
dans  tous  les  sens  et  qui  sont  séparées  par  un  intervalle. 
En  effet,  pour  toute  valeur  positive  ou  négative  de  x  ou  de 
y  plus  petite  que 

2  (BD  —  2AE) 


1 


B'  —  4AC 


le  trindme  du  second  degré  en  x  ou  en  y  sous  le  radícal 
pourra  devenir  négatif,  et  rendra  Tune  des  varíables  x  ou 
y  imaginaíre. 

Enfin,  si  B^ —  4AC  ==  0,  il  ne  reste  plus  sous  le  radical 
qu'une  expression,  égale  6  ^px  +  g,  qui  peut  admettre 
pour  X  des  valeurs  infiníes  seulement  dans  un  sensi  marqué 
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par  le  signe  de  p.  La  courbe  ne  pourra  donc,  dans  ce 
cas,  s'étendre  d  rinfini  que  dans  une  seule  direction  :  on 
nomme  ceiie  courbe  une  Parabole. 
On  voil  que  Téquation  générale 

Ay^  -h  Bxy  -♦-  Cx«  -i-  Dy  -♦-  Ex  -4-  F  =  0 

peut  représenter  irois  genres  distincts  de  courbes  : 

1"  Des  courbes  limitées,  fermées  de  toutes  parts,  nom- 
mées  Ellipses,  si  B«  —  4AC  <  0 ; 

2°  Des  courbes  s  etendant  á  Finfini  dans  tous  les  sens, 
nommées  Hyperboles^  si  B^  —  4AC  >  0; 

3*  Des  courbes  s'étendant  a  Tinfini,  dans  un  sens  seule- 
^  ment,  nommées  Paraboles,  si  B*  —  -iAC  =  0. 

175.  Lexpression 

Bx-^D      \  ,  ^— . ^ 

y= ^^— ±— l/(B'-4AC)x«-i-a(BD-!2AE)x-4-D*-4AF, 

nous  apprend  qu'á  une  valeur  quelconque  de  x  correspon- 
dcnt  toujours  deux  valeursdifférentes  de  y,  ayant  une  pre- 
miêre  partie  commune,  celle  qui  précêde  le  radical.  Les 
deux  autres  parties  étant  égales  et  de  signcs  coniraíres, 
réqualion  Bx  -1-  D 

^""~        2A 
est  un  diamëlre  de  la  courbe. 

On  nomme  diamétreádim  les  courbesjdu  2'"'  degré  une 
droite  qui  partage  un  systéme  de  cordes  paralléles  en  deux 
parties  égales. 

Soil  une  abscisse  quelconque  x  =  OP  (fig.  84),  et  PG 
l*ordonnéc  correspondantc  de  la  droite 

_       Bx^-D 

Puisque  les  deux  valeurs  du  radical  sont  égales  et  de 
sígnes  contraires,  celte  ordonnée  PG  doit  élre  augmentée 

13 
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et  diminuée  de  la  méme  quantíté  qui  est  la  vaieur  que 
prend  le  radical  quand  on  y  fait  x  =  OP. 


Fig.    84. 


Tc^r 


Soit  GM  eette  valeur  du  radical ;  de  sorte  que  les  deux 
ordonnées  de  la  courbe  sont : 

y  =  PG-^GM  =  PM    et    v  =  PG  — GM'  =  PM', 

GM  étant  égal  á  GM'. 

En  faisant  x  —  OF  et  répétant  la  raéme  construclion 
que  précédemment,  on  verra  que  NN'  est  une  corde  paral- 
léle  á  MM'  dont  G'  est  le  poínt  milieu,  et  qu*ainsi  la  droíte 
GG'  représentée  par  réquation 

_       Bx-*.  D 
.V-  2A"' 

est  un  diamétre  de  la  courbe.  Les  équations 

2Ay -hBx-h  D==»0     el    2Cx -*- By -4- E  =  0 

sont  deux  diamêtres  qui,  par  leur  intersection,  déterminent 
la  posiiion  du  point  qu*on  nomme  centre  dans  les  courbes 
du  S""  degré. 

Sí  les  coeíBcients  A  et  C  sont  de  signes  contraires, 
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B* — 4AC  sera  toujours  posilif,  puisque  les  deux  termes 
de  ee  binóme  seront  positifs  :  dans  ce  cas,  la  eourbe  ne 
pourra  être  qu'une  hyperbole. 

176.  Ellipse.  SiB^  —  4AC  est  négatif^  la  courbe  ne 
pourra  avoir  aucun  point  a  TinGni ;  elle  sera  limitée  de 
toutes  parts  entre  quatre  paralléles  aux  axes.  Lorsque  la 
conditíon  B*  —  4AC  <  0  est  remplie,  on  ne  peut  assurer 
pour  cela  que  Tellipse  existe,  car  celle-ci  peut-étre  imagínaire. 

Poar  avoir  les  points  oú  le  diamétre  rencontre  la  courbe, 
il  est  évident  qu'il  faut  chercher  les  valeurs  de  x  qui  rendent 
nul  le  radical 

JLí/(B*—  4AC)  x'  -♦-  2  (BD  —  2AE)  x  -♦-  D»—  4AF. 

Les  racines  de  Tcquation 
(B*  -  4AC)  x«  -+-  2  (BD  —  2AE)  o;  +  1)*—  4AF  =  0, 

peuvent  être :  P  réelles  et  inégales;  2°  réelles  et  égales; 
3**  imaginaires. 
Posons 

B«— 4AC  =  n«;     BD  — 2AE=p;     D*— 4AF  =  9. 

1**  Admetton:^  que  les  deux  racines  x'yx'\  qui  annulent 
le  trinóme  _  „V  -♦-  2px  -f-  y 

soient  réelles  et  inégales.  La  valeur  générnle  de  y  pourra 
se  mettre  sous  la  forme  : 

Bx-+-  D        1 


Bx  -♦-  D        n  ,  y- 

y= — ^d=~y{x--x)(x-x-). 


(*)  On  saíl  par  TAlgêbre  que  1e  trindme 

—  n*c^  -4-  ^px  •+-  g  =  —  n*  (o?  —  «')  (o?  —  a?'') 
cbajige  de  signe,  les  deax  raciDes  af^  w"  étanl  réelles,  seulemenl  lorsque 
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Soient  (fig.  88),  x'  =  OA, x"  =  OA',  AE  ei  A'E'  élant 
les  ordonnées  correspondantes  du  diamétre.  Désignons  par 
E,  E',  les  points  ou  la  courbe  rencontrece  diamêtre,  qu'on 
sait  tracer  d  apres  son  équation. 

Fíg.  85. 


Pour  lonte  valeur  positive  de  x,  moíndre  que  x',  les 
deux  facteurs  x'  —  XyX  —  ac"  seront  de  signes  contraires , 

et  le  radical  n      . 

—  [/(x'-x)(x--x") 

sera  imaginaire  :  la  eourbe  ou  le  lieu  ne  pourra  donc  avoir 
aucun  point  entre  laxe  des  //  et la  parallélc  AE.  Si x  =  x', 
le  radical  devient  nul  el  Fon  obticTit  le  point  Ë  oú  la 
courbe  rencontre  le  diamêlre 

_       Bx'  -^  D 

^^  2A 

Pour  toute  valeur  posilive  de  x,  plus  grande  que  x'  et 
moindre  que  x",  les  deux  facteurs  x'  —  x,  x  —  x"  sonl 
tous  deux  négatifs ;  le  radical  est  constamment  réel  et,  s^ 


la  valeurdea;estcompriseeiilre  celles  ci.  Le  produit  —  n*{x  —  x')  (x — af'), 
situé  sous  le  radical,  sera  positif  si  x  ^  x'  <  x",  af*  étaot  la  plos  gnuDde 
des  deux  racines. 
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chaque  valeur  de  x,  répondent  deux  valcurs  de  y ,  Tune 
au-dessus  et  l*autre  au-dessous  du  diamétre  lEE'. 

Lorsquex  =  x",  leradical  s'annule,  et  Ton  a  le  seeond 
point  E',  oú  Tellipse  reneontre  le  diamétre.  Si  x>  x'  et,  á 
plus  forte  raison ,  est  plus  grand  que  x',  le  facteur  x'  —  x 
est  négatíf,  qí  x  —  oc"  est  positif;  le  radical  devient  de  nou- 
veau  imaginaíre,  ct  rellipse  cessc  d'exister. 

Enfin,  si  lon  ehange  x  en  — x,  le  facteur  x'  —  x  de- 
vient  x'  +  x;  il  est  toujours  positif,  tandis  que  le  second, 
X — x"  =  —  (x  -I-  x"),  conserve  conslammentle  signe — . 
Le  radical  est  imaginaire  pour  toute  valeur  négative  de  x. 
La  courbe  ne  posséde  aucun  point  du  cóté  des  x  négatífs; 
de  sorte  que  rellipse  existe  seulement  entre  les  parallêles 
AE,  A'E'. 

Le  (rinóme  —  n*x^  -f-  2/)x  h-  q  esi  nul  pour  une  valeur 
finie  quelconque  de  x. 

La  varíable  x  passant  par  tous  les  états  dc  grandeur 
finic,  depuis  x  =  x'  jusqu'á  x  =  x",  le  trinóme  sous  le 
radical  passe  luí-méme,  sans  devenir  infini,  par  tous  les 
états  de  grandeur  correspondants.  Parmi  ceux-ci,  il  en  est 
un  qui  est  maximum. 

Pour  le  trouver,  posons  : 


nons  aurons 


n*      ^    rc      rr      nr 


d'oú  m 


-"•(4-4 

\n*      n'/ 


p       x'-»-x" 

X  =  H r  = 

n*  2 

B  étant  le  milieu  de  AA',  on  a  : 

OA— OA     OA-vOA' 
OB=OAh = ;     d'oti     x=OB 
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et        m  =  »' 


■(íj^)'_,v']=„.íí::z^. 


quí  esl  le  maximum  du  radieal. 

En  portant,  á  partir  du  point  G  (Gg.  85),  sur  I'ordonnée 
B6  du  diamêtre,  au-dessus  et  au-dessous  de  cc  dernier, 
deux  longueurs  GT,  GT',  égales  á  n  (*"' ~  '^X  on  aura  les 
dcux  points  T,  T'  de  rellipsc  les  plus  éloignés  du  dia- 
métre.  On  voit  que  la  eourbe  cst  tangentc  aux  points  T,  T' 
des  deux  droitcs  R'  S'  ct  RS,  parallclcs  au  diamétre  1EE% 
et  qu'elle  est  aussi  tangcnte  aux  deux  points  E,  E'  des  deux 
droites  AR',  A'S',  paralléles  á  Taxe  dcs  y. 

177.  2^  Si  Ics  racincs  dc  Téquation 

—  nV  -♦-  2par  -♦-  gr  =  0 
sonl  égalcs,  on  aura  : 

Bx-h  D        i 


y  = ^  zt  ^  K  -  n*  (X  -  x')  (x  -  x') . 


__       Bx  -f-D 
^*"  2A 


\    2A    J 


Alors,  rellipse  infiniment  petitc  sc  rcduit  á  un  point, 

Bx'-H  D 

x  =  X     et    V  = » 

•^  2A 

ou  bien  aux  dcux  droites  imaginaírcs  qui  précédcnt. 

On  conQoit  que  les  points  dc  rencontrc  d'une  droite 
quelconquc  avcc  une  courbe  qui  se  réduit  ainsi  h  un  point 
soient  imaginaires. 

17S.  5^  Lcs  raeines  qui  satisfonl  á  Féquation 
—  n'x*  H-  2/)x  -f-  qf  =  0  élant  ímaginaires,  le  trinóme  con- 
serve  le  signc  négatif  dc  son  prcmier  termc,  quellc  que 
soit  la  valcur  de  x  :  le  radical  cst  imaginaíre,  ci  Tellipse 
ne  peutcxistcr. 
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Si  g  =  0,  il  ne  reste  plus  soiis  le  radical  que  le  binóme 
—  n^x^  '■h  2px  =  0.  En  1  egalant  á  zéro,  Tune  des  racines 
sera  nulle,  et  la  seconde  est : 

2p 

/r 

elle  peut  étre  posilive  ou  négative.  Dans  ce  eas,  Taxe  desy 
cst  tangent  a  rellipse,  au  point  oú  il  est  rencontré  par  le 
díamétre. 

Ënfin^  si  /}  =  0,  le  radical  se  réduisant  á 


V/IT^ 


V-f-  q, 


lorsque  les  racines  de  Téquation  —  n'x'  -f-  g  =  0  seront 

réelles,  le  cenire  de  rdlipse  sera  situé  sur  laxe  des  y, 

puísquc   les  racines  réelles  sont  égalcs  et  de  signes  con- 

traires. 

179.  Hyperbole  :  B^  —  4AC  >0.  Soit  IH  le  diamêtre 

représenté  par  lequation  y  =  —  ^'^  . 

On  a  : 

Bx  -♦-  D        í   .  ^-— 

^  2A  2A  '^         ^ 

1®  Supposons  que  les  racines  x',  x"  qui  annulent  le  trí- 
nóme  -f-  n^x^  +  2px  +  q  sous  le  radical,  soient  réelles, 
inégales  et  loutes  deux  positives.  Posons  x'  =  OB,  x"  =0B', 
(flg.  86).  On  aura  : 

Bx-*-  D        í 


y  = —  =t  —  »/n«(x-  x')  (X-  x")  (*). 

Faisons  passer  x  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles 
depnís  zéro  jusqu'á  riníini  positif. 

Si  X  est  plus  petit  que  x  et,  par  suile,  plus  petit  que  x", 

(*)  Le  irinóine  n'a?* -4- Spa? -4- g  =  «■  (a?  —  ár')  (a?  —  a?")  ehangera  de 
signe  et,  par  conséqaeiit,  deviendra  négatif,  sí  x  >  o:'  <  a/'. 
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les  deux  facteurs  x  —  x',  x  —  x"  seronl  lons  dcux  de 
méme  signe  et  deviendront  d*au(ant  plus  petits  que  la  va- 
leur  posílive  dc  x  difTérera  moins  de  celle  de  x' ,  et  aussi 
de  celle  de  x". 

Pour  chaque  valeur  de  x^  il  y  a  deux  valcurs  cgales  e( 
de  signes  contraires  pour  j/,  complées  5  partir  du  díamétre 
lËE';  il  s'ensuit  que  les  points  de  la  courbe,dcpuís  x  =  0 
jusqu'á  X  =  x\  s  approchcnt  de  plus  en  plus  du  diamétrc. 

Fig.   86. 


Pourx  =  x',  lcs  deux  valeurs  de  y  se  réunisseni  en 
une  seule  :  la  paralléle  BE  á  laxe  des  y  est  tangente  en  E, 
au  point  oú  le  diamétre  rencontre  Thyperbole. 

Lorsque  x  est  plus  grand  que  x'  et  plus  petit  que  x",  lc 
facteur  x  —  x'  esl  positif,  et  le  second  x  —  x"  cst  négatif; 
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c  esl  pourquoi  le  radíeal  esl  imaginaíre,  et  que  rhypcrbole 
n'a  aucnn  point  dans  rintervalle  de  x'  á  x\  entre  les  pa- 
ralléles  BE,  B'E'.  Si  x  =  x'\  le  radical  se  réduit  á  zéro,  el 
la  droite  B'E'  est  (angente  en  E',  au  point  oú  le  diamétre 
rencontre  rhyperbolc. 

X  étant  plus  grand  que  x\  les  deux  facteurs  x  —  x\ 
X  —  x'^  sont  tous  deux  positifs,  et  d'autani  plus  grands  que 
la  valeur  de  x  est  elle-méme  plus  grande;  et  comme,  pour 
chaque  valeur  de  x,  il  y  a,  á  partir  du  diamétre,  deux  va- 
leurs  du  radical  égales  et  dc  signes  conlraires,  il  en  résulte 
qu'á  partir  du  point  E'  la  courbe  s'éloigne  de  plus  en  plus 
du  díamétre  lEE'jusqu'á  Tinfini. 

Pour  x  =  0,  on  obliënt  les  poinís  R,  R',  oú  riiyperbole 
rencontre  laxe  des  y. 

Si  X  est  ncgatif,  il  est  évidenl  que  les  deux  facteurs 
seront  tous  deux  négatifs;  le  radical  est  réel,  et  d'autant 
plus  grand  que  la  valeur  absolue  de  x  sera  grande.  II 
s*ensuit  que  rhyperbole  est  composée  de  quatre  branches 
qui  s'étendent  á  Tinfini  dans  tous  les  sens. 

1§0.  ^  Si  les  racines  de  Féquation 

sonl  égales,  le  trinóme  sous  le  radical  est  nn  carré  parfait, 

et  il  vient : 

Bx  -4-  D       n 

L'hyperbole  se  réduit  dans  cc  cas  aux  deux  droiles 

Bx  -+-  D      n  ^ 

V  = 1 (x  —  X ) 

Bx  -4  D       n  ^ 

el  V  = (^  —  ^  )> 


202  SECONDE    PARTIE. 

qui  se  coupeni  en  un  même  poinl  du  diamétre  qu  on  ob- 

n 
ÏA 


lienl  en  posant^  (x  —  x')  =  0;  d'oú 


Bx'  -H  D  ^, 

x  =  x'     ct     y  = ÏÁ^O- 

ISl.  Les  racines  de  Téquation 

n'x'  -♦-  2px  H-  g  =  0 

étanl  imaginairesy  le  irinóme  sous  le  radical  conserve  con- 
stammenty  comme  on  le  sait,  le  signe  de  son  premier 
lerme  n^x^  quelic  que  soit  la  valeur  de  x;  il  en  résulte 
que  les  valeurs  de  y  sonl  loujours  réelles  et  que  rhyper- 
bole  existe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

Mais,  les  racines  qui  annulcnt  le  trinóme  sous  le  radi- 

cal  étant  imaginaires,  le  díamétrc   y  = «^ »  "^ 

pourra  pas  dans  ce  cas  rencontrer  la  courbe;  íl  passe  alors 
dans  rintervalle  qui  sépare  les  branches  dc  celle-ci. 

Pour  avoir  alors  les  points  de  Thyperbole  qui  s  approchent 

(*)  Sí  le  IriDÓme  n'x'  +  ^px-¥-  q  dans  rexpressíoD  de  lordoniiée  deb 

coarbe 

Rr-f-D  ,    í   ,.-— 

*  2A  2A  f         1 

est  ao  carré  parfail,  l'équatíon  générale  représenie  le  sysiênie  de  deuz 
droiles.  La  coodition  pour  que  ce  trindme  soit  un  carré  parrait  esl : 

(BD  —  2AE)«=  (B«  -  4AC)  (D*  -  4AF) 
ou  4ACF  -♦-  BDE  -  AE*  -  CD«  —  FB«  =  0. 

C'est  á  cette  quantilé  quí  renferme  les  paramêtres  A,  B,  C,  D,  E,  F  qu'on 
a  donné  le  nom  de  diêcriminant  auquel  nous  reviendrons  plus  loín  et  que 
nous  représenterons  par  A. . 

H  est  évident  que  si  Pon  preiid  pour  équalion  gtnérale 

ay'  -4-  'ibxy  -+-  cx*  -f-  Ídy  -¥■  'iex  -+-  /"=  0, 
on  aura  pour  le  discriminant 

acf+-  ^h'le  —  fl««  —  cíí'  —  /6*  =  0. 
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le  plus  dii  díamélre,  cherchons  le  minimiim  du  radical 


2A 


A  cette  fin,  soit 


»V  -H  2px  -^  q=:m; 


d'oú 


n*        ^    fr       \rr       n*J 


et 


m 


^n'       n*/ 


En   portant   cette   valeur  ^V^  —  ^  au-dessus  et  au- 


Fig.  87. 


dessous  du  diamétre,  sur  Tordonnée  eorrespondante  á  Fab- 
scisse  x  =  —  ^  =  OP,  on  aura  les  deux  points  R,  R',  les 
plus  rapprochés'du  diamétre  (fig.  87). 

IM.  Si  A  ou  C  est  nul ,  le  binóme  B^  —  4AC  se  ré- 
duit  á  B^,  et  la  courbe  représentée  par  Féquation  générale 

Ay'  -t-  Bxy  -t-  Cx*  -+-  Diy  -f-  Ex  -4-  F  =  0 , 


SOi 
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cst  une  hyperbole.  On  a  cn  cffer,  dans  ce  cas,  pour  A  =  0, 

Cx*  -*-  Ex  -4-  F 


y  = 


Bx-+-  D 


y 


=  ax  -H  6  H- 


Bx-t-D 


ax  -f-  6  éiant  le  quolient  de  la  division  de  Cx*  -t-  Ex  +  F 
par  Bx  -h  D,  et  c  élant  le  rcste. 


Fig.  88. 


Soit  IH  (fíg.  88)  la  droite  qui  a  pour  équation 

y  =  ax  -H  h, 
Faísons  x  =  0  dans  cette  équation,  on  a  : 


V  =  6  H — 
^  D 


En  portant  sur  Taxc  des  y,  a  partir  du  point  H,  HE  =^ 


e 

r 
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on  obu'endra  le  poínt  E  oú  la  eoiirbe  renconire  Taxe  des 
ordonnées. 

L'ordonnée  queleonque  PM  de  la  eourbe  se  compose 
de  I'ordonnée  PN  de  la  droite,  plus  la  valeur  NM  =  bj^-d' 

En  faísant  grandir  x,  á  partir  de  zéro,  Tordonnce  PM  de 
la  courbe  se  rapproehera  de  plus  en  plus  de  Tordonnée 
PN  de  la  droite  j/  =  aa:  -f-  6,  puisque  la  fraction  5^—5» 
quí  est  égale  á  MN,  devient  de  plus  en  plus  petite. 
Lorsque  x  =  oo^  la  valeur  de  cette  fraction  est  iníinimenr. 
petite  ou  nulle :  la  branehe  de  eourbe  EMC  se  rapproehe 
done  de  plus  en  plus  de  la  droite  IH,  et  se  confond  avec 
cellc-ci  lorsque  x  =  00. 

Faisons  ensuíte  passer  x  par  tous  les  états  de  grandeur 
depuis  X  =  0,  jusqu  a  x  =  —  00. 

A  cette  fin,  changeons  x  en  —  x.  On  aura  : 


y=  —  ax  -h  h  -h 


D  —  Bx 


A  mesure  que  x,  á  partir  de  zéro,  s  approche  dc  -g,  la 
fraction  ^rz^  devient  de  plus  en  plus  grande^  toul  en  res- 
lant  positive,  ainsi  quc  rordonnée  de  la  courbe.  Lorsque 
x  =  OK=  g,  cctte  fraction,  ainsi  que  y,  seront  infinis; 
on  obtíendra  la  seconde  branche  EG'  qui  rencontrera  la 
paralléle  KL  a  Taxe  des  y  a  rinfíni. 

Pour  toute  valeur  de  x  =  ^  db  a,  a  éiant  une  quantité 
aussi  petite  que  l'on  voudra,  la  fraction  ^^zbí  ^^^^  négative 
ou  posilive,  et  infinimenl  grande. 

Si  X  =  §  +  a  =  OP',  rordonnce  de  la  courbe  sera 
P'fH'  =  P'N'  -h  M'N';  si  a  est  infiniment  petit  ou  nul,  la 
fraclíon  pj^^  =  M'N',  qui  est  négative,  devient  infiniment 
grande,  comme  aussi  Tordonnée  de  la  courbe,  et  Ton  a  la 
branche  M'C"  qui  se  eonfond  á  Tinfini  avec  la  paralléle 
LKL'  &  Taxe  des  y. 
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Si  1  on  fait  grandir  x indéliniment,  la  fraction  p_^^,  tou- 
jours  négative,  deviendra  dautant  plus  petite,  ainsi  que 
M'N',  et  Ton  obtiendra  de  cette  maniêre  la  brancbe  M'C'" 
qui  se  confondra  avec  la  droite  IH  lorsque  ac  ==  —  oo. 

IM.  Si  G  =  0,  on  a  : 

c/ 
x^my 


n 


By-+-E 

my  -H  n  étant  le  quolient  de  Aj/*  -*-  Dy 
et  d  le  resie  de  la  division. 


F  par  By  -t-  E, 


La  courbe  est  une  byperbolc  représentée  par  la 
tigure  89. 

On  construit  d'abord  la  droite  IH  qui  a  pour  équation 
X  =  my  -h  n, et  la  paralléle  RKR'  á  laxe  des  x. 


y«  — 0K  = 
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Cetie  paralléle  se  eonrond  á  rinfini  avee  les  branches 
des  courbes  DG,  D'S,  et  la  droite  IH  se  confond  á  l'infini 
avec  les  branches  DG'  et  D'S'. 

Lorsqiie  le  trinóme  Gac'  -h  Ex  -+-  F  est  divisible  exac- 
tement  par  Bx  +  D ,  il  est  alors  évident  que  rhyperbole 
se  réduit  au  systéme  de  deux  droites.  En  effet^  on  a  dans  ce 
caSy  puisque  le  reste  c  est  nul :  ^ 

y  (Bx  -♦-  D)  =  {ax  -*-  b)  (Bx  -4-  D) 
ou  {y  —  ax  —  6)  (Bx  -♦-  D)  =  0, 

quí  est  bien  le  systéme  de  deux  droites  : 

yssaxH-6,    Bx-f-D  =  0. 

IM.  Enfin,  si  A  et  G  sont  nuls  en  méroe  temps, 
réquation  générale  est  alors 

Bxy  H-  Dy  -4-  Ex  -*-  F  =  0. 

La  courbe  est  encore  une  hyperbole  (fig.  90). 
En  résolvant  cette  équation  successivemenl  par  rapport  á 

X  et  á  2/,  on  a  : 


X  ==  — 


% 


»  =  — 


Ex 


E 
F 


Bx-4-  D 


X        Si  les  dénomina- 

^  teurs  sont  nuls,  les 

^  valeurs  de  x  et  de  y 

deviennent  infinies; 

mais  By  H-  E  =  0 

donne : 

E 


J'^-B 


qui  représente  une  paralléle  h  Taxe  des  x. 


Ile  njrai^,       Rr  -h  D  =  •>.     x  = 

D 


re}-.-vsEii:e  urje  pankl»-)e  á  Taie  des  y.  Os  deax  panilélcs 
r«jr  .li'j^m  Ie<  bruicbcs  DC  EC ,  D  S ,  E  S  a  ríitf  ni. 

Li  ^&Vcur  f^DmSe  «ie  5  >e  miuu  a 

Bx-  D 


5  = ríil    :»rx-i-f: 

^  riaot  pL«>i!it.  b  e^.-arbe  oe  p:-arra  s'eteftdre  á  nnfini  qoe 
d^ik^  Se  <en$  des  x  po>ïa&. 


*s. 


^  Xí 


B 


X 


K        X 


C 


I*  Si  j»  ei  ^"  $oiu  icKts  deu\  posiuTs,  en  pocsanl 
po«r  le  poíiu  E »  oíi  fai  |vur;iKIe  rviKHMiire  le  diunélre  lilE. 
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Prenons  sur  Vaixe  des  x,  dans  le  sens  négaiif,  une  lon- 
gueur  OK'  marquée  par  —  ^,  el  lirons  la  paralléle  K'E' 
á  Taxe  des  y  :  la  eourbe  n  aura  aucun  point  au  delá  de  eette 
droite  qui  est  tangente  en  E'  á  la  parabole  (fig.  91). 

2*  q  étant  nul  et  p  positif,  la  courbe  n'aura  aucun  point 
du  cóté  des  x  négatifs,  et  laxe  des y  sera tangent  á  la para- 
bole,  au  point  H  oú  le  diamétre  rencontre  cet  axe.  On 
obtiendra  ainsi  la  parabole  AHB.  II  est  évident  que  Ton 
pourra  donner  á  x  dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent, 
telle  valeur  posiiive  que  Fon  voudra. 

3*  q  étant  négatif  et  p  positif ,  en  posant  2/)x  —  9  =  0, 

on  obtient : 

^-  ?  . 

ety  si  Ton  prend  sur  Taxe  des  x,  dans  le  sens  positíf ,  une 
longueur  OK  =  ^ ,  la  parallêle  KE  sera  tangente  au  point 
E  á  la  parabole,  et  cclle-ci  n  aura  aucun  point  en  de^á  de 
cette  droite. 

p  étant  négatif,  la  courbe  pourra  s'étendre  á  Tinfini  seu- 
lement  dans  le  sens  des  x  négatifs. 

Supposons  que  le  terme  q  soit  posilif.  On  aura 

—  2px  -+-9  =  0;    d'oú    X  =  —  ; 

ce  qui  nous  apprend  que  la  parabole  n  a  aucun  point  au 
delá  de  la  parallêle  KE,  dans  le  sens  des  x  positifs. 

Si  g  =  0,  il  reste  sous  le  radical  V" —  2/)x,  expression 
qui  n*admet  pour  y  aucune  valeur  posítive  de  x.  La  para- 
bole  dans  ce  cas  est  A'HR' ;  elle  est  tangente  au  point  H  á 
Taxe  des  y  et  s'étend  á  Tinfini  dans  le  sens  des  x  négatifs. 

Enfin,  si  p  eiq  sont  en  méme  temps  négatifs,  la  parabole 
coupera  le  diamétre  au  point  E'  et  s'élendra,  á  partir  de  ce 
poínt,  á  rínfini,  dans  le  sens  des  x  négatifs. 

u 
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AppllMitl«M  nuHiérl^wMi. 

1S6.  Proposons-nous  de  construire  les  courbes  repri- 
sentées  par  les  équations : 


1" 

70 
8« 


y'—  2xy-4-   3x*— iy-*.    5x—  6  =  0; 
y*—   6xy-f-40x*— 2y-4-    2x  ^   5  =  0; 

y*  -^  «Oxy  -4-  SSx*—  6y  —  40x  -^  24  =  0; 

y*—  2xy—    3x'-+- 6y -4- lOx—  3=0; 

y*  —  4xy  -♦-    3x* —  6y  -♦-    8x  -4-   4  =  0: 

y*—  6xy-4-    5x'—14y-4-22x -4-24  =  0; 

y*—  4xy-4-    4x'— 6y-4-    7x -4-   9  =  0; 

y*  —  2xy  -+-  X*  -4-  X  =  0. 

1  *^  Soitproposé  de  construire  la  courbe  dont  l'équation  est . 

y*  —  2x1/  -4-  3x*  —  4y  4-  3x  —  6  =  0. 

Les  axes  coordonnés  élant  rectangulaires,  on  a  : 


y  =  X  4-  2  ±  l/— 2x*  — x-4-  iO; 
on  voit  que  cette  courbe  est  une  ellipse  et  que 

y  =  x  -H  2 

esl  un  de  ses  diamëtres,  qu'ii  est  (acile  de  construire. 

Les  racines  du  trinóme—  2x*  —  x  -f-  10  situé  sous  le 
radical  é(ant  2  et  —  ^,  la  courbe  coupe  le  diamêtre  IH  (fig. 
92)  aux  deux  points  E,  E'  qui  ont  pour  abscisse 


0A  =  2,     0B  =  — -,     y  =  x-4-2db  y  2  (2  — x)[x -4--]. 

Si  Ton  fait  x  =  0,  on  aura  les  deux  points  S,  S',  inter- 
seciion  de  rellipse  avec  Taxe  des  y. 
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Pig.  9i. 


En  faísant  grandír 
X  positivemenl  depuis 
zéro  jusqu'á  2,  le 
facteur  2  —  x  sous 
le  radical  diminue  et 
reste  positif^  aínsi  que 
x-h  -^:  les  ordonnées 
á  partir  du  díamétre 
vont  donc  en  dimi- 
nuant  á  mesure  que  x 
augmente  dans  le  sens 
posilif.  Pour  ac  =  2 
(qui  représente  la  pa- 
railêle  AË  á  Taxe  des 
2/),  Ic  radícal  s'annule; 

la  droite  AE  est  une  tangente  á  rellípse  au  point  E. 
Faisons  varier  x  dans  le  sens  des  abscisses  négatives,  et, 

&  eette  (in,  changeons  x  en  —  x  sous  le  radical;  on  aura  : 


=  x-4-  2 


V/a  (2  -*-  X)  (H  -  .), 


Le  radical  restera  réel  et  ira  en  dimínuant  depuisx=  0 
jusqu^a  x  =  —  0B  =  —  5,  valeur  pour  laquelle  il  s'an- 
nule  :  rellipse  se  trouve  comprise  entre  les  deux  paralléles 
AEy  BE',  auxquelles  elle  est  tangente. 

Cherchons  quelle  valeur  il  faut  donner  k  x,  pour  que  le 
Crinóme  — 2x^  —  x -^  10  sous  le  radícal  s'élcve  á  son 
maximum  m.  On  a  : 

81 
8 

On  trace  lordonnée  correspondante  á  rabscisse  x=  —  í ; 
et,  á  partir  du  point  de  rencontre  de  celte  ordonnée  avec 
le  díamêire,  on  portera  au-dessus  et  au-dessous  de  celui-ci 


-2«»-x-M0=m,    X -±Y/-— ^. 


m=  — 
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des  valeiirs  GT,  GT'  égales  a  --^^í.  On  obiiendra  ainsi  les 
dcux  poinls  de  rellipse  les  plus  éloignés  de  ce  diamétre; 
de  sorie  que  la  coiirbe  cherchée  sera  inscrite  entre  les 
quatrc  tangenies  aux  points  E,  E',  T  et  T'. 
187.  Soit  á  construire  Vellipse 

y^  -^  4xy  -4-  3x*—  lOy  -  22x  -+-  26  =  0. 
Ona:         y  =  —  2x-i-5=t  l/ —  a;'  -+-  2x  —  \ 


ou 


.y  =  -  2x  -f-  5  di  |/(x»-2x-4-<)x-l, 


y=-2x  +  5±:(x—  \)\/—\. 

Celtc  ellipsc  n'existe  que  pour  x=1,  ce  qui  donne 
^  =  3.  La  courbe  se  rédiiit  donc  á  un  point. 
IM.  Soit  la  courbe 

y^ -♦-  4xy  -+-  9x'  —  6y  —  I8x  -4-12=0. 

II  vient :    y  =  —  2x  -4-  5  ±  l/ —  5x*  -t-  6x  —  5. 

Lesdcux  racincs  quiannulent  le  trinóme  —  5x*  -^-  6x — 3 
étant  imaginaires,  ce  trinóme  conservc  le  signe  négatifdc 
son  premier  terme  pour  toutes  les  valeurs  dc  x :  il  ne  peut 
y  avoir  pour  y  aucune  valeur  réelle,  de  sorte  que  rellípse 
est  imaginaire. 

1811.  Si  les  coeffícients  A  et  G  de  Téquation  générale 
sont  égaux,  B  étant  nul,  réquation 

D         E  F 

y'.t-x*-H--y -♦--■x-*---=0  .     .     .     .     (1) 

A  A  A 

représente  une  circonfércnce  de  cercle  rapportée  á  des 

axes  reciangulaires.  Gette  équation  pcut  se  mettre  sous  la 

forme : 

/  D  \«      /  E  \«      D«  -^-  E*  —  4AF 

Les  coordonnées  du  cenlre  sont  (3=  —  --,a  =  —  ^; 


i 


le  rayon  est        R  =  —  l/DM-P— 4AF. 

2A 
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A  et  C  élant  égaux  et  B  n'étant  pas  nul,  on  a  : 

Pour  voir  si  eelte  équation  représente  une  circonférence 
rapportée  á  des  coordonnces  obliques,  il  sufljt  de  la  com- 
parer  á  Téquation 

(x—  «)'  -*-  (y  -  p)'  -f-  2(x  —  a)  [y  -  p)  cos  6  =  R' 
OU  Jc'  -+-  y'  -+-  2xíy  cos  0  —  2  (p  -4-  a  cos  9)  y 

—  2  (a  -4-  p  COS  0)  X  +  a'  -♦-  ^*-4-  2a  p  COS  6  —  R'=  0. 

.,    .  B  I) 

llvient:     -=2cose,      --  =  — 2(j3 -*- a  cos  o), 
A  A 

E  F 

-  =  —  2  (a  ^-  p  COS  0),      -  =  a*-+-  ^'  -t-  2a|3  COS  0  —  R'. 

A  A 

Ces  équations  doivent  donner  pour  R,  a,  (3  des  valeurs 
qui  ne  soient  pas  absurdes. 

Lcs  applícatíons  numériquosne  peuvent  offrir  aucune 
diQiculté;  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrélerons  pas. 

1«0.  Soit Téqualion  y^-ixy  -3x*-t-  6y-^i0x-Z=0. 

A  et  C  élant  de  signes  contraires,  la  courbe  est  une 
hyperbole,  puisquo  B*  —  4AC  est  nécessairemenl  positif. 

La  valeur  de  y  esi:y  =  x  —  3 ± 2  V^ (x  —  1 )  (x  —  3). 
X  étant  positif  et  plus  petit  que  4,  et  á  plus  forte  raison, 
plus  petit  que  3^  le  radical  est  réel.  La  valeur  de  y  est  donc 
réelle,  et  d'autant  plus  petite  que  x  se  rapproche  le  plus  de  1  • 

De  sorte  que,  pour  x  =  1 ,  le  radical  est  nul,  et  lon 
obtient  le  premier  point  Ë,  oú  le  diamctre  IH  rencontre  la 
courbe  (íig.  93). 

Pour  toule  valcur  positive  de  x  comprise  entre  1  et  3, 
le  radical  cst  imaginaire  et  il  s'annule  pour  x  =  3.  Lorsque 
X  >  3,  le  radical  est  réel,  et  d^autant  plus  grand  que  x 
lui-méme  est  plus  grand. 
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Si  ron  raitx  =  0,  on  obtient  les  deux  points  R  et  R\ 
oú  Thyperbole  reneontre  Faxe  des  y. 

Fig.  93 
Y 


II  est  facile  de 


voir  que,  si  Ton 
changcxcn — x, 
les  valcurs  de  y 
seront  toujours 
réelles;  de  sorte 
que  rhyperbole, 
représentée  par 
réquationpropo- 
sécy  est  indiquée 
par  la  figure  ci- 
contre. 

LediamétrelH 
coupe  les  axcs  á 
des  distances 

0H  =  5, 
0I  =  — 3 


de  rorigine,   et 
la    courbe    aux 

points  E  et  H  dont  les  abscisses  ëgalent  +  1  et  +  3. 
!•!.  Prenons  pour  deuxiéme  exemple  la  courbe  don- 

née  par  réquation 

y«— .  4xy  ^  3x* —  6iy  +  8a;  +  4  =  0. 


y  =  ^  ^^dt  l/x"-»-4a?-4-  5. 

Les  racines  qui  annulent  le  trinóme  x^  +  4x  +  5  étant 
imaginaires,  ce  trindme  conserve  le  signe  positif  de  son 
premíer  terme  pour  toutes  les  valeurs  de  x;  donc  y  est 
toujours  réel,  et  rhypcrbole  ne  rencontre  pas  Ic  díamêtre, 
y  =^  2x  +  3,  qui  passe  ainsi  entre  les  deux  branches  de 
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la  courbe,  Et  renconlre  It 
de  rorigine  )/  =  3,  x  = 


axes  coordonnés  &  des  dislances 
-J  1. 

II  est  facile  de 
irouver  les  poinlsoú 
la  courbe  s'approche 
le  plns  de  ce  dia- 
métre, 

A  celte  fin,  il  suflit 

de  chercher  le  míni- 

inum  de  la  quantité 

X*  -h  Íx-f-  S,  située 

_  sous  le  radical.On  a : 


s;'  +  4x  H 


-  l. 


Le  minimum  de 
m  cst  donc  cgal  fi  1 , 
et  il  est  donné  par 
x  =  — 9. 
D'oii  y=-l±l,    ./  =  0,    t/  =  -2. 

On  obticnt  ainsi  les  deux  poinU  P'  et  Q'  pour  les  poinis 
oú  l'hyperbole  s'cloigne  lc  moins  dii  diamëlre  IH  (líg.  94). 
IM,  Soit  cncore  réquation 

y*— 6xj/  -H  ix'—  Uij  ■+■  2ájr  +  24  =  0. 
y  =  3*  +  7  ±  |/4x*  •+■  20x  +  25 , 
y  =  5x  -H  7  ±  i/(2i  +  5;', 
t,  =  3x  +  7±{3x-H5), 
équation  représentant  deux  droiies  qui  se  coupent. 
La  conslructíon  des  paraboles 
y-4xy-t-4x'— 6i/-t-7x-t-9  =  0,     i/'-2xy-i-x*-»-x  =  0, 
n'olfre  aucune  difficulté. 
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Éqaallon  sénérAle  dea  coarbe«  da  9^^  deg^ré  en 

eoordonnéea  |M»lnlreo. 

IM.  Sí  Ton  place  le  póle  á  Torigine  des  coordonnées 
rectangulaires  et  qiie  Ton  prenne  laxe  des x  pour  la  droíte 
tixe,  les  coordonnées  d'un  pointquelconquc  M(Ty  y)  d'une 
eourbe  en  coordonnées  polaires  sont : 

x^prosu,      y  =  psÍDeo, 

p  étant  la  distanee  OM  du  point  M  á  rorigine  et  tú  Tangle 

que  ce  rayon  vecleur  OM  fait  au  póle  avec  Taxe  des  x,  la 

droite  fixe. 

En  subsliiuant  ces  valeurs  de  x  et  de  y  dans  I  equation 

générale 

ky^  -4-  Bxy  -h  Cx'  -f.  Dy  -♦-  Ex  +  F  =  0, 

on  aura  : 

(A  sin*6)  -h  B  sin  «  cos  w  -♦-  C  cos*«)  p' 

-4-  (D  6Ín  fi)  +  E  cos  a)  p  -i-  F  =  0, 

qui  est  l'équation  générale  des  courbes  du  2"'  degré  en 
coordonnées  polaires. 

Cette  équalion,  par  rapport  a  p,  est  une  équation  com- 
pléte  du  second  degré;  si  nous  égalons  á  zéro  le  coeQicíenl 
de  p^,  on  aura  I  equatíon 

Asin'u  -♦-  B  sin6}C0S6}  -*-  C  cos'w^rO, 

qui  fera  connaitre  á  quellcs  conditions  entre  A,  B,  G  la 
courbe  sera  limilée  en  lout  sens,  ou  bien,  sí  elle  sera  ílli- 
mitée  et  infinie  dans  tous  les  sens  ou  dans  un  seul. 

£n  résolvant  Téquation  précédente  par  rapport  á  tú,  \\ 
vient : 

-Bzbl/B*-4AC 

tg  u  = 
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On  voit  comme  précédemmenl(l  74)  que,  si  B* — 4AC  <  0, 
les  valeurs  de  o>  sonl  imaginaires,  et  que  la  courbe  ne  peut» 
dans  ce  cas^  avoir  aucun  point  á  Tinfini;  celle>ci  est  donc 
limitée  de  toutes  parts ;  telles  sont  les  ellipses. 

Si  B* — 4AC  =  0,  la  courbe  étant  renconlrée  par  une 
droite,  ne  peut  jamais  avoir  qu'un  seul  point  á  riniiní.  Cettc 
courbe  est  donc  illimitée  dans  un  scul  sens  :  c^cst  la  para- 
bole. 

Lorsque  B*  —  4AC  >  0,  il  y  a  deux  valeurs  différentes 
de  (ú  pour  lesquelles  les  rayons  vecieurs  eorrespondants 
menés  par  rorigine  h  la  courbe  devíennent  infinis.  La 
courbe  est  donc  illimitée  dans  tous  les  sens :  on  la  nomme 
hyperbole. 

Si  le  coeflicient  du  second  terme  en  p  devient  nul,  on 

aura 

(A  sin'w  H-  B  sin  »  cos  w  +  G  cos*«)  p'  -♦-  F  =  0, 

et  D  sin  w  -f-  E  cos  »  =  0. 

A  une  valeur  quclconque  de  co  correspondent  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  conlraíres  pour  p;  il  s*ensuit 
que  Porigine  est  située  au  centre  de  la  courbe.  Comme  gd  est 
quelconque,  on  doit  avoir 

D  =  0,    E  =  0. 

L'équation  D  tg&)  +  E  =  0  donne  : 

E 

tff  W  £= . 

^  D 

A  cette  valeur  de  tú  répondent  aussi  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires  de  p. 

Donc ,  la  corde  Dy  -h  Ex  =  0 ,  menée  par  lorigine ,  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  ce  point. 

Lorsque  F  =  0,  Tune  des  valeurs  de  p  est  égale  á  zéro; 
Tautre  valeur  est  donnéc  par  Tcquation 

(A  sin'tf  +  B  sio  cj  cos  u  +  C  cos' »)  p  +  D  sin  »  -v  Ecos  »  =  0. 


Si8 
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Si  Ton  a,  en  méme  temps , 

Dsin»  +  Ecosc>>=0, 

les  deux  valeurs  de  p  sont  nulles,  et 

Dj/  -I-  Ex  =  0 
est  réqualion  de  la  tangente  á  rorigine. 


CHAPITRE  VIII. 


Oealre  ei  diamëirea. 

t#4.  On  nomme  centre  un  poínt  qui,  situé  dans  le  plan 

d*une  courbe,  divisc  en  deux  parties  cgales  toute  corde  quí 

passe  par  ce  point. 

On  nomme  diamétre  une  droite  qui  partage  en  deux 

parties  égales  un  systéme  de  cordes  parallêles. 

Deux  diamétres 
sont  dits  conjugxiés, 
quand  Tun  divise  en 
deux  parties  égales 
les  cordes  paralléles 
á  Tautre,  et  récipro- 
quement. 

D'aprés  ccs  déG- 
nitions,  toute  équa- 
tion  qui  ne  contient 
que  des  termes  varia- 
bles  du  deuxiéme  de- 
gré  représente  une 
courbe  dont  l^origine 

des  coordonnées  se  trouve  á  son  centre. 
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Soil  A^  -+-  Bxy  -♦-  Cx»=  F 

celle  équalíon. 

Goupons  cette  courbe  par  une  droíte  qui  passe  par  Tori- 
gine,  et  soit  y  =  ax  celte  droite  MN  (fig.  95). 

Les  abscisses  des  points  d'intersection  seront  donnés  par 
Téquation : 

(Ao* -^  Ba -♦- C)  X*  =  F, 

quí  admet  toujours  deux  racines  cgales  et  de  signes  con- 
traires ;  donc,  on  aura  OP=OQ,  et  par  suite,  OM  =  0N, 
quelle  quc  soit  la  direction  de  la  droile MN.  Donc,  lorigine 
0  est  le  centre  dc  la  courbe. 

195.  Toute  équation  qui  ne  contient  la  variable  y  ou  la 
varíable  x  quá  la  deuxiéme  puissance  seulement,  représente 
une  courbe  qui  a  pour  diamétre  Vaxe  des  abscisses^  ou  Vaxe 
des  ordonnées. 

L'équation  ne  contenant  que  des  termes  en  j/^  pour  une 
valeur  quelconque  de  x,  il  y  a  toujours  deux  valeurs 
égales  et  dc  signes  conlraires  pour  y\  ce  qui  prouve  que 
l'axe  dcs  x  par(age  toutes  les  cordes  parallêles  á  Taxe  des 
j^  en  deux  parh'es  égales,  et  qu'il  est^  par  conséquent,  un 
diamêlre  de  la  courbe.  Si  les  axes  coordonnés  sont  rectan- 
gulaircs,  cet  axe  est  de  pius,  dans  ce  eas,  un  axe  de  symé- 
trie  de  la  courbe  :  on  nommeainsi  un  diamétre  qui  partage 
en  deux  parties  cgales  les  cordes  qui  lui  sont  perpendicu- 
laires;  un  tel  axe  partage  aussi  la  courbe  en  deux  parties 
égales  et  superposables.  Les  points  oúcet  axe  rencontre  la 
courbe  sont  les  sommets  de  celle-ci. 

IM.  Lorsque  l'orígine  est  au  centre  de  la  courbe,  son 
équation  ne  peut  contenir  des  termes  varíables  du  premier 
degré. 

Soit  réquation : 

Ay*  -f-  Bxy  +  Ca*  -4-  Dy  -h  Ex  -+-  F  =  0. 
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Coupons  cetle  courbe  par  la  droite  y  ^  ax  passant  par 
I  origine.  On  aura: 

» 

(Aa*  -4-  Ba  -♦-  Cjx»  -+-  (Da  h-  E)x  -+-  F  =0, 

pour  les  abscisses  de  rinterseotíon. 

Puisque  OM==ON,  les  dcux  Iriangles  OMP,  ONQ 
(fig.  9S)  sont  égaux;  doíi  OP  =  OQ;  ce  qui  prouve  que 
les  racincs  de  Téquation  précédente  doivenl  étre  égales  et 
de  signes  contraires.  On  doii  donc  avoir  :  Da  -i-  E  =  0,  er, 
par  conséqueni,  D  =  0,  E  =  0. 

L'équation  proposée  se  trouve  ramenée  á 

Ay  -^  Bxy  -h  Cx»  -f-  F  =  0, 

laquelle  nc  contíent   plus   que   des  termes  varíobles  du 
deuxiéme  degré. 


CHAPITRE  IX. 

Rcduelloii  de  l'éqaadon  s^iiérale  4  des  rornieo 

pluii  almpleo. 

197.  On  a  vu  précédemment  (170  et  suiv.)  rimpor- 
tance  du  choix  dcs  axes  coordonnés  relativement  á  la  sim- 
plicité  du  lieu.  On  pcut  donc  se  proposer  de  chercherdans 
le  plan  des  courbes  représcntces  par  réquation 

\\f  -+-  Bxy  ^  Cx«  -^  Dy  H-  Ex  -4-  F  =  0     .     .  (1), 

une  nouvelle  origine  et  une  autre  direction  des  axes  coor- 
donnés,  pour  lesquelles  ceriains  termes  de  la  nouvelle 
équation  pourront  disparaítre.  A  cette  fin ,  prenons  les 
formules  pour  passer  d\m  systéme  d  axes  coordonnés  ree- 
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tangulaires  á  un  systéme  d'axes  aussi  rectangulaires  d'une 
nouvelle  origine : 

a:  =  a  -*-  x'cos  a  —  y'  sin  a,  y  =  b  -^  ac'sin  a  -+-  y'eos  a  (2). 

Ces  formules  renfermcnl  (rois  conslantes  arbitraires  a, 
6eia,  donlon  pourra  loujours  disposer  ii  reffel  de  faire 
disparalire  trois  termes  de  réquation  transformée. 

Ondevra  nécessairement  obienir  chaque  fois,  pour  les 
eoordonnées  a  et  6  de  la  nouvelle  origine  et  pour  «,  des 
valeurs  qui  ne  soient  pas  absurdes. 

En  remplacant  dans  lequation  (1)  x  et  //  par  leurs 
valeurs  dans  (2),  il  vient  ; 

[Acos'a  -4-  Csin*a  —  B  sin  a  cos  a]y'* 
-♦-    2(A  —  C)  sin  a  cos  a  -^  B  (cos'íi  —  sin'ajlx't/' 
-f-  [A  sin'a  -4-  G  cos'js  H-  B  sin  a  cos  ajx'- 

(á  A6  -H  Ba  -+-  D)cosa  —  (2  Ca  ^  B5  -h  E)  sin  a]y' 
(2A6  -4-  Ba  -+-  D)  sin  a  -4-  (2Ca  h-  B5  -+-  E)  cos  a]x' 
-♦-  A6*  -\-  Bab  -f^  Ca'  -+-  D6  H-  Ea  -+-  F  =  0. 

On  proíitera  de  ríndétermination  de  a  pour  annuler  Tun 
des  coefficients  des  termes  du  deuxiéme  degré  quí  ne  sont 
fonction  qife  de  a  et  des  quantílés  supposées  données  A, 
B,  C.  Si  Ton  veut  faire  disparailre  le  rectangle  x'y' ,  on 
aura  : 

2(A  —  C)  sin  a  cos  a  -H  B(cos'a  —  sin'a)  =  0, 

—  B 

OU  (A  —  C)  sin  2a  -4-  B  cos  2a  =0,     cl     tg  2a  = 

A  —  C 

Cetle  valeur  de  tg2a  ne  sera  jamais  absurde  pouraucune 
des  trois  courbes  du  dcuxiémc  degré;  pour  le  cercle, 
tg2a=5,  puisque  A  =  C  et  B  =  0,  les  axes  étant  rectan- 
gulaires.  D  ailleurs,  réquation. 

(A  — C)sin2a^-  Bcos2a  =  0, 
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est  satísfaíte  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  lorsque  A  =C  et 
B=0.  Les  deux  arbitraires  a  ct  fr  serviront  á  annuler  les 
coefficients  de  y'  et  de  x',  ou  bien  Tun  quelconque  de  ces 
eoefficients,  et  la  quantité  indépendante  de  x  et  de  y. 
Dans  le  premier  cas,  on  aura  les  équations  : 

2A6^Ba+D  =  0, (3), 

2CaH.B6H-E  =  0, 

qui  sont,  comme  on  I  a  vu  (175),  celles  de  deux  diaroêtres 
passant  par  les  points  a  ^  6,  coordonnées  de  la  nouvelte 
origine. 

Ën  résolvant  ces  deux  équations  en  a  et  en  6,  on  trouve  : 

2AE  — BD  ^       2CD  — BE 

B«  -  4AC  B*  —  4AC 

valeurs  que  Ton  saura  toujours  déterminer  et  qui  ne 
sont  pas  absurdes  pour  lcs  ellipses  et  les  hyperboles, 
mais  qui  deviennent  intinies  pour  les  paraboles,  puisque 
B^  —  4AG  =>  0  pour  ces  derniéres.  Si  Ton  a  en  méme 
temps  B«  — 4AC  =  0,  2AE  — BD  =  0  ou  a=^,  on 
obtiendra  aussí  6  =  | ,  puisque  alors  le  numéraleur 
2CD  —  BE  de  6  est  également  nul.  La  courbe  se  réduity 
dans  ce  cas,  6  deux  droites  paralléies,  puisqu*il  reste 
seulement  une  constante  sous  le  radical.  Le  lieu  des  cen- 
tres  est  donc  une  droíte  paralléle  aux  deux  premiéres  et  & 
égale  distance  de  celles-ci  :  c'est  ce  qui  cxplique  les  valeurs 
g  de  a  et  de  6. 

II  suit  de  ce  qui  précéde  que  les  courbes  douées  d*un 
eentre,  les  ellipses,  les  hyperboles,  peuvent  toujours  se 
ramener  6  la  forme  : 

My»-4.  Nx'»±F'=0; 
M  =  A  cos'a  -H  C  sín*a  —  B  sÍD  a  008«, 
N  =  A  sin*a  -H  C  C08*a  4-  B  sin  a  cos  a, 
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F'  =  A6*  -*-  Ba6  -♦-  Ca"  h-  Dfc  -+-  Ea  4-  F, 

M  -^  N  ==  A  -H  C. 

M  —  N  =  (A  —  C)  (cos'a  —  8Íu*a)  —  B2  sin  a  cos  a 
=  (A  —  C)  C08  2a  —  B  sin  2a, 

M-N (A^C)'       ^  B'  =V/B>-^(A~C)l 

|/B«  ^  (A  —  Cf     l/B' -I-  (A-C)" 

En  remplagant  cos  2a  et  sin  2a  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  tg2a=  fz^»  on  oblienl  de  la  sorte  : 

M  =  i  (A  -♦-  C)  -H  4  V/B«  -+-  (A  —  C)*, 
N  =  i  (A  -H  C)  -  i  V/B»  -+-  ( A  -  C/. 

En  multipliant  les  équations  diamétrales,  la  premiére 
par  6,  la  seeonde  par  a,  et  en  ajoutant,  on  a  : 

2A6'  -*-  2Ba6  -f-  2Ca'  -♦-  D6  -i-  Ea  =  0; 

D6  -+-  Ea 
d'oú  A6"  -v  Ba6  -*-  Ca«= ^ ; 

ce  qui  donne  : 

D6-+-Ea      „  —  A 

F'  = H  F 


2  B'  —  4AC 

A  représentant  le  discriminant(180). 

L'équation  transformée  My'*  -4-  Nx'^  -+-  F'  =  0  repré- 
sente  les  eliipses  et  les  hyperboles  rapportées  h  leurs  axes 
de  symélrie ,  pris  pour  axes  coordonnés  reclangulaires,  la 
nouvelle  origine  étant  siluée  au  centre  de  ces  courbes.  Le 
binóme  B*  —  4AC  devanl  étre  négaiif  pour  les  premiéres 
et  positif  pour  les  secondes,  il  faut  que  M  et  N  soient  de 
méme  signe  et  posilifs  pour  les  ellipses,  et  de  signes  con- 
traires  pour  les  hyperboles. 

IM.  Si  Ton  veut  se  servirdes  arbitraires  a  et  6  á  reffet 
de  faire  disparaitre,  comme  on  Ta  dit  (197),  l'un  des 
coefiicients  du  premier  degré,  soit  y',  soit  oc',  et  la  quan- 
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tité  indépcndante  de  ees  variables,  on  aura  les  équations  : 

(246  -4-  Ba  ■♦-  D)cosa  — {2Ca  -^  B6  -*-  E)sina«=0    (I), 
A6*  +  Ba6  ^  Ca»  H-  D6  -4-  Ea  -^  F  =  0  .     .     (2). 

En  désignanl  par  Q  le  coefficient  de  x^  il  viendra  : 

Q  =  (2Ca  -H  B6  -+-  E)  cos  a  -+-  (2A6  -+-  Ba  -+-  D)  siu  a     (3). 

De  la  premiére  équation,  on  tire  successivement : 

(2A6  -+-  Ba  -4-  D)  cos** 

(2Ca  -♦-  B6  -*-  E)  cos  a  = -, ^ 

^  sm  a 

Remplacant  dans  la  valeur  de  Q,  on  aura  : 

2A6  -1-  Ba  -4-  D 
Q= 


sm  a 
II  est  clair  qu'on  a  aussi : 

[^Ca  -^  B6  -*-  E) 


Q  = 


cosa 


En  résolvant  ces  dcux  dernicres  équations  par  rapport  á 
a  et  by  on  obtient : 

__  Q  (B  sin  a  —  2A  cos  a)  —  (DB  —  2AE) 
a  B*  —  4AC 

Si  nous  résolvons  Tcquation  (2)  par  rapport  á  6,  en  rem- 
pla^ant  2A6  -f-  Ba  +  D  par  sa  valeur  Q  sín  a>  il  vient  : 

Q*  «in*a  =  (B'  —  4AC)  a'  -t-  2  (BD  -  2AE)  a  -+-  D'  —  4AF. 

En  substituant,  au  lieu  de  a  sa  valcur,  et  en  faisant  les 
réductíons,  d'ailleurs  trés-faciles,  on  trouve  : 

(B«— 4AC)Q'siii«a=(B8Ína-2Aco8a)«Q*-(BD  — 2AE)* 
-i.^D«— 4AF)(B»  — 4AC) 

4AQ*  (A  cos* «  -H  C  sin*a  —  B  sin  a  cos  a) 
=  (BD  —  2AE)'  -  (B*  —  4AC)  (D'  —  4AF). 
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Reniplacont  le  miiltiplicateur  de  4AQ^  parsa  valeurqui 
précéde,  on  a  : 


2AQ*  [A  -+-  C  -t-  l/B»-i-(A  — C)*J  =  (BD  —  2AEj' 
—  (B*  — 4AC)(D«  — 4AF); 

doú     Q  ^  \  /(^Í>^^W  ~  (B'  -  4AC)  (D'  -  4AF) 
^         2A  [A  -+-  C  -f-  V/B»  -+-  (A  —  (:)*J 

Sí  la  courbe  est  unc  parabole,  on  obtient  pour  la  valeur 
deQ: 

BD  —  2AE     _  D  y/C  -I-  Ë  j/A 

2  1/a  (A  -+-  C)  l/ A^~C 

L'équation  de  la  transformée  est : 

My'^  H-  Nx'*  -+-  Qx'  «  0 (g). 

On  voit  que^pour  une  valeur  de  x',  il  y  a  toujours  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  y';  et,  comme 
les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires,  il  s'ensuit  que  Taxe 
desx'  partage  la  courbe,  quelle  qu'elle  soit,  en  dcux  par- 
n'es  égales  et  superposablcs.  Donc,  Taxe  des  abscisses  est 
dirigé  suivant  Taxe  de  symétrie  de  la  eourbe. 

La  direction  de  cet  axe  est  donnée  par  la  relation 

—  B 


lg2a  = 


C 


rorigíne  est  au  sommet  de  symétrie  et  Taxe  des  ordonnées 
est  tangent  á  la  courbe. 

199.  Suivant  que  M  et  N  seront  de  méme  signe  ou  de 
signes  contraires ,  lëqualion  (g)  représentera  une  ellipse^ 
ou  une  hyperbole ;  si  N  =  0 »  la  courbe  sera  une  para- 
bole. 

Pour  ics ellipses  et les  hyperboles,  lequation  de la  trans- 

formée  est  aussí  : 

My'*  d=  Nx'*  =  ±  F', 

15 
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M  ct  N  étant  de  même  signe  pour  les  ellipses,  et  de  signes 
contraires  pour  les  hyperboles. 

Si  a^  et  bj^  sont  les  distances  du  centre  de  la  courbe  aux 
points  ou  elle  rencontre  laxe  dcs  x  et  celui  des  y^  on 

^^^'  Naï  =  F',     M6Ï=F'; 

réqnatíon  de  ces  courbes  esl  donc  : 

«       aj 

Pour  une  méme  valeur  dc  x'  positjve  ou  négativCy  íl  y  a 
toujours  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour 
y';et  réciproquement,  laxe  des  x  et  celui  des  y  sont  diri- 
gés  suivanl  les  axes  de  syméH^ie  de  la  courbe,  lesquels 
partagent  celle-ci  chacun  en  deux  parties  égales  et  super* 
posables.  Les  équations  des  axcs  de  symétrie  sont  données 

par 

—  B 
lg2a  =  - — -     ou     Btg^tf  — 2(A  — C)tga-B  =  0; 
A  —  C 

en  y  rempla^ant  iga  par  sa  valeur  |,  on  obtíenl  les  deux 

droites : 

By*  —  2  ( A  —  C)  jry  —  Bx*  =  0 , 

qui  sont  les  deux  axes  dont  il  s  agit. 

900.  Comme  les  coefficients  des  termes  du  second  de- 
gré  ne  contíennentque  larbitraire a, on  ne peut, pour  cette 
raison,  faire  disparaitrc  qu*un  seul  de  ces  termes;  c*est 
pourquoi  nous  allons  nous  servir  des  formules  : 

X  =  a  +  x'  cos  ff  -H  y '  cos  j3 ,    y  »=  6  -+-  x'  sin  a  -h  y'  sin  (3 , 

que  lon  emploie  pour  passer  d'un  systéme  d'axes  coordon- 

nés  rcctangulaires  á  un  systéme  d'axes   obliques    d'une 

nouvelle  origine.  En  substituant  ces  valeurs  dans  réqua- 

lion  : 

Aiy*  -♦-  Bxy  -^  Cx*  -+-  Dy  ^  Ex  -^  F  =  0, 
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on  obtient : 

(A  sin'p  -♦-  B  sin  p  cos  p  -+-  C  cos'p)  y'V 
-♦-  (A  sin'a  -f-  B  sin  a  cos  «  -^  C  cos'a)  x" 
-¥■  (áA  sin  p  sin  a-H  B  sin  acos  ^-f-  B  sin  p  cos  a  -t-2Ccosa  cos  p)  x'y' 
-í-  [(2A6  -♦-  Bo  -♦-  D)  sin  p  -i-  (2Co  -h  B6  -+-  E)  cos  p]  y' 
-+-  [(2A6  -h  Bo  -♦-  D)  sín  a  -*-  (2Ca  -4-  B6  ■+-  E)  cos  a]  x' 
-H  A6*  -\-  Bab  -h  Co*  -+-  D6  -t-  Eo  -h  F  =  0. 

Au  moyen  des  arbitraires  a,  (3,  on  peut  faire  dísparaitrc 
les  termes  en  j/'*et  en  x'*  el  se  servir  des  indéterminées  a  et 
6  de  la  nouvelle  origiue  pour  faire  disparaitre  aussi  les 
termes  du  premier  degré  en  y'  et  en  x'.  On  aura ,  á  cette 
fin,  les  équatíons : 

Asin'p-h  Bsinpcosp-t- Ccos*p  =  0.     .     .  (1), 

A  sin*a -4- B  sinacosa -♦- C  cos*a  =  0.     .     .  (2), 

2A6  -♦-  Ba  -^  D  =  0 (3), 

2Co  H-  B6  -h  E  =  0 (4). 

En  prenanl  ies  signes  voulus^  on  tire  de  ees  équatíons  : 


—  B  — I^B*— 4AC  —  B -t- l/B*  —  4AC 

tg8  = ,    et  lga  = -, • 

^^  2A  ^  2A 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  coeflíicients  de  la  trans- 
formée,  donnent  pour  Téquation  dc  celle-ci : 

(B'  —  4AC)x'y'  _  D6  ^  Eo  —  a 

»/B«+(A-C)'  2~  "*■      ""B'-4AC' 

En  représentanty  pour  plus  de  simplicité,  le  sccond 
membre  par  ¥\  on  a  : 

(B«-4AC)xY       p,_      -A 


^^ff  H-  (A  -  C)*  B*  -  ^AC 

qui  est,  comme  on  le  verra  plus  loin,  rêquation  de  Thyper- 
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bole  rapportée  á  ses  asymptotes,  rorígine  étant  au  centre  de 
la  courbe. 

II  est  évident  que  ces  valeurs  de  tga,  tg{3  sont  imagt- 
naires  pour  Tellipse ;  qu'elles  se  confondent  pour  la  para- 
bole  et  se  réduisent  á  la  direction  de  son  diamclre :  ainsi, 
elles  ne  subsistent  que  pour  rhyperbole,  ce  qui  prouve  que 
cette  courbe  est  la  seule  dont  réquation  puisse  se  ramener 
áIaforme:Kxy=F'. 

Ml.  On  peut  se  proposer  de  faire  disparaitre  seule- 
ment  le  rectangle  xy'  et  les  termes  en  y'  et  en  x\ 

A  cette  fiuy  on  aura  les  trois  équations  : 

2Asin  asin  ^-4-  B  (sin  a  cos  p+  sin  pcosa)-f-  2C  cosa  cosp«=0  (!), 
(2A6  -4-  Ba  -♦-  D)  sin  p  -♦-  (áCa  ^  B6  -*-  E)  cos p  =  0  (2), 
(2A6  -I-  Ba  -I-  D)  sin  a  -t-  (2Ca  +  B6  +  E)  cosa  =  0       (3). 

De  la  premiérey  on  tire  : 

2Atgalgp-4-B(tga-4.  tgP)-^2C  =  0, 

qui  laisse  les  anglesaet  (3  indéterminés. 

On  satisfait  cvidemment  aux  deux  autres  équations,  en 

posant : 

2A6-+-Ba-+-D  =  0,    2Ca-*.B6-+-E  =  0, 

qui  sont  celles  de  deux  diamétres ,  et  dans  lesquelles  a  et 
6  représentent  les  coordonnées  x  eiy  de  la  nouvelle  orí- 
gine  qui  est  ici  le  centre  de  la  courbe. 

Si  nous  représentons  par  M',  N'  et  F'  les  coefficients  de 
la  transformée,  celIcH^i  deviendra  : 

équation  dans  laquelle 

M'  =  Asin^|3  -♦-  Bsin^cosp  -♦-  Ccos*|3y 

N'  =  A  sin*  a  -»-  Bsín  a  cosa  -♦-  C  cos'a, 

D6  +  Ea  —  A 

F'  =  -*- -f-F  = 


B*  —  4AC 
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On  voity  a  rínspection  de  Téquation  de  la  transrormée, 
qu*á  unc  méme  valeur  de  x\  positive  ou  négative,  répon- 
dent  chaque  fois  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
de  y'j  et  réciproquement;  de  sorte  que  Vaxe  des  x  partage 
un  systeme  de  cordes  paralléles  á  Vaxe  des  y  en  deux  par- 
ties  égales. 

Les  axes  coordonnés  qui  sont  dirigés  suivant  les  diamé- 
tres  de  la  courbe»  sont  donc  tels,  que  chacun  d'eux  divise 
en  deux  parties  égales  íes  cordes  qui  sont  paralléles  a  Tau- 
tre  :  ces  diamétres  sont  donc  conjugués,  Chacun  partage  la 
courbe  en  deux  parties  égales ,  mais  non  superposables , 
puisque  les  nouveaux  axes  coordonnés  sont  obliques ,  et 
font  entre  eux  un  angle  (3 — a. 

Cherchons  la  longueur  de  cliaque  diamêtre  conjugué. 

A  cette  íiny  faisons  successivement  dans  Téquation  de  la 
transformée  y'  =  0  et  x'  =  0.  En  représentant  par  a'  et 
par  6'  les  valeurs  particuliéres  de  x'  et  de  y\  depuis  Tori- 
gine  ou  centredc  la  courbe  jusqu^au  point  de  rencontre  de 
chaque  diamétre  avec  celle-ci  y  on  aura  : 

N  V  =  -♦•  F' ,        M'6'»  =  -+-  F' ; 

-+-F' 


d*oú 


a'^ 


A  sui*  a  -♦-  B  sin  a  cos  «  -4-  C  cos'  ct 

-+-  F' 


et  6*  = : 

Asin*p  -4-  B  sin  p  cos  jB  -+-  C  cos*  p 

2A  tg  a  Ig  p  -♦-  B  (tg  a  -+.  tg  p)  -+-  2C  =  0. 

La  troisiéme  exprime  évidemment  la  condition  pourque 
les  diamétres  a'  et  6'  soient  conjugués. 

Si  Ton  y  remplace  tg  a  et  tg  ^  par  leurs  valeurs  prises 
dans  les  deux  premiêres,  il  devra  en  résulter  une  relation 
entre  Sa',  2b'  et  2a,  26,  ces  derniers  représentant  les  axes 
de  symétrie  des  courbes  dont  2a'  et  26'  sont  les  longueurs 
des  diamétres  eonjugués. 
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On  sait  qu'on  a  trouvé  pour  a^  ei  A|  les  valeurs  : 
H-  F'  -4-  F' 


a?  =  -r7-  = 


6Í= 


N         j  (A -1- C)  —  4  l^B» -t- (A  -  C)' 
F'  -^F' 


M         4  (A -♦-€)-*-* v/b«^(A-C)^ 


Ces  valeurs  représentent  les  longueurs  des  axes  de 
symétrie  des  conrbes,  en  fonctíon  des  coeílieíents  A,  B, 
C,  etc.y  de  réquation  générale.  On  trouvera  plus  loin  les 
relations  dont  il  est  queslíon  précédemment  entre  ces  axes 
et  les  diamétres  conjugués.  On  n  a  actuellement  pour  bul 
que  la  réduction  de  Téquation  générale  k  des  formes  plus 
simples. 

%0%.  Nous  allons  encore  employer  a  cetle  fin  un  der- 
nier  procédé  qui  nous  parait  trés-facile.  En  résolvant 
réquation : 

Áy*  -¥•  Bxy  -♦-Ca;*^.Dy^Ex-4-F  =  0 
par  rapport  é  y^  on  a  : 


y= 


Bar-f-D       4 

— V(B'-4AC)x'-»-2(BD-2AE)j;-i-D»-4AF- 


2A        2A 


On  sait  que  Texpression  y  = ^^  représente  un 

diamétre  de  la  courbe,  et  que  Tordonnée  de  celle-ci»  pour 
une  abscisse  quelconquCy  se  compose  de  lordonnée  de  ce 
diamétre,  plus  ou  moins  la  valeur  y  que  le  radical  acquierl, 
quand  on  donne  á  x  la  valeur  précitée.  II  s*ensuit  que,  si 
Ton  prend  pour  nouvel  axe  des  x  ee  diamétre,  Pordonnée 
de  la  courbe  se  réduira  á  la  valeur  y'  marquée  par  le  radi- 
caly  puisqu on  devra  considérer  comme  nulle  lordonnée 
du  diamétre. 

SoientdoncOX,  OY  (fig.  96)  des  axes  reetangulaires,  (la 
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marche  étantla  mémes'ils  étaient  obliques);  IH,  lc  diamêire 

représenlé  par  I  eqna- 
tion 


Fig.  96. 


2/  =  ~ 


Bx^  D 

2A 


iMP  et  OP  les   an- 

ciennes  coordonnéeé 
d'un  point  quelcon- 
que  IVi  de  la  courbe. 
^      Désignons  par  " 

MP'  =  y'  et  HP'  =  x' 

.  les  coordonnées  du 
méme  point  M,  par 
rapportau  nouvei  axe 
des  x,  HX'y  H  étant  la  nouvelle  orígine.  II  est  clair  qu  on 
a  la  proportion  :  x  :  x'  =  01  :  IH,  et,  puísque  le  triangle 
OIHest  rectangle. 


Y' 


En  représentant  le  coefficient  de  x'  par  r,  on  a  : 

X  =  rx'. 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  Texpression  géné- 
rale  de  y,  il  viendra  : 

y'= — l/(B*—  4AC)rV*  -f-  !2(BD  —  2AE)rx'  -+-  D*  — 4AF, 

el,  pour  plus  de  simplicilé, 

i 


y'  =^  l/wr*x'*  -+-  '2prx*  -+-  q. 


en  désignant  par  n,  p,  q  les  coeíficients  de  rx\ 
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En  faisant  dispai-aitre  le  radícal  y  il  víent : 
4A«y"  =  iir*x'«  -♦-  2prx'  -4-  q, 

Faisons  mouvoir  Taxe  des  y  parallêlement  á  lui-méme, 
á  Teffet  de  faire  disparaítre^  soit  le  terme  indépendant  de 
x' ,  soit  le  terme  du  premier  degré  en  x'.  A  cette  fln , 
posons  x'=x"  -h  K. 

Remplacons dans  lequation  précédente,  il  viendra : 

4A«y'* = nr«x"*  +  2  («r»K  ^  pr)x"  -h  nr«K«  -f-  SpKr  -♦-  q, 

Profitant  de  rindéiermination  de  K  pour  faire  disparai- 
tre  la  quantílé  constante,  on  aura  : 

iír*K»  -f-  2;>Kr  -^  q=0, 

équadon  qui  assigne  a  K,  pour  les  ellipses  et  les  hyper- 
boles,  d'une  maniére  générale,  deux  valeurs  réelles,  ei 
pour  la  parabole,  une  seule.  On  peut  donc  ramener,  par 
ce  proeédé,  (outes  les  courbes  du  second  degré  á  la 
forme ; 

Wy'^  =  nr''x"^  -f.  2rV/(p»  —  nq)x" , 

équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
suivant  que  nest  négatif  ou  positif,  et  une  parabole  lorsque 
n  =  0. 

Faisons  disparaiire,  en  second  lieu,  le  terme  du  premier 
degré  en  x',  en  posant : 

nr'K-f-pr  =  0;      doú      K  =  — -    , 

nr 

valeur  qui  devient  infinie  pour  les  paraboles,  en  admettant 
que  p  ne  soit  pas  nul ;  dans  ce  cas,  la  courbe  dégénéreraít 
en  deux  droites  parallêles,  comme  on  Ta  déjá  dit  (197). 
Cette  valeur  de  K  n'est  donc  possible  que  pour  les  ellípses 
et  les  hyperboles;  en  Y  ayant  égard,  la  transformée  de- 
vient  : 

4A'.y'^  =  nt^x"^  -f-  ^llHL  . 

n 
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Ainsi,  l'éqtiation  générale 

Ay»  -I-  Bxy  -4-  Cx*  -♦-  D^  H-  Ex  -4-  F  «=  0, 

peut  se  rameneTy  par  ce  procédéy  á  la  forme  : 

y'  =  2/)'x  -f-  q'x* 

pour  les  trois  genres  de  courbes ;  et,  á  la  forme  : 

Ay-t-C'x«=D', 

paur  les  ellipses  et  les  hyperboles, 

5I0S.  Appligations.  I.  Soit  á  construire  la  courbe  repré- 
sentée  par  l'équation 

y*  -f-  2xy  -+-  2x«—  2y  —  7x  -t-  5  =  0. 

Celte  courbe  ne    peut   êire  qu'unc  ellipse  (fig.  97), 
puisqueB^  — 4.AC<0. 

La  posiiion  du  centre 
est  délerminéc  par  les 
équations  : 

y-+-x  =  1,   2í/-4-4x=7; 

cc  qui  donne  pour  les 
coordonnées  de  ce  point 
C: 


Fif.  97. 


5 


.-> 


de  Faxe  de  symétric  la  formule : 


x=  -,  v  = • 

Par  le  poinlC  menons 
des  paralléles  aux  axes 
coordonnés  que  nous 
supposons  reclangulai- 
res. 

On  a  pour  la  dírection 


tg2a  = 


—  B 
A  — C 


=  2. 
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Pour  construire  cet  axe,  prenons,  h  partir  dn  centre  C, 
sur  laxe des x, une  longueur  CA  =  1 ,  et,  parallélement á 
Taxe  des  y,  une  longueur  AB  =  2  :  la  bissectrice  de  Taa- 
gle  AGB=2a  se  confondra  avec  Taxe  cherché. 

D  ailleurs,  réquation  de  Taxe  de  symétrie  est 

y  — 6  =  tga(x— a); 
elle  se  réduit  á 

^         16  =F  51/5 

y-*-(i  =f:K5)x  = . 

et  est  trés-facile  á  construire. 
Pour  rapporter  rellípse  á  ses  axes,  on  a  : 

M-+.N  =  3,        M-N  =  — V/5; 

,,  ,                 ^      3-V/ÏÏ      ^       3-+-V/5" 
d  ou  M  = ;^ — ,     N  = : — 

et  (3  —  1/%'*  -♦-  (3  -♦-  í/5)x''  =  -. 

En  faisant  successivemenf  x'  =  0,  y'  =  0,on  obtient 
pour  les  longueurs  des  axes  ib,  2a,  les  équations  : 

(3-l/5)6«  =  -;,     (3.f.V/5)tt«  =  ?. 

4  4 

904.  II.  5oi7  Véquation 

y*  —  4xy  -^  Dx'  —  6^  4-  20x  —  0  =  0. 

Le  binóme 

B*  — 4AC>0: 

la  courbe  est  une  hyperbole  (íig.  98),  dont  le  centre  C  a 
pour  coordonnées : 

Xass  4,  y  =  \\. 

En  supposant,  comme  précédcmment,  les  axes  coordon- 
nés  rectangulaires ,  on  a  : 

tg2«  =  -2; 
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ce  qui  donne ,  par  une  conslruction  analogue  á  cellc  de 

Fig.  98.  •'^"'P^^'   '«   ^'- 

Y 


reetion  desaxes 
de  l'hyperbole. 
On  a  pour  la 
courbe  rappor- 
tée  á  ses  axes  : 

M— N  =  2l/5; 
d^oú 

M=2h-1/5, 

N==2  — 1/5, 
X         F'  =  1. 

L'équation  de 
la  courbe  de- 
vient  donc : 


(2  -f-  ï/5)t/'*  -H  (2  —  l/5)i'*  =  —  1. 
Si  Ton  faity'=0,  on  a  : 


'í 

X    = 


100 


2x'  = 


20 
}/Í5 


pour  la  longueur  de  Faxe  iransverse. 
%OS.  111.  Soit  Véquation 

y'  —  2xy  -♦-  ar' —  4y  -♦-  3x  —  5  =  0. 

La  courbe  qu'elle  représente  est  une  parabole  (fig.  99) 
qui,  rapportée  á  son  axe  et  é  son  somroet,  a  pour  équation 

X 

21/2 
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les  axes  coordonnés  élant  reetangiilaires.  L*axe  de  symé- 

trie  est  déterminé 
par  réquaiion 


^  4 

SOO.Appliquons 
le  procédé  (202)  á 
la  courbe  quí  a 
pour  équation  : 


-+-5x  — «  =  0. 

En  résolvant 
celle-ci  par  rap- 
port  á  2/,  on  a  : 


Supposons  les  axes  coordonnés  OX,  OY  rectangulaires, 
et  construisons  le  diamêlre  H'X',  y  =x  -t-  2  (flg.  100). 

En  prenant  ce  diamétre 
comme  nouvel  axe  des  abs- 
cisses,  la  nouvelle  origine 
étant  au  point  I  et  Faxe  des 
"^  ordonnées  reslant  le  méme» 
Fancienne  ordonnée  MP  se 
réduira  á  lordonnée 


MP'=:t/'=dtV/-2x*-x-^IO, 

comptée  á  partir  du  diamêtre 
X  irX';  d  oú 

j/'*  =  — 2x*  — x-H  10. 

II   reste  á  exprimer  Tan- 
cienne  abscissc  du  point  H, 


0P=  X,  en  fonction  de  la  nouvelle  IP'  =x'. 
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A  cette  fin,  les  triangles  semblables  I'OIy  TPP'  donnent 

la  proportion  : 

-  x' 

OP:IP==Or:ir     ou    x:a  =2:1/8,     x=— ^. 

1/2 
En  remplaQant  dans  réquation  précédente,  il  vient : 

«'*  =  — x'*— -i-iO     ou    y"-t-x'*H =  40. 

^  >/2  1/2 

Transportons  Taxe  des  ordonnées  parallélement  á  luí- 
niéme,  en  posant  x'  =  x"  -h  K,  K  étant  une  arbitraire 
quelconque. 

On  aura  : 

yt  ^  x"*  ^-  Í2K  -^  ~]x"  -^  K«  +  -^«=  40. 
•^  ^  1/2/  V/2 

Profitant  de  rindétermination  de  K,  en  égalant  á  zéro  le 
coefBcient  du  premier  degré  en  x",  on  obtient : 

1  81 

K  = z     et     y'«.^a;"«  =  — , 

2l/á  ^ 

qui  est  Téquation  d'une  ellipse  rapportée  á  ses  deux  dia- 
métres  conjugués  égaux  ^,  lesquels  sont  également  incli- 
nés  sur  laxe  de  symétrie,  facile  á  construire,  puisqu'on  a : 

tg2a  =  -^4, 

comme  Tindique  la  figure  (100). 


IIOT.  ï.  Chercher  le  lieu  décrít  par  le  centre  (Tune 
cowrbe  variable  du  deuxiéme  degré,  asmjettie  á  passer  par 
quatre  paints  donnés  ky  B,  C,  D. 

Quelle  que  soit  la  position  de  ces  points,  on  peut  tou- 
jours  faíre  passer  deux  droites  AB,  CD  par  ces  quatre 
poínts  (fig.  101). 
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Fig.  101. 


Ges  deux  droítes ,  d'iine  maniêre  générale,  se  couperont 

en  un  poinl  0,  que  nous 
pouvons  prendre  pour  ori- 
gine  des  axes  eoordonnés, 
ceux-ci  étant  dirigés  sui- 
vant  ics  deux  droites  OAB, 
OCD  qui  sont  ainsi,  la  pre- 
miére  laxe  des  x,  et  la 
soconde  laxe  des  y. 

L'équation  des  courbes 
du  dcuxíême  degré  est  : 

.y*  -+-  Bxy  -♦-  Cx'  -t-Dy  -♦-  Ex  -f-  F  =  0; 

elie  ne  renferme  que  cinq  arbitraires,  lorsque  la  courbe 
n'esl  soumise  á  aucune  condition. 

Posons    OA  =  a ,  OB  =  a' ,  OC  =  6,  OD  =  6'. 

Pour  les  poinls  G  et  D  oú  la  courbe  rencontre  l'axe  des 
y,ona;  x  =  0; 

ce  qui  donne  :  y'  -f-  Dy  -♦-  F  =0, 

ei  6-4-6'  =  ~D (1), 

66' =  F (2). 

De  mcme,  pour  les  points  A  et  B,  oíi  la  courbe  rencon- 
tre  Taxe  des  x,  on  a  :        y  =  0\ 
ce  qui  fournit  Téquation 


et 


Ca?«-*-Ex 


a  -i-a  = 


F=0, 
E 
C 


aa'  =^- 


F 
C 


(5), 


(4). 


Si  nous  représentons  par  Xj,  y^,  les  coordonnées  du  centre 
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de  la  courbe  mobile  dont  nous  eherchons  le  Heu ,  on  aura, 
en  outre,  les  deux  équations  diamétrales  : 

2y4  +  Bxi  ^  D  ==  0     .     ..    .     .     .     (5), 

2CX|  -♦-  By,  -4-  E  ==  0 (6). 

On  obtient  ainsi  en  tout  six  équations  distínctes,  dont 
cinq  quelconques  serviront  á  déterminer  les  arbítraires  B, 
C;  D,  E,  F;  et,  en  substituant  leurs  valeurs  dans  la  sixiéme, 
onaura  Téquation  du  líeuy  laquelleest: 

^aa'yl  —  Ub'xl  —  aa'(b  -f-  6')  y^  -+-  bb'{a  -f-  a'jx»  =  0  f). 

On  voit  que  ce  lieu  passe  par  rorigine;  c  est  une  hyperbolc 
lorsque  aa'y  W  sont  á  la  fois  de  méme  signe  ou  de  signes 
contraires,  puisque  alors  le  binóme  B*  —  4 AC=1 6 aaW 
est  tonjours  positif. 

Si  Tun  quelconque  des  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D, 
se  trouve  d'un  cdté  de  rorigine  et  les  trois  autres  de  lau- 
tre  cótéy  la  courbe  est  une  ellipse ;  c'est,  au  contraire,  unc 
hyperbole,  si  les  quatre  points  se  trouvent  d'un  méme  cóté 
de  rorigine,  ou  bien,  si  deux  points  quelconques  sont 
situés  d'un  cóté  de  rorigine,  et  lcs  deux  autres  dc  Tautre 
cóté. 

En  transportant  les  axes  coordonnés  parallêlement  h 
eux-mémes,  et  en  plagant  rorigine  au  centre  C'  de  Thyper- 
bole  ou  de  rellipse,  on  obtient  pour  I  equation  du  lieu  : 

,     66'    „      (6  -^  6')*       66' 
^        aa'  8  Ma'^ 

MS.  II.  Trouter  le  lieu    decrit  par  le  centre  d'une 

(*)  II  serait  plus  simple  de  prendre  pour  réquaiioo  des  courbes  du 
2^  degré  passant  par  les  quatre  |H>ints  donnés  A,  B,  C,  D  réquation 

Voir  DOtatíons  abrégées  (315),  K  élani  une  arbitraire. 
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courbe  variable  du  second  degré  passant  par  les  quatre 
points  d'intersection  de  deux  coniques  données. 

Soienl :     Ay"  -t-  Bxy  -4-  Cx'  -♦-  Dy  -h  Ex  -♦-  F  =  0, 

Ay  -\-  Wxy  -*-  C V  -+-  D'y  -+-  E'x  -+-  F'  =  0, 

les  deux  eoniques  données. 

Les  points  d*intersection  réels  ou  ímaginaires  de  ces 
deux  courbes  sont  donnés  par  Téquation 

Ay*  -¥-  Bxy  -♦-  Cx»  -+-  Dy  -v-  Ex  -f-  F 
—  K  (A'y«  -f-  B'xy  -h  C'x*  -♦-  D'y  -+-  E'x  -+-  F')  =  0, 

dans  laquelle  K  représentc  une  quantité  indéterminée. 

Mais  la  courbc  du  second  degré  qui  passe  par  quatre 
points  donnés  et  connus  ne  peut  plus  contenir  dans  son 
équation  qu'un  paramélre  arbitraire  K;  donc,  cette  équa- 
tion  esl  la  courbe  variable  dont  le  centre  doít  décríre  le 
lieu  que  nous  chcrchons.  Pour  obtenir  ce  lieu ,  íl  suffit 
d'éliminer  K  entre  les  deux  équations  díamétrales : 

2Ay .  H-  Bx^  -♦-  D  —  KíáA  y,  -♦-  B'x,  -^  D')  =  0 , 
2Cxi  -^  By,  ^  E  —  K(!2C'x,  -h  B'y,  -f-  E')  =  0, 

x\9  Vi,  représcntant  les  coordonnées  du  centre  mobile;  ce 
qui  donne  : 

2Ay,  -f-  Bx,  .4.  D        2Cx,  -+■  By,  -♦-  E 
2A'y7HH"B'x,'^l)'  ■"  2C'x,-»-B'y, -f-E'' 

pour  le  lieu  demandé. 

Si  les  deux  coniques  données  sont  concentriques,  on 
peut  faire  disparaitre  les  termes  du  premier  degré  en  a;  et 
en  y  des  deux  équations;  alors,  le  lieu  se  réduil  h  : 

2Ay,  -4-  Bx,  __  2Cx,  -♦-  By, 
2A'y,-f-  B'x,""  2C'x,-+-  B'y, ' 

et  nechange  pas  sí  les  quantités  A,  B,  G  sont  proportion- 
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nellcs  á  A',  B',  C',  c'est-á-dire,  si  les  deux  eoniques  sont 
semblablcs. 

tM.  III.  Trouver  le  lieu  du  centre  d'une  hyperbole 
équilatere  circonscrite  á  un  triangle  donné. 

b         a 
Réponse  :       y'-*-x'  —  -y  —  -x  =  0. 


GHAPITRE  X. 


Tliéerle  séBérale  úem  feyera. 


C0URBE8   FOCALBS. 


MO«  On  nomme  foyers  ou  points  rationnek  d'une 
eourbe  des  points  situés  dans  le  plan  de  cette  courbe  et 
tels  qiie  leur  dístance  á  un  point  quelconque  de  celle-ci 
est  une  fonction  rationnelle  du  preniier  degré  des  coordon- 
.nées  de  ce  point. 

On  peuty  de  méme,  nommer  circonférences  focales  des 
circonférences  telles  que  la  distance  MT  d*un  point  quel- 
conque  M  de  la  cóurbe  au  point  de  contact  T  de  la  tan- 
gente  menée  de  ce  póint  á  cette  circonférence  est  une 
fonclion  rationnelle  dupremier  degré  du  point  de  la  courbe. 

Les  axes  coordónnés  étant  rectangulaires^  Téquation  de 
la  circonférence  de  cercle  de  rayon  R  est : 

a^  |3  étant  les  coordonnées  du  centre  de  cette  circonférence. 

« 

.(x-a)»H-(y  — p)'— R«  =  0      ' 

1« 
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Pig.  lOt. 


représenle  évidcmmenl  oussi  le  carré  de  ia  tangente  MT 

menée  d'un  point  queleonque  M, 
dont  les  eoordonnées  sont  x,  y,  & 
un  point  T  de  la  cireonférence. 

Cherchons  quelle  doit  étre  de 
grandeur  et  de  position  cette  eír- 
conrérence,  aíin  que  la  tangente 
MT,.que  nous  désignerons  par  S^ 
soit  une  fonciion  rationnelle  des 
coordonnées  x,  j^  du  point  M 
(fig.  102)  situé  sur  une  courbe 
donnée  du  2"**  degré 

y'=  2px  -f-  qj? 

rapportée  á  son  axe  de  symétrie,  pris  pour  axe  des  x,  rori- 
gine  étant  au  sommet. 
On  aura  : 

<y»  =  (x-«)'.4-(y-p)«-R«, 

<?  =  x'  —  2aa:  -t-  a'  -+- 1/*  —  2py  -+-?*  —  R'. 

Remplagant  y^  et  y  par  leurs  valeurs  tirées  de  réquatíon 
de  la  courbe,  il  vient : 


(?=(l-4-9)x«-fr-2(p  — a)x  — 2(3\/2px-+-íx»-»-a'-4-p'— R«. 

i  ne  peut  étre  rationnel  que  si  (3  =  0. 

Ainsiy  le  centre  de  ce  cercle  doit  se  trouver  sur  Taxe  de 
symétríe  des  courbes  du  2"'  degré. 

La  valeur  de  S^  se  réduit  alors  á 

<?»n=(l  ^g)x*-4-2(p  — a)x -♦-«*- R'. 

Ce  trinóme  du  2""'  degré  est  un  carré  parfait  si  Ton  a 

(p-«)«=(i+,)(^«-.R>).     .      .     .      (Jk) 
OU  p' —  2pa  —  qra* -f-  R«  (1  H-  ?)  =  0. 

Gette  équation  renferme  encore  deux  quantités  arbi- 
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iraires  a  et  R,  et  il  est  facile  de  voir  que,  pour  une  valeur 

réelle  de  R,  il  y  aura  deux  valeurs  réelles  de  a.  II  y  a  donc 

une  infinité  de  cercles  de  rayons  variables  dont  les  centres 

sont  situés  sur  Taxe  de  symétrie  de  ces  courbes  qui  satis- 

font  á  la  question. 

911.  Parmi  tous  les  systêmes  de  valeurs  de  a  et  de  R 

qui  satisfont  á  Téquation  précédente,  il  en  esl  un  premier 

fort  remarquable  que  Ton  obtient  en  égalant  séparément 

i  zéro 

p*  — 2p«  — <7a»  =  0    el    R*(l-*-g)  =  0; 
d'oú 

«  =  — ?(4  ipi^r^)  etR  =  0. 

Cette  valeur  de  a.  est  Tabscisse  du  foyer  dans  les  courbes 
du  ï"*  degré. 

Ainsi ,  Us  foyers  des  coniques  sont  des  cercles  de  rayon 
infiniment  petit  situés  sur  Vaxe  de  symétrie  de  ces  courbes. 

A  rinspection  de  Téquation 

9«'  -+-  2pa  —  p*  =  0 , 

on  voil  que  les  ellipses  et  les  hyperboles  ont  chacune  deux 
foyers  dislincts  situés  á  des  distances  égales  CF,  CF' 
(fig.  103)  du  centre,  et  que  la  parabole  n'en  posséde  qu'un 
seuiy  le  second  étaut  situé  á  rínfini. 

Eii  substituant  cette  valeur  de  a,  que  nous  représente- 
rons  par  f,  dans  rexpression  de  d,  on  aura  pour  le  rayon 
veclenr  en  général : 

919.  Le  seeond  systéme  de  valeurs  de  a  et  de  R  qui 
satisfonl  a  1  equation  (A)  est  celui  oú  R=a  ct  a=p,  c'est- 
sVdire  la  grandeur  du  demi-paramétre  de  la  conique. 

Le  cercle  est  donc  complétemenl  déterminé,  puisque 
lon  a  :  p  =  0,  a  =  p    el    R  =  a  =  p. 
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La  valeur  de  MT  devíent 


(I) 


MT  =  xV/4  -4-9. 


Fig.  103 


Donc,  ii  du  point  C'y  situé  sur  l'axe  de  symétríej  camme 

centre  et  avec  un  rayon 
égal  á  OC'  =  p,  on  dé- 
crit  une  drconférence 
de  cercle^  la  distance 
d'un  point  quelconque 
M  de  la  coniquê  aupoint 
de  contact  T  est  une 
fonction  rationnelle  de 

l'abscisse  de  ce  point,  Ce  ccrele  est  tangent  &  la  conique  á 

son  sommet  (6g.  103). 

Mais  on  a 

FM  ^  xi/VT^ -^  f; 
d'oii 

(II) FM  — MT^/*: 

ce  qui  prouve  que  la  di/férence  des  distances  d'un  point 
quelconque  M  d'une  conique  á  l'un'des  foyers  F  et  au  point 
de  contact  T  du  cercle  décrít  sur  le  paramétre  comme  dia- 
métre  et  du  point  C/  comme  centre  est  constantCy  et  égale  á 
l'abscisse  du  foyer. 

Pour  rellipse,  q  est  négatíf  et  Fon  a  : 


?      9 


MF  ^  MT  -♦-  ^ 

9 


J-I/í^í; 


(III)    MF-MT  =  ^  — ^í/í 

q       q 


—  q  =  f  =  OF  =  constantc , 


eomme  on  vienl  de  le  dire. 
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MF  =  —  MT  -f.  ?  -♦-  ?  l^r^; 


(iV).    .     MF' .♦.MT  =  í-  ^^l/l  —  o  =  r==OF': 

ce  quí  prouve  que  la  somme  des  distances  du  point  M  au 
second  foyer  F'  el  au  point  de  contact  T  du  cercle  précité 
est  constante,  et  égale  á  Vabscisse  de  cefoyer.  De  lá  un  pro- 
eédé  trés-simple  pour  décrire  rellipse  d'un  mouvement 
mitinu,  au  moyen  d'une  équerre  et  d'un  íil  de  longueur 
constante  OF'.  Une  des  exlrémités  de  ce  fil  est  fíxée  á  Tun 
des  foyers  et  la  seconde  extrémité  au  point  T  de  Téquerre 
C'TM  dont  Tun  des  cdlés  CT  de  Tangle  droit  esl  égal  au 
rayon  de  la  circonférence  focale,  lc  point  fixe  C'  étant  au 
centre  C'  de  ce  cercle  (fig.  103).  Lorsqu'on  fait  mouvoir 
réquerre,  rexlrémiié  M  d'une  pointe,  qui  lienl  le  fil  bien 
tendu  eonlre  le  cóté  Ti\l  de  lequerre,  décrit  dans  son 
mouveoient  rellipse. 

II  résulte  aussi  évidemment  des  mémes  propriélés  le 
théoréme  suivant : 

Si  un  fily  de  longueur  constantej  est  tendu  de  maniére 
que  ses  deux  parties  soient  constamment  tangentes  á  deux 
cercles  égaux,  le  sommet  de  Vangley  formé  par  le  fily  décrit 
une  ellipse  doublement  tangente  á  chacun  des  deux  cercles  ^ 
et  symélriquement  placée  par  rapport  á  ceux-ci. 

En  ajoutant  (III)  el  (IV),  il  víent  : 

MF-t-  MF'  =  -'-  =  OA: 

9 

ce  qui  prouve  que  Vellipse  est  une  courbe  dont  la  somme 
de$  deux  rayons  vecteurs  menés  des  foyers  F,  F'  á  un  point 
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quelconque  M  de  la  courbe  est  constante,  et  égale  á  la  lon" 
gueur  du  grand  axe  OA  =  — . 
Les  rayons  vecteurs  MF',  MF  de  riiyperbole  (fig.  104) 


sont 


MF'  =  xl/rT7--í-0— V/l  -+-0), 

MF  =  X  \/r^ -4- ^  (1 -+- i/rTo), 

? 

ou 

(V) ....'.     .    MF'  =  MT  -4-  /*, 

(VI) MF  =  MT  —  f , 

f  étant  l  abseisse  du  second  foyer  F. 

Le  procédé  de  construction  que  Ton  tire  de  ces  íbrmules 
est  tout  á  fait  analogue  á  celuí  qui  précéde  pour  lellipse. 

En  soustrayant,  on  a  : 

MF  — MF'  =  -í-  =  OA. 

9 

Ainsi,  dans  rhyperbole  la  différence  des  deux  rayms 
vecteurs  est  constante  et  égale  á  l'axe  transverse  ^. 

ÍS.  104. 


Pour  la  parabole  (fig.  lOS),  g  =  0  et  le  rayon  vecieur 

i 

MFa=X  -I-  -p. 
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Siy  á  une  distance  OD  =  ^p  de  rorigine,  on  méne  une 


Fig.  105. 


paralléle  á  Taxe  des  y,  il  est 
évident  que  la  dístance  MR 
du  point  M  de  la  courbe  á 
cetle  paralléle  sera  aussí 
égale  á  a:  -4-  j  p  ou  MF  :  ce 
qui  prouve  que  la  parabole 
esi  une  courbe  dont  tom  les 
points'  sont  á  égales  diS' 
tances  d'un  point  fixe  et 
d'une  droite  fixe.  On  a  pour 


la  tangente  MT  la  valeur  si  simple 


(VII) 


MT  =  x: 


ce  qui  indique  que  la  longueur  de  la  tangente  au  cercle 
précité  est  égale  a  Tabscisse  de  la  parabole.  On  a  : 


(Vllí) 


1 
MF— MT  =  -p. 


De  cette  propriété  découle  évidemment  un  procédé  de 
construetion  de  cette  courbe,  analogue  a  ceux  qui  précé- 
dent  et  indépendant  de  la  directrice.. 


Dlreelrlees. 


918.  Les  directrices  sont  des  droites  situées  dans  le  plan 
des  courbes  du  2""  degré  telles  que  le  rapport  de  la  distance 
d^un  point  quelconque  de  la  courbe  au  foyer  et  á  l'une  de 
ces  droites  reste  toujours  constant. 

Cherchons  la  position  de  ces  droiles. 

On  a  pour  Texpression  générale  du  rayon  vecteur  FM  : 


FM 


\/í 


_?(4=pV/,^,). 
9 
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En  représentant  comme  précédemment  labscísse  des 

9 


foyers  -^  {l  ^  [/{  -+.  q)  par  /i  íl  vient : 


Fíg.  106. 


Soíent  OD  =  d  une  paralléle  á  I  axe  des  ijy  OP  =  x, 

MP  =  y.  Gherchons 
s'il  existe  pour  Tar- 
bitraire  d  une  valeur 
teile  que  lc  rapport 

^       MR  x4-d 

puisse  devenir  égal  á 
une  quantité  con- 
stante  c.  On  a  : 


X  \/\  -^  q  -*-  f 


=  c 


X  -*-  d 

ou  X  [y  1  -*-  q  —  c^^  cd—  f; 

d'oú  Fon  tire : 


c=rV/i  -H  ?j 


cd=^f    d 


i/mj 


II  vient  donc  : 


MF 
MR 


=  l^i 


Ainsi,  les  ellipses  et  les  hypcrboles  possédant  chacune 
deux  foyers  possédent  aussi  chacune  deux  directrices;  et, 
suivant  que  le  rapport^  est  plus  petit,  plus  grand  que 
runité  ou  égal  é  celle-ci ,  la  courbe  est  une  ellipse ,  une 
hyperbole  ou  une  parabole. 

914.  Si  Ton  prend  pour  réquation  de  la  conique  celle 
de  rellipse  a*j/*  -h  6*x*  =  o*6*,  et  que  lon  remplace y  par 
sa  valeur  tirée  de  cette  équation,  on  aura  (210)  : 

MT  =  x»-2aa:+a«-h -(o*  — x«) - 2p  -  i^í^«-i-p«— R«. 

a  a 
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Pour  rendre  eette  ex|)ressíon  de  MT  rationnelie,  il  faut 
que  l'on  ait  ^  =  0,  ce  qui  donne  : 

— t      /o«  —  6'\ 

MT  =  ( — ^j  x'  —  2ax  -H  «'  -+-  6«  —  R*. 

La  eondition  pour  que  ce  trinóme  soit  un  carré  parfait  ësl 


c* 


a«  =  -(a«-t-6»  — R») 
ar 

ou  6V  =  c»  (6«  ~  R'). 

1**  Sí  nous  faísons  R=0  dans  cette  éqiiation,  il  viendra 
pour  Tabscisse  du  foyer 

a  =  ázC 


valeur  facile  á  construire^  et  pour  les   rayons  vecteurs 

(fig.  103): 

cx 

MF'  =  a  — — 

a 

cx 

et  MF  =  aH 

a 

2^  On  peut  satisfaire  k  I  equation  précédente  en  posant 
R  =  6;d'oúa  =  0. 

Puísque  l'on  a  déjá  p  =  0,  le  cerclc  est  connu  de  gran- 
deur  et  de  position  par  son  centre  qui  est  á  rorigine,  centrc 
de  Fellipse,  et  par  son  rayon. 

La  valeur  précédente  de  MT  se  réduit  á 

cx 

(IX) MT  =  — . 

a 

Donc,  8i  d'un  point  quelconque  M  de  rellipse  on  méne 
une  tangente  MT  o  la  circonférence  décrite  sur  le  petit  axe 
2b  de  cette  courbe  comme  diamétre,  la  longueur  de  cette 
tangente  est  une  fonction  rationnelle  de  Vabscisse  de  ce  point. 
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On  saít  que  l'on  a  pour  ie  rayon  vecteur 

cx 

F'M=a 

a 

En  remplaQant  ^  par  sa  valeur  préeédente   MT,   on 
obtient : 

(X) MF'H-MT=a: 

ce  qui  prouve  que  la  somme  des  distances  d'un  point  quel- 
conque  M  de  l'ellipse  au  foyer  le  plus  procke  et  au  point  de 
contact  T  de  la  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle  décrit 
sur  le  second  axe  2b  de  l'eltipse  comme  diamétre  est  égale 
au  denii^grand  axe  de  cette  courbe.  Ceile  circonférence  a  un 
double  contact  avec  reliípse. 

D'aprés  la  rormuíe  (X),  pour  décrire  Tellipse  d'un  mou- 
vement  continu,  on  prend  un  íit  d'une  longueur  égale  au 
demi-grand  axe  de  cette  courbe ;  on  Gxe  une  des  cxtrémilés 
de  ce  fil  au  foyer  F'  et  la  seconde  extrémité  au  poinl  T, 
sommet  de  langle  droit  de  réqucrre.  Pendant  le  mouve- 
de  celle-ci  on  tient,  au  moyen  d'une  pointe  M,  d'un  style, 
le  fil  bien  tendu  contre  le  cóté  TM  de  réquerre  (fig.  103); 
cette  pointe  M ,  dont  son  mouvemeni  décrira  rellipse. 

On  a  pour  le  second  rayon  vecteur  partant  du  point  M 

MF  =  a  H 

a 

(XI) MF  —  MT  =  a  : 

ce  qin*  prouve  quc  la  différence  des  distances  d'  un  poin 
quelconque  de  l'ellipse  au  foyer  le  plus  êloigné  et  au  point  de 
contact  T  de  la  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle  décrit 
sur  le  petit  axe  de  l'ellipse  comme  diamétre  est  égale  au 
demi-grand  axe  de  cette  courbe. 
En  ajoutant,  on  oblient 

MF-4-MF'  =  2a, 
comme  précédemment(212). 
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915.  Sí  I  on  décríl  sur  Faxe  non  transverse  ou  imagi- 
naire  %  d*une  hyperbole  comme  diamêtre  une  circonfé- 
rence  de  cercle,  elle  jouira  des  mémes  propriétés  que  la 
précédente.  On  a  : 

cx  cx 

MT  =  ^.  MF'« a  =  MT  — a, 

a  a 

cx  ' 

MF  = H  a  =  MT  -4-  a. 

a 

En  soustrayant,  il  vicnt  aussi : 

MF  — MF'=2a, 

rcsultat  que  Ton  vient  d  obtenir. 
En  rempla^ant  q  par  sa  valeur  ^,  on  a  aussi 


MT 


=  x  V  i =— : 


a'        a 


ce  qui  prouve  qu'á  des  abscisses  égales  á  parlir  du  sommet  0, 
et  á  partir  du  centre  C  de  la  conique^  les  longueurs  des  tan- 
gentes  atix  deux  cercles  précités  sont  égales. 

La  détermination  des  directrices  est  ici  trop  facile  pour 
qu*on  s'y  arréte. 

«1«.  Soit  y'  =  2p'x  -^  í'x* 

Téquation  générale  des  coniques  rapportécs  á  un  systéme 
de  diamétres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  y,  Tori- 
gine  étant  située  sur  la  courbe. 

On  a,  comme  précédemment,  pour  la  longueur  3  de  la 
tangente  MT  menée  d'un  point  quelconque  M  de  la  conique 
au  point  de  contact  T  du  cercle  : 

(r*=  (X  —  «)•  ^  (y-.p)«  -f.  2  (X  —  a)  (y  —  j3)  cosy  —  R'. 

En  développant,  et  en  remplaQant  y  par  sa  valeur  tirée  de 
Téquation  de  ia  courbc,  íl  vient : 

J«  =8  X*  —  2(zx  -I-  a*-*-  2f)'x  -♦-  q'x* — 2  [p  -fr-  (a  —  x)  cos  r]  y 
-♦-  p'  — -  2px  008  r  -♦-  2ap  008  r  —  R'. 
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La  condítion  de  rationalité  est 

p  =  (x  —  a)  COS  y, 

En  substitiiant  cette  valeur  dc  (3  dans  rexpression  pré- 
cédente  et  en  réduisant,  on  oblient 

.    í«  =  (q'  ^  sin'r)  X*  -H  2  (p'— asinV)  x  -♦-  a'sin'y  —  R'. 

Si  Ton  a 

(p'  —  a  sin*  yY  =  (7'  -♦-  sin'r)  (a'sin'r  —  R*), 

$^  est  un  carré  parfait.  Ainsi  qu*on  Ta  déjá  di(,  cette  équa- 
tion  renferme  deux  quanlités  arbitraires,  a  et  R,  et  il  existe 
une  infinité  de  cercles  qui  satisfont  á  la  question.  Une  des 
solutions  les  plus  simples  est  celle  qui  répond  á 

R  =  «siny 

P 

et  <x  sinV  ==  p' ;  4'ou  «  =  — r~ ; 

sinV 

p' 

ce  qui  donne  R== 


smr 


II  s'ensuit  que  le  rayon  du  cercle  est  constant;  que  son 
centre  se  meut  sur  une  droile  KL  (fig.  107), 


P 


sinV 


paralléle  h  Taxe  des  y,  ct  que  rordonnée  variable  de  cc 
centre  est  la  projection  H  du  pied  P  de  Tordonnée  du 
point  M  (x,  y)  sur  la  droite  KL.  Gomme  I'abscisse  OP 
eorrespond  á  deux  poinls  M  et  M',  situés  sur  une  méme 
paralléle  h  Taxe  des  j/,  il  s'cnsuit  que  les  quatre  tangcntes 
qu'on  peut  mencr  des  deux  points  M  et  M\  pris  sur  la 
courbe,  sont  égales,  et  ont  pour  expression 


MT  =  X  \/q'  -♦-  sinV. 
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En  faisant  R  =  0,  on  a  pour  I'abscissc  a  du  centre  du 
cercle  correspondant 

P    .       P 

a  = ± 

q'      9'sinr 


vY 


sin'r. 


Ces  deux  valeurs  de  a  représenlent  deux  paralléles  FR, 
F'R'y  ft  laxe  des  y.  On  peut  les  considérer  comme  les  lieux 
des  foyers  de  tous  les  points  de  la  conique. 

En  substiluant  ces  valeurs  de  a  dans  Téquation 

P  =  {X  —  a)C0Sr> 

on  obtiendra  Tordonnée  du  centre  du  cercle  de  rayon  inG- 
niment  petit,  et  en  projetant  le  point  P  sur  ccs  deux  paral- 

Fig.  107. 


léles,  on  aura  deux  points  P| ,  Pj  qui  jouissent,  par  rap- 
port.  aux  points  M,  M',  des  propriétés  analogues  é  celles 
des  foyers.  II  vient,  en  effet,  pour  rellipse : 

MP|  =  X  V/sinV  —  q'  -^  ^  (sin  r  =F  l/sin'r  —  q') 

et  MP,  =  a:V/sinV  — 9'  -^f', 

en  dcsignant  par/''  le  terme  conslant. 
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Maís  la  distance  du  méme  point  M  de  la  courbe  au  poíni 
de  eontact  T  du  cercle  précédent  de  rayou  R  =  jj^^l 


MT  =  xl/sinV  — 9'. 

On  en  conclut  que 

MP,  =  MT-4-/'', 

propriéié  analogue,  pour  les  poinls  M  et  M'  relatívement 
aux  cercles  mobiles  préciiés  de  rayon  0  et  de  rayon 
R  =jf^,  que  pour  les  cercles  fixes  situés  sur  Taxe  de 
symétrie  des  coniques  de  rayon  0  et  de  rayon  R  =  p. 

Donc,  si  une  corde  MM'  se  meut  parallélement  á  un  dia^ 
tnitre  conjugué  quelconque;  que  l'on  projette  le  point  de 
rencontre  P  de  cette  corde  avec  Vautre  diamétre  conjugtié 
sur  les  paralléles  fixes  FR,  F'R',  KL,  les  pieds  de  projec- 
tion  seront  les  centres  de  trois  cercles  qui,  par  rapport  aux 
deuxpoints  MyM'yjouissent  des  propriétés  analogues  á  celles 
des  foyers. 

Ces  cercles  sont  donc  mobiles  lorsque  les  coniques  sont 
rapportées  á  leurs  diamétres  conjugués,  et  sont  fixes  lors- 
que  les  coniques  sont  rapportées  h  leurs  axes  de  symé- 
trie  (*). 

1117.  On  a  trouvé  précédemment  (216) 

MP|  =  X  i/sin*y  -♦-  9'  h — ;  [sinr  ^  l/sin*y  -+-  9']. 

En  représentant  le  terme  constant,  Tabscisse  du  foyer  du 
point  M,  par  f',  on  a 


MPt  =  xl/sinV-+-9'H-/''. 
Soit  X  =  OD  =  di  une  paralléle  h  Taxe  des  y,  d^  étant 

(*)  Les  équations  de  ces  cercles  sont  respectivement 

y*z=  2p'x  —  X*  sin V> 
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arbitraire.  La  dístance  MDi|  d'un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  á  eelte  droite  (fíg.  107)  est 

MD,  =  (x  -4-  d,)  sinr. 


,,    .  MP,       xl/sinVH-^'^/-' 

II  vient         — -  =  — ; ' — : • 

MD|  (xH-ajjsinr 

Si  ron  égale  ce  rapport  á  une  quantité  K ,  qui  doil  élre 
constante,  on  trouve  : 


r 


et  d,  =     

l/sin'^ 
de  sorte  que  Ton  a 

MP, 


En  renriplacant  f'  par  sa  valeur,  on  obtient  pour  d^  deux 
droiles  DD^ ,  D'D^  paralléles  á  Taxe  des  y  á  égales  distances 
du  cenlre  des  coniques,  et  qui  jouissent  des  propriétés  ana- 
logues  á  celles  des  directrices. 

91 S.  Prenons  réquation  des  coniqiies  rapportées  á  un 
systéme  de  deux  diamëtres  conjugués,  rorigine  étant  au 
centre  de  ces  courbes.  Soit  réquation  de  rellipse 

a"  y*  -+- 1'*  X»  =  a"  6'*, 

Tangle  de  ces  diamétres  étant  toujours  y. 
On  trouve  pour  la  condition  de  rationalité 

Q  =  [x  —  a)  COS  y 

el  pour  á* 

^  ^  /a   sinV  — fc''\  ^,  _  2a  sinV  x  -^  a*  sinV  -^  6'*  -  R', 

réquation 

a'*  a*  sinV  =  (a'*  sinV  —  6'*)  (»'  sinV  -*-  6'*  --  R*) 
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eiprimant  que  S*  est  un  carrë  parfait.  Si  l'on  pose 

«'  ain'r  -*- ''"  =  R', 

on  conclut  que  «  =  0  ei  R  =  6' ;  d'oú 

p  =  xcosr> 

Ën  ayant  égard  k  ces  valeurs,  on  oblieut  pour  la  longueur 
de  la  langenle 


Si  i'on  fait  R  =  0,  il  vieni 


c'est-á-dire  deux  droiies  FR,  F'R',  paraliéles  é  I'axe  des  j/, 
et  P  =  (k  —  ai)  cos  y. 
En  substituant  ces  valeurs  de  a  dans  l'espression  de  3*, 


on  3  pour  les  dislances  du  point  M  (x,  y)  aux  poials  P,, 
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P^,  projcctions  du  pied  P  de  rordonnée  de  ce  point  sur  les 
droites  FR,  F'R'  (lig.  108)  : 

MP|  =  a'  sin  r .      MP,  =  a'  sin  y  h ; 

a'  a' 

d'oú  MP,  H-  MP,  =  2a'  sin  y . 

On  voit  par  lá  que  si  Fon  projclte  lc  point  de  rencontre 
d'une  corde  MM'  avec  son  conjugué  sur  les  deux  droites 
FR,  F'R'y  qui  lui  sont  paralléles,  la  somme  ou  la  diiïérence 
des  distances  du  point  M  aux  pieds  P| ,  P^  de  ces  projec- 
tions  est  constante. 

1I19.  La  tangente  MT  au  cercle  dont  les  coordonnées 
sonl  a  =  0,  P  =  X  cos  y  et  le  rayon  R  =  6'  a  pour  lon- 
gueur 

xV/^'shiV  — ó'*       c'x 

""  a'  "^  V" 

c'x 

Mais  MP,  =  a'  sin  r r ' 

a 

e'x 

dou        MP|  •«- MT  =  a'sinr>    MPí  =  a'sinrH r» 

a 

ce  qui  donne  :       MP,  —  MT  «  a'  sin  r» 

théorêmes  analogues  á  ceux  que  Pon  a  démontrés  pour  les 
cercles  fixes  et  les  foyers  proprement  dils. 

Si  Ton  considére  les  points  P^ ,  P^comme  étant  les  foyers 
du  poínt  M,  il  s'ensuit  que,  dans  rellipse,  la  somme  ou  la 
difference  des  distances  d'un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  au  foyer  le  plus  proche  ou  au  foyer  le  plus  éloigné  et 
au  point  de  contact  T  du  cercle  cotrespondant  est  constante. 

On  voit,  daprés  cette  propriété  (218),  (219),  que 
pour  décrirc  rellípse  il  faut :  tracer  le  diamëtre  conjugué 
égal  á  %  et  les  deux  droites  íixes  FR  et  F'R'  paralléles  au 
second  diamétre  conjugué  donné  de  grandeur  et  dc  diree- 
tion ;  aitacher  les  extrémilés  d'un  lil  de  longueur  con- 

17 
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stante  aux  deux  points  P|  et  P^  d'une  perpendiculaire 
mobile  communc  á  ces  deux  droites ;  sous-tendre  avec  la 
pointe  M  d'un  style  ce  fil  conlre  la  parallêle  mobile  PM  aiix 
deux  droites  fixes  FR  et  F'R'.  Le  licu  M  des  points  aiosi 
obtenus  scra  rellipse  cherchée. 

Le  second  procédé  représenté  par  la  formule 

MP|  +  MT  =  constanle, 

consiste  á  placer  rextrémité  d*un  fil  de  longueur  constante 
au  point  P|,  et  la  seconde  extrémité  au  point  T,  sommet  de 
Fangle  droit  du  triangle  rectangle  mobile  CTM;  de  tenir 
la  poínte  du  style  contre  ce  fil  bien  tendu  et  appliquée  sur 
la  parallêle  PM  parlant  du  point  P,  intersection  de  la  per- 
pendiculaire  mobile  P^P^  avec  le  diamêtre  OA'.  Le  point 
mobile  M  décrit  rellipse. 

«tlO.  Soit  X  =  OD  =  d'  (fig.  108)  une  droite  parallêle 
á  Taxe  des  y.  On  aura  pour  le  rapport  ^  de  la  distance 
du  point  M  au  point  P^  et  á  cette  droite  : 

,   .  c'x 

a  sm  y 

MPi  a' 


MS        [d'  —  X)  sin  r 

En  égalant  ce  rapport  á  la  constante  K,  on  trouve : 

c'  ,       a'*sin'r 

K==^-^     et     d'= p-^. 

a  sm  y  c 

On  a  dc  même  c'x 

a'  sin  y  h 

MP,_  "^        a' __ 

MS'       [d"  -^  x)  sin  r 

cc  qui  donnc  pour  K'  et  d"  les  mêmes  valeurs  que  précé- 
demment. 

II  est  évident  que  les  paralléles  DS,  D'S'  á  Taxe  des  y^  á 
ëgales  dislances  de  rorigine,  jouissent  des  mémes  propriétés 
que  les  direclriees. 
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Ml.  On  voit,  par  tout  cc  quí  précêdc,  que  les  anciens 
foyers  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  foyers  en  général 
et  qu'il  n  cst  plus  permis  dc  díre  qu'il  n'y  a  que  deux 
points  dans  le  plan  des  coniques  tels  que  la  distance  de 
Tun  de  ces  points  h  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
est  une  fonction  rationnellc  des  coordonnées  de  celui-ci. 
En  effet^  il  existe  une  infinité  de  cercles  qui  jouissent  des 
mémes  propriétés  que  les  foyers,  ainsi  qu^on  vient  de  le 
prouver  pour  les  coniques  rapportées  á  leurs  formes  cano- 
niques,  comme  aussi  lorsque  les  axes  coordonnés  sont  au 
centre  de  ces  courbes,  ou  quand  elles  sont  rapportces  h 
leurs  diamétres  conjugués. 

M3.  En  appliquant  la  méthode  précédente  a  Téquation 
générale  des  courbes  du  2"^  degré 

Ai/  -^  Bxy  -+-  Cx*  -♦-  Dy  -+-  Ex  -♦-  F  =  0 , 

les  axes  étant  rectahgulaires,  on  a  pour  la  condition  de 

rationalité  : 

2Ap-+-Bx-f^  D  =  0 (\) 

Cette  équation  nous  apprend  que  le  centre  (a,  (3)  du 
cercle  que  nous  cherchons  doit  se  irouver  sur  un  diamétre 
de  la  courbe.  En  substituant  la  valeur  de  (3  dans  celle  de 
S^,  et  en  exprimant  la  condition  que  S^  est  un  carré  parfait, 
on  obtient  I  equation 

(2) (BD  —  2AE  —  4AV 

=  (4A'  -♦-  B«  —  4AC)  (D«  —  4AF  -4-  4AV  —  4A'R«). 

Si  Ton  développe,  il  vient 

(B«  -  4AC)  a"  -4-  2  (BD  —  2AE)  a  -+-  D'  —  4AF  -♦-  -^ 
=  R'(4A'-*-B«  — 4AC), 

A  représentant  le  discriminant. 
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En  rcsolvanl  cettc  cquation ,  on  a  : 


BD    2AE       l/(4A«-*-B«--4AC)[AR«(B«— 4AC)  — a] 

B*— ^AC  (B*~4AC)1/a 

Si,  dans  cetle  formule,  on  fail  R  =  0,  on  aura  pour  a^ 
Tabscisse  du  centre  du  ccrcle  correspondant  de  rayon  infi- 
niment  pelit  ou  nul  qui,  d  aprés  Fancienne  ihéoríe,  est  le 
foyer 

(BD  —  2AE)  y/A  db  V/(4A«  H-  B«  —  4AC)  X  —  a 

(B*— 4AC)1/a 

ttlS.  Parmi  les  diffcrents  systémes  de  valeurs  de  a  et 
de  R qui satisfont  k  lequation  (2),  on  doit  remarquer ceux 
que  Ton  obtient  en  posant 

í^  D«  —  4AF  ^  4A*  («*  —  R»)  =  0; 

ce  qui  donne  :  4A"a  =  BD  —  2AE ; 

d'oú 

BD  —  2AE  __  \/(BD  —  2AE)«  -h  4A«  (D"—  4AF) 


—  » 


4A«  4A* 

Ën  substituant  a  dans 

Ba  +  D 

^  2A 

on  aura  Tordonnée  du  centre,  de  maniére  que  le  cercle  est 
connu  de  grandeur  et  de  position.  Son  équation  est 

,      (BD  — 2AE)  2  (BD  —  2AE -^  4A«D) 

^  2A*  8A"  ^ 


( 


B*D  —  2ABE\»      2D  (B'D  —  2ABE)      F 
—  8A^-J  "^ -"a^*^- 


On  obtient  dans  ce  cas  pour  la  tangente  MT  menée  d'un 
point  quelconque  M  de  la  courbe  au  point  de  contact  T  : 


.      „^      X  \/4A«  -♦-  B*  -  4AC 

2A 
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Cette  valeur  de  MT  ne  dépend  que  dcs  quanlítés  A,  B,  G, 
c*'est-&-díre  de  la  nature  de  la  courbe,  et  non  de  sa  position 
par  rapport  aux  axes  coordonnés.  Si  laxe  des  x  est  paral- 
léle  á  Taxe  de  symétríe  des  courbes  du  2""  degré,  B  =  0, 
et  Ton  retrouve  pour  MT  la  valeur  déjá  obtenue 


MT  =  xy  - 


—  (^       cx 

puísque  A  =  a*,  C  =  6*  pour  rdlipse. 

2«  Posons    4AV  =  4A'R*,    cest-á-dire    R  =  a. 
L'éqnation  (2)  donne  dans  ce  cas 

BD  -  2AE  zb  l/(BD-2AE)«-f-4A*(D«-4AF)-i-4AA 

a  =  r • 

4A« 

Le  cercle  esl  donc  eomplétement  déterminé,  puisque  son 
centre  doit  se  trouver  sur  le  diamétre 

___      Bx-4-  D 
^^  2A~ 

et  sur  la  parallëlé  a  laxe  des  y  déterminée  par  la  valeur 

précédente  de  a,  laquelle  est  égalc  au  rayon  de  ce  cercle. 

Quant  á  rexpressíon  de  la  tangente  MT  menée  d'un  point 

quelconque  (x,  y)  de  la  courbe  au  point  de  contact  T  du 

cercle,  on  a 

xl/4\*-+-B*— 4AC-t-l/b«  — 4AF 

MT= — — 

2A 

On  peut  discuter  toutesces  formules,  et  Ton  relrouve, 
comme  prccédemment,  les  cercles  qu'on  a  obtenus  en  opé- 
rant  sur  les  formes  canoniques. 

On  peut  se  proposer  de  rechercher  les  circonférences 
focales,  et  parlant  les  foyers,  pour  les  courbes  d'un  degré 
supéríeur  au  second  telle  que  la  conchoïde,  qui  posséde  un 
foyer  comme  les  coniques ,  e(c. 


262  SECONDE    PARTIË. 


DéleroilBAiloii  diea  foyera  dona  le«  eourbeo 

du  •»«  decré. 

tt4.  Soít 

Ay*  -*-  Bxy  -h  Cx'  -+-  Dy  -h  Ex  -f-  F  =  0 

réquation  générale  des  courbes  du  2""'  degré  rapportées  á 
des  axes  coordonnés  rectangulaires.  On  a  vu  préeédem- 
ment  (198)  que  la  dircction  des  axes  de  syractrie  de  ces 
courbes  est  donnée  par  la  relation 

—  B 

^  A-  C 

d'oú  Ton  lire 


ig«  = 


A  — C=fcl/B»-+-(A  — C)* 
■ 1 


B 


-\/í 


A  — C-*-Í/B*-*-(A  -  C)» 
sin<x=\/    — 

2\/B*-4-(A— C)* 
B 


COS  a  = 


|/2l/B*-*-(A  — C)*[A— C-*-1/B'h-(A-C)»] 

a  étant  Tangle  que  I'un  des  axes  de  la  courbe  fait  avec  Taxc 
des  X,  Les  coordonnées  du  centre  C  (a,  6)  de  ces  courbes 
sont  données  par  les  équations  diamétrales 

2A6-+-Ba-t-  D=0, 
2Ca  -*-B6  -+-E  =  0; 

de  sorte  que  Téquation  de  Taxe  de  symétrie  est 

y  —  6  =  tga(x  —  a) 

et  si  Ton  désigne  par  c  la  distance  du  centre  G  de  la  courbe 
au  foyer  F,  on  a  évidemment  : 

X  —  a  =  c  cos  a    el    y  —  6  =  c  sin  a 
ou  x  =  a-+-ccosa,         y  =  6-t-csina. 
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11  reste  a  exprimer  c  en  ronelion  des  quantités  connues 

Les  courbes  du  2"*  degré  représentées  par  Téquation 

générale 

Ay»  -♦-  Bxy  -♦-  Cx'  -f-  Dy  -+-  Ex  -4-  F  =  0 , 

rapportées  á  leurs  axes  de  symétrie,  Torigine  des  axes 
coordonnés  étant  au  centre  de  ces  courbes,  ont  pour  équa- 
tion  s 

^  B*  —  4AC 

A  désignant  le  discriminant 

4ACF  -4-  BDK  —  AE*  —  CD«  -  FB* 

de  ces  courbes.  En  faisant  successivement  y  =  Q  eix  =  0 
dans  cette  équation  el  en  appelant  a^y  b^  les  valeurs  cor- 
respondanies  de  x  et  de  y,  c'est-a-dire  les  longueurs  des 
demi-axes  de  ces  courbes,  on  obtient  pour  c  la  formule 


On  sait  (197)  que 

M  =-  (A  -^  C)  -+-  - l/B*  -4-  (A  -  C)' 

Jm  Jm 

ei  N=i(A  +  C)-il/B*-h(A-C)«. 

En  remplagant  M  et  N  par  ces  valcurs  dans  c,  on  a 


c  = 


V^Vb*-^(\-^C)*; 


B«  —  4AC 

dc  sorte  que  Ics  coordormées  (x,  y)  des  foyers  des  courbcs 
á  centre  sont  délcrminées  par  les  formules 

B\/?I 


x  =  o 


(B*  —  4AC)  (/a  —  C  db  l/B«  -f-  (A  —  C)* 

.       1^2  A  [A  —  C  zb  V/B'  +  (A  -^^J 

i/  =  6  4i = • 

^  B«  —  4AC 
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%^B.  —  I.  Soit  á  trouver,  au  moyen  de  ees  forniules, 
les  foyers  de  la  eonique  représenlée  par  Féquation 

2y*  —  2xy  -^  2x*  —  8^  —  2x  -h  11=  0. 
La  courbe  est  une  ellipse. 
On  a  A  =  —  36;    a  =  2,    6  =  3 

el  pour  les  coordonnées  (x,  y)  des  foyers 

x  =  2zbl, 

y  =  5ibi; 
i*  x  =  3,    y  =  4. 

2*  X  =  i  ,    y  =  2. 

%M,  —  II.  Prenons  pour  deuxiéme  exercice  la  conique 
qni  a  pour  équalion 

Zy*  —  i2xt/  -t-  8x'  -h  iOy  -4-  4x  —  55  =  0. 

Cetie  courbe  est  une  hyperbole  donl  les  coordonnées  du 
centre  C  (a,  h)  sont  : 

a  =  3,    6  =  4i; 
le  discriminant  A  =  256.  On  a  : 

^^  i2 1-2x256        ^^Í2X16       ,^^ 

X  =  5  dz :::  =  5  db =  3  =b  2 

48X2XV^2  12X8 


_     ^      1/2  X  1256  X8_i3       Í6_i3       4 

^""     '  48  ""T       i2~""3"       3" 

io  a:=.5,y=^3;        2«  x  =  i,y=5f 

997.  Les  formules  qui  précëdent  ne  peuvent  pas  con- 
venir  aux  paraboles  pour  lesquelles  B'  —  4AC  =  0. 

Si  Ton  cherehe,  comme  on  Ta  vu  dans  la  réduction  de 
Téquation  générale 

Ay'  -♦-  Bxy  -*-  Cx'  -+-  Dy  -♦-  Ex  -^  F  =  0 , 
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les  coordonnées  a  ei  b  du  sominet  de  ces  courbes,  on 
iroove  :      ^  ^  (^CE  n-  BD)«  —  1 6  (A  -+-  C)'  CF 


8  (2CD  —  BE)  V/(A  -*-  Cf 

2CE  H-  BD 

6  = ; 


db  2  l/(A -^  C)»  C 
la  dístance  de  ce  sommct  au  foycr  F  de  la  parabole  étant 

i  BE  —  2CD 


^P  = 


2  '^        4  (A  -f-  C) 
on  a  pour  les  coordonnécs  du  foyer  dans  ees  conrbcs  : 

1 

x  =  a  db  -  p  cos  a, 
2*^ 

y  =  b±:-psu\a. 

9M.  La  dislance  MR  (íig.  106)  d'un  point  x\  y'  \\  une 
^lroite  y  =  mx-^n, 

est  une  fonctíon  du  premier  degré  en  x',  y  dc  la  formc  : 

(v'  —  wx'  —  M)sino 


\/\  -♦-  m*  -t-  1m  cos  0 

les  axes  coordonnés  étant  obliqucs. 

Lorsque  la  droite  n'est  pas  donnée  de  position,  cette 
valeur  de  MR  contient  deux  constantes  arbitraires  m  ct  n 
dont  on  pourra  disposer  pour  donner  á  cette  droite  telle 
posítion  qu'on  voudra.  Si  nous  désignons  par  a,  (3  les  coor- 
données  d  un  foycr  F,parc  le  rapport  conslanl  g^,  on  aura, 
les  axes  étanC  reclangulaires. 


V/(x'_«)«+(y'_|3)» 


y—mx—n  y/\+m 


t 


V/(a:'-«)'  +  (y-p)'= 


cy  mcx  nc 


V\  -f-  m*      1/4 -+.m»      \/\  -H  m« 
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Aínsi  qii on  la  déjá  dít,  le  second  membre  est  une  fonc- 
lion  du  premier  degré  en  x',  y'  qui  renferme  trois  índéier- 
minées  m,  h,  c  etpeut,  en  conséquence,  sc  mettrc  sous  la 
forme : 

fy'  -H  ýa;'  -4-  h; 

de  sorte  qu*il  viendra  : 

(X'  -  «)«  ^  (y'  -  p)*  =  (/y'  H-  jx'  +  h)\ 

Si  la  posilion  du  foyer  F  est  indéterminée,  a  et  (3  soul 
aussi  deux  constantes  arbitraíres;  lequation  du  2°*''  degré 

en  x  t/ 

(x  -  «)"  -h  (y  +  p)'  =  (/y  -^  gf^  -*-  *A 

qui  rcnferme  cinq  constantcs  arbitraírcs,  représente  toutes 
lcs  courbes  du  2"""  degré  :  c'est  ré<]uation  des  coniques  par 
rapport  aux  foyers  et  aux  direclrices. 

Si  la  dircetrice  est  connue  de  posítion,  lcs  rapports  de 
deux  de  ces  arbitraires  /)  ^,  A  á  la  (roísiéme  sont  déter- 
minés. 

%%9,  Les  deux  équations 

(a;-  a)«  -f-  (t/  -  ^?^(fy  -^  gx  -H  h)\ 

y'  -+■  axy  -f-  6x'  -h  cy  -+-  í/x  -4-  e  =  0, 

représentant  toutes  les  deux  la  méme  courbe,  doivent  étre 
identiques. 

On  a  donc  pour  déterminer  lcs  arbitraíres  a,  p,  /*,  g,  h 
les  cinq  équations  : 

—  a, ^=0, 


1-r  \-r 

p  -^  fh  c       OL  -k-  gh  d 

««  ^  fi»  -  A« 
L — - — =e. 

1  —  / « 
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9S0.  Soient  &],  M'  les  deux  poínls  de  renconlre  d'une 
sécante  avec  une  conique  (íig.  109).  Unissons  ces  points  á 
l'un  des  foyers,  F,  de  celle  courbe;  des  poinls  M,  M'  abais- 
sons  des  perpendiculaires  MR,  M'R'  sur  la  directrice,  qui 
est  rencontrée  en  I  par  la  corde  MM'. 

Fig.  109. 


On  aura,  d  aprés  les  propriétés  connues  : 

MF  _  M'F 

mr""  mI^ 

MF        MR        MI 


et 


M'F       M'R'       M'I 


ce  qui  prouve  que  la  droite  FI  est  bissectrice  de  Vangle 
extérieur  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  FM,  FM',  les 
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deux  points  M,  M'  étant  situés  sur  la  méme  branche  de  la 
courbe. 

Ainsi,  la  droite  FI,  qui  joint  le  foyer  d'une  conique  au 
poiní  de  rencontre  d'une  sécanle  avec  la  directrice,  est  bis- 
sectricc  de  Vangle  extérieur  formé  par  les  deux  rayons  vec- 
teurs  menés  du  foyer  aux  deux  points  M,  M'  de  /a  sécante, 
si  ces  deux  points  sont  situés  sur  la  même  branche;  cette 
droite  est  bissectrice  de  l'angle  méme  des  rayons  vecteurs,  si 
les  deux  points  M,  M'  ne  sont  pas  situes  sur  la  même  brandie, 

9S1.  II  es(  facilc,  d  aprés  cette  propriété,  de  construire 
une  conique  lorsqu'on  connail  le  foyer,  la  directrice  el  un 
point  M  de  la  courbe.  Pour  avoir  un  second  point  quel- 
conque  M',  il  suflit  de  joindre  un  point  I  de  la  directríce 
au  point  M  e(  au  foyer  F  (Gg.  109);  dc  faire  ensuite  avec  IF 
un  angle  IFD  =  IFM  :  la  droile  FD  prolongée  rencontrera 
la  droite  IM  en  un  point  M'  qui  apparliendra  á  la  conique. 
Si  Ton  donne  le  foyer  F  et  trois  poinis  M,  M',  M''  de  la 
courbe,  on  joindra  lcs  deux  poinls  M,  M'  au  foyer  F  :  la 
bissectrice  FI  de  Tangle  ext(^rieur  MFD  rencontrera  le  pro- 
longement  de  la  droíte  MM'  en  un  point  I  de  la  direc- 
trice.  On  aura,  de  la  méme  maniére,  un  second  point  I' 
de  la  directrice  en  joígnant  lc  troisiéme  point  M''  au 
foyer  F,  etc... 

Si  Ton  donne  la  direclrice  II'  et  trois  points  M,  M',  M" 
de  la  courbe,  on  aura  en  abaissant  des  irois  points  donnés 
M,  M',  M",  des  perpendicnlaires  MR,  M'R',  M"R"  sur  la 
directrice,  les  proportions,  F  désignant  le  foyer  inconnu  : 

MF        MT        M'T 


MK       M'R'       M'R" 
d*oú  Ton  tire  : 

FM         MR  FM  MR 


*m>t 


FM'       M'R'       FM"       M"R 
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Ccs  deux  proportions  prouvent  que  le  foyer  F  se  trouve  á 
l'interseclion  de  deux  circonférences  que  Ton  sait  décriref 
puisque  les  longueurs  MR,  M'R^  M'^R''  sont  connues. 

MS.  L'équation  de  rellipse  est 

En  faisant  y  =  0,  on  obiient  pour  la  valeur  du  grand  axe  : 

9 
En  résolvant  lequation  précéilenie  par  rapport li x,  on  a : 


q        ^    q*       q 

et  le  inaximum  de  y  ost  égal  á  ±  r^;  la  valeur  correspon- 
dante  de  rabscisse  x  =  -  est  celle  du  centre. 

Ainsi,  ^  =  0A,  ^==  BGB',  sont  les  grandeurs  des 


axes  de  symétrie  de  rellipse ;  la  posilion  des  foyers  F,  F' 
(fig.  110)  esl  déterniinée  par  les  valeurs  : 


9       ?  9      í 
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On  voit  qu'ils  sont  éloígnés  du  centre  de  la  méme  dis- 
íance,  marquée  par  f^^"^. 
On  a  pour  la  position  des  directrices  DR,  D'R'  : 


OD 


P 
9 


P 


v/nr 


OD'  =  -  ^ í- 

?      9I/T 


Les  deux  directríces  de  rellipse  sont  donc  á  la  mëmc 
dislance  du  centre,  et  perpendírulaires  au  grand  axe  de 
symétríe.  Les  dislances  : 


el 


OF  =  íl  -  íll/i  l^ 
?        9 

9        9 


donnent  pour  leur  rectangle  : 

OFX  AF  =  llr=.CB; 
9 

ce  résultat  prouve  que  le  foyer  est  un  point  qui  divise  le 

grand  axe  en  deux  segments,  tels  que  le  rectangle  de  ces  par- 

ties  est  équivalent  au  carré  constrnit  sur  le  demi-second  axe 

de  Vellipse. 

%ZZ.  Gelte  propriété  remarquable  fournit  une  deuxiéme 

définition  des  foyers,  et  un  procédé  trés-simplc  pour  déter- 

miner  la  position  de  ces  points  quand  on  connaít  les  axes 

de  la  courbe. 

A  cette  fin,  il  sufBt  de 

décrire  sur  le  grand  axe 

de  celle-ci,  comme  dia- 

métre ,    une    circonfé- 

rence;  d'élever,  á  Tex- 

trémité  A  de  ce  díamétre, 

une  perpendiculaire  AH 

égale   au   demí-second 

axe,  et,  par  le  point  H, 


Fig.  111. 
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dc  mener  une  paralléle  á  laxe  AA'.  Les  píecls  F,  F'  dcs 
perpendiculaires  abaissées  des  points  d'intersection  M,  M', 
donncnt  les  deux  foyers  de  la  courbe  (fig.  111). 

Le  rectangle  des  dislances  CF',  CD'  (fig.  110),  est  égalc- 
ment  remarquable.  On  a  : 

P 


CF'  =  í-l/l— fl,     CD' 
9 


qVi 


cr  xCD'='^-=oc! 

Le  demi-grandaxe  est  donc  moyen  proportionnel  entre  lcs 
distances  du  centre  au  foyer,  et  du  méme  point  á  la  directrice . 

II  est  évidenl  quc  les  mémes  propriélés  exislent  pour 
rhyperbole;  afin  de  les  démontrer,  il  suffil  de  laisscr  á  q 
le  signe  positif,  comme  il  se  trouve  dans  les  formules. 

La  parabole  étant  dépourvuc  de  ccntre,  il  n'y  a  pas  lieu 
de  s*en  occuper. 

9S4.  Chercher  le  lieu  décril  par  le  foyer  d'une  parabole 
variable  passant  par  trois  points  donnés  A,  B,  C. 

On    peut  prendrc, 


Fig.  ilS. 


pour  axe  des  x,  la 
droite  qui  passc  par 
deux  de  ces  points,  et 
pour  axe  dcs  y,  la  pcr- 
pendiculaire  abaissée 
du  troisiéme  point  sur 
la  premiéredroile  (fig. 
112). 

Ën  désignant  par 
OA  =  a,  OB  =  a',  ct 
par  b  la  distance  OC, 
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^i9  Vi  représentant  les  coordonnées  du  foyer  mobile  F 

et  df  d'y  3"  ies  distances  de  ee  point  aux  trois  poinls  donnés 

A,  By  G,  on  aura,  pour  déiermíner  réqualion  du  Ueu,  le 

systême  : 

ga-^h^ê    (1), 

ga'-\-h=^'  (2), 

fb  -HA=r  (3), 

r  -^g'=i  w, 

dont  la  résolution  ne  présente  aucune  difficulté. 

Si  lon  veut  chercher  le  lieu  décrit  par  les  foyers  des 

courbes  du  2"**'  degré  passant  par  quatrc  points  queleon- 

ques  \,  B^  G,  D,  on  aura,  en  représentant  par  (a,  6), 

(a\  b')j  etc....,  les   coordonnées  de   ees   points,  et  par 

$y  3\  clc...  leur  distance  au  foyer  mobile  F,  les  équa- 

tions  : 

ê  =fb  -^  ga  -♦-  A , 

r^fb'-^ga  -^h\ 

ce  quí  donne  pour  I  equalion  du  lieu  Ic  systéme  : 

^,     6,  a,  \ 

r,    6',  a',  í 

r\   6",  a",  i 

r'\  b"\  a'",  i 


«=0. 


La  détcrmination  des  arbitraires  f  gr,  h  ne  présente  au- 
cunc  difficulté;  mais,aprés  substitution  de  ces  valeurs  dans 
la  quatriéme  équation,  si  Ton  veut  faire  disparaitre  les  radi- 
caux,  on  arrivera  á  une  équation  íinale  du  6"""  degré,  qui 
se  décompose  en  deux  équations  du  S"**"  degré  chaeune 
lorsque  les  quatre  points  A,  B,  G,  D  forment  un  qnadrila- 
tére  inscrit. 

!ISft.  —  II.  Chercher  le  lieu  decrit  par  les  foyers  des 
courbes  du  second  degré  qui  onl  une  direclrice  commune  et 
qtdpassent  par  deux  points  donnés  A  et  B. 
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Fig.  1 13. 


Par  l'un  des  poínts,  A,  par  exemple,  on  pourra  loujours 

abaisser  une  perpen- 
diculaire  AO  sur  la 
directrice  donnée  OD, 
prendre  celle-ci  pour 
axe  des  y,  et  AO  pour 
axe  des  x. 
5f  Soient  w,  n  les  coor- 

données  du  point  B, 
X  =  OA  =  a  Tab- 
scisse  du  point  A,  et 
X( ,   t/i    les   coordon- 

nées  du  foycr  mobile  F  qui  décrit  le  lieu. 

L'équation  des  courbes  du  2°"*  degré  par  rapport  aux 

foyers  et  aux  direclrices, 

(y  —  P)*  -*-  («  —  «)'  =  (/y  -^9^-^  *)•» 

se  réduit  á  : 

fy-P)'-^(^~«)'=í/V» 

puisque  la  directrice,  fy-^gx-^  A  =  0,  est  prise  pour 
l'axe  des  ordonnées. 

Si  nous  changeons  les  coordonnées  a,  (3  du  foyer  en 
X|y  2^4,  il  viendra  : 

(y  —  ViY  -^{x  —  X,)»  =  sfV, 

équation  rcnfermant  une  seule  arbitraire,  g. 

Comme  la  courbe  mobile  passe  par  les  deux  points  A 
et  B,  on  aura  les  deux  équations  : 

y\  +  (a  —  x,f  =  ^V, 

(**  —  yi)'  -^  (w  —  X4)*  =  ýW. 

En  éliminant  $r,  on  obtient : 

^{^  —  yi)'  -H  (m  —  xQ*  ^  m 

Vy\  H-  (a  -  xO"  ""«' 

pour  le  lieu  demandé. 

18 
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En  raisáiil  disparaiire  les  radicaux  et  en  simplifianty  on  a : 

_        ,        2a*n  2am  aV 

w*  -4-  ar  H 1/ X  =  — r- f 

m^  —  a*         m  -h  a  m*  —  a* 

équation  d*un  eercie,  comme  il  élait  facile  de  le  voíry 
puisque  le  rapport  des  distances  d*un  point  quelconque  du 
lieu  aux  deux  points  fixes  B  et  A  restc  constant  et  égal  á  ^ . 
Les  coordonnées  du  cenlre  de  la  courbe  sont : 


rayon 

est 

x  = 

• 
• 

R 

am 

y 

o»n 

etle 

O-t-  TO 

m* 

o» 

»•-1- 
m'- 

(m- 
-o' 

•a,' 

Si  la  courbe  mobile  est  une  parabole,  on  a  : 

B*  ==  4AC ; 

ce  qui  cquivaut  á  une  condition  qui  pcut  remplacer  celle 
de  passer  par  le  point  B  (m,  n). 

U  vient  alors  : 

40/«-i)«O; 

d'oú  g  —  ^\ 

de  sorte  que  Féquation  devient  : 

(y — y*)'  •+■  {^ — x,)'= oi 

La  courbe  devant  passer  par  le  point  A  (a,  0),  réqua- 
tion  du  lieu  esl : 

yj  -fr-  x'  -♦-  20X1  =  0» 

« 

qui  est  une  circonférence  de  rayon  o,  ayant  son  centre  au 
point  A. 
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CHAPITRE  XI. 


Tkéorle  dics  tmm^íemt^, 

9S€.  La  tangmte  á  une  courbe  est  une  droite  qui  a  deux 
points  consécutifs  commum  avec  cette  courbe,  celle^i  étant 
considérée  comme  un  polygone  infínitésimal,  et  la  tangente 
comme  le  prolongement  de  Vun  de  ses  cótés  infíniment 
petiii. 

.Soíent  x\  y*  les  eoordonDées  du  poínt  M'  de  la  eourbe; 
x'  H-  dx\  y'  +  dy\  celles  du  point  M'^  La  courbe  passant 
par  ces  deux  points,  son  équalíon  sera  satisfaite  lorsqu'on 

Fíg.  114. 


y  remplacera  x  et  j^  par  ces  valeurs.  La  droile  M'M'^  devant 
atissi  passer  par  ces  mémes  points,  son  équation,  y==úcx+  P, 
sera  également  satisfaite  quand  on  y  remplacera  x  et  j^  par 
les  coordonnées  des  mémes  points;  c'est  pourquoí  lon  a  : 


ax 


p. 


rfy' 


y'  -*-  dy'—a  (x'  -fr-  dx')  -+-  p ;    d'ou    dy'  =  arfx'    et    -j—^  =  a. 
Cetle  valeur  de  ^  ^  qui  reprcsenle  le  coeflicient  angu- 
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lairc  de  la  droite  passant  par  le  point  M',  doit  é(re  égale 
au  rapport,  h  la  limite,  de  raecroissement  de  la  fonctíony 
á  celui  de  sa  variable  x,  c'esl*k-dire ,  au  coefficient  diffé- 
rentícl  ^,  tiré  de  réquation  de  la  courbCy  puisque  la  tan- 
genle  passe  par  les  deux  points  conséeutifs  de  celle-ci. 
L'équalion  générale  de  la  tangente  en  un  point  M',  dont 
les  coordonnées  sont  x\  y\  est  donc  : 

du' 

Les  deux  points  par  lesquels  passe  la  tangente  étant  con- 
sécuiifs,  íl  est  évident  que  dx'  et  dy'  doivent  étre,  á  la 
límite,  considérés  comme  infiniment  petits  ou  nuls.  Mais, 
la  grandeur  du  rapport  de  deux  quantités  ne  dépend  aucu- 
nement  de  la  grandeur  simultanée  de  ses  deux  termes; 
d'ailleurs,  la  valeur  du  rapport,  á  la  límite,  de  ^,  c'est-á- 
dire,  lorsque  la  droite  sécante  devient  tangente,  se  réduit 
á  p^,  quí,  en  général,  n*est  pas  nul  ni  infini.  Ainsí,  la 
recherche  de  la  tangente  á  une  courbe  quelconque ,  donnée 
par  son  équation,  sc  trouve  ramenée  á  celle  de  son  coeflíi- 
«ient  différentiel. 

MT.  Soil  Ay«  -h  Bx|/  -f-  Cx*  -h  D|/  -h  Ex  -h  F  ==  0, 
réquation  générale  des  courbes  du  2°'''  degrc.  Cherchons 
lequation  de  la  tangente. 

La  courbe  passant  par  le  point  M',  dont  les  coordonnées 
sont  x\  y'y  on  aura  : 

Ay'«  H-  Bjc'y'  -4-  Cx'«  -4-  Dy '  ^-  Ex'  -i-  F  =  0 ; 

passant  par  le  pointM'',  dont  les  coordonuées  sont  Jc'-h(/x', 
?/  -f-  dy\  il  viendra  : 

A(ty'  -*-  dyj  -*-  B  (x'  -♦-  dx'Íiy'  -+-  dy')  -♦-  C(x'  h-  dxj 
-+-  Dtv'  -^  dy')  -4-  E(x'  -4-  rfx')  -4-  F«0. 

Helranchons  I  equation  précédcnte  dc  cette  derniére,  ct 
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négligeons  les  inGniment  petits  du  2"""  ordre,  quí  sont 
nuls  en  présenee  des  iníiniment  petits  du  1''''  ordre;  on 
nura  : 

(2At/'  -♦-  Bx'  -♦-  D)dy'  -h  (2Cx'  -+-  By'  -*-  E)rfx'  =  0; 
dy  2Cx'  -H  By'  -f-  E 

dx^^ 


d^oú 


2Ay'-^Bx'-+-  D 

Substituant  cette  valeur  du  eoeíBcient  diíTérentiel  dans 
réquation  générale  de  la  langente 

rfy' 

en  faisant  les  réductions  voulues,  on  obtient : 

2A^y' -^B(x'y +xiy')-4- 2Cxx' -^  D  (y  .*- y') -4-E(x-*-x') -i-2F= 0. 

On  peut  donc  considérer  la  tangente  comme  une  séeante 

dont  les  deux  points  d*intersection  se  réunissent  en  un  seul. 

ftM.  Soit  Féquation  y^  =  ^px-hqx^,  qui  représentc 

Fig.  115.  y  toutes   les   courbes 

du  2™*  degrc,  et 

!/  =  ax  -+-  (3, 

celle  de  la  sécante. 
La  courbe  passant 
par  les  deux  points 
M,  M',dont  les  coor- 
données  sont  (x',  y'), 
(x",  j/"),  on  aura  : 

í^"  =  2px'  -h  qx'\ 
y"'  =  2px"-f-  yx"«; 

doú 

y"  -  y'"  =  2p  (x'  -  x")  -4-  q  (x"  -  x"*) 
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ei     (i/'-^y")Q^'-y")  =  2p(a;'-x")  +  (y(x'+x")  (x'-x"). 

L^équation  de  la  sécante  passant  par  les  deux  mémes 
points  M,  M'  (fig.  115)  est : 

V'  —  y" 

X  —  X 

■ 

et  Pon  a  pour  «  : 

y    —  y    =a(x   —  X   ). 

Subslituant  eette  valeur  dans  Téquation  précédenle  de 
la  courbe,  et  divisant  par  x'  —  x",  il  vient : 

2p  -♦-  q[x'  -i-  x") 


(y'+y>  =  2p-H7(^'-^0;    «  = 


quí  représente  le  eoeilieient  angulaire  de  la  séeante  MM'. 

Si  les  deux  points  sc  réunissent  en  un  seul,  c'cst-á-dire, 

si  la  sécante  devienl  tangente,  y"==y'  el  x"  =  x' :  celte 

valeur  devient : 

p  -4-  qx' 

y' 

L'équation  générale  de  la  tangente  est  donc : 

,      p  -t-  yx' 

y  —  y=  (^  -  ^y 

En  chassant  le  dénominateur  et  en  réduisant,  d'aprés 
réquation  de  la  courbe  j/'*  =  2px'  -h  gx'*,  qui  passe  par 
le  point  de  contact  (x',  y'),  on  trouve  : 

yí/'=(p-^?a;')x-^px', 

pour  réquatíon  de  la  tangente  demandée. 

En  complétant  le  earré  du  binóme  dont  ^yy'  est  le  double 
produit  des  deux  termes,  on  a  pour  Téquation  de  la  tan- 
gente  á  rellipse  : 

(y-y?  +  9(^-^?=o, 
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laquellc  n*est  satisfaíle  que  pour  1e  point  M  dont  les  coor- 
données  sont  y  =  y\x  =x' ;  ce  qui  prouve  que  la  droite 
yy'  =  (p  -h  qx')  X  -+-  px'  n'a  que  le  seul  point  (x',  y')  de 
commun  avec  la  courbe ,  et  qu*elle  est  bien  Téquation  de 
In  tangente. 

M9.  Lorsque  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires, 
^  =  a  représente  la  tangente  trigonométrique  de  langle 
que  la  tangente  á  la  courbe  fait  avec  laxe  des  x.  Pour 
rellipse,  cctte  valeur  est 

P  — g^\ 
.V 
elle  indique  que  cet  angle  á  rorigine  est  droil,  puisqne 
pour  ce  point 

V 

0         ' 

qu'il  devient  ensuite  aigu  et  va  en  diminuant  jusqu'á  Tex- 
trémité  du  second  axe  de  symétrie,  point  pour  lequel  le 
numérateur 

p  — gx'  =  0;      doú      x' =-      et      «' =-^. 

A  partir  de  ce  point,  qui  répond  au  maximum  de  y\  la 
valeur  de  u  change  de  signe  et  devient  négative,  et  la  tan- 
gente  fait  un  angle  oblus  avec  Taxe  des  x;  enfln ,  é  Textré- 

mité  du  grand  axe , 

p 
y' =0     et    a  =  -  =  »; 
^  0 

ee  qui  nous  apprcnd  que  la  tangente  est  de  nouvcau  per- 
pendiculaire  a  Taxe  de  la  courbe.  Si  y'  est  négatir,  et  x' 
positif  et  plus  grand  que  ^,  la  valeur  correspondante  de  a 
est  positive. 
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Dans  l'hyperbole, 

p  -4-  qx'  p  •+■  qx* 


montre  que   Tangle  de  la  tangente  á  la  courbe  est  aigu. 
Lorsque  le  point  de  contact  se  trouve  á  rínfini : 


V 


V 


•ip 

X 


c'est-á-dire,  égal  au  rapport  du  petit  nxe  au  grand. 
Pour  la  parabole , 

P 

a  =  — • 

y' 

L'examen  de  ces  valeurs  nc  présentant  aucunedíífículté, 
nous  ne  nous  y  arréterons  pas. 
On  a  trouvé  précédemment  (n®  237)  pour  a  ou  ^, 

__       2Car'  H-  By'  -f-  E 
*""""2Ay'  -^  Bx'  -♦-  D 

Si  rorigine  des  axes  est  au  centre  de  la  courbe  >  eetie 

valeur  devieni 

_      2Cx'  -+-  By' 

'' ~  ""  2Ay  -+- Bx' " 

ce  qui  prouve  que  les  tangentes  aux  extrémités  d'un  même 
diamêtre  sont  paralléles,  puisque  cette  valeur  de  a  reste  la 
méme  quand  on  y  change  «',  y'  en  —  x',  —  y',  coordon- 
nées  des  extrémités  d'un  méme  diamétre. 

940.  L*angle  FMT,  formé  par  le  rayon  vecteur  FH,  au 
poínt  de  contact  M,  et  par  la  tangente  MT  (fig.  116),  a  pour 
expression  : 

ig  FMT  =  tg  (MFX  -  MTX)  = .  ^, '^/^^'tJ!! ' 
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et  cn  remplacant  f,  labscissc  génërale  du  foyer  F ,  par  sa 
valeur  : 

p[—  p  -b  (p  -♦-  ^x')  V\  -¥■  q\ 


tg  FMT  = 


yVi  -^-  9[(p  -f-  qx')V\  -^?=Fp] 


En  prenant  le  signe  supérieur  dans  les  deux  tcrmes  de 
la  fraetion,  on  a  : 

tg  FMT  =        ^ 


yV\  -^q 
el,  en  prenant  le  signc  infcrieur  : 

P 


1gF'MT  = 


y'V\  +  q 

On  a  donc:  FMT  -+■  F'MT  =  deux  angles  droils,  ei 
F'MT  -h  F'MT'=deuxangIesdroits;  d  oú  FMT=  F'MT'. 

Fig.  116. 


Ainsi  9  les  deux  rayons  vecteurs  menés  au  point  de  lan- 
gence  font,  d'un  méme  cólé  de  la  tangente,  des  angks  égaux 
avec  celle-ci. 

9411.  On  tire  de  cette  propriété  un  procédé  trés-simple 
pour  construire  la  tangente  á  une  courbe  du  ^^  degré. 

Soient  FM,  F'M  les  deux  rayons  vecteurs  d'une  ellipsc 
et  M  le  point  de  cette  courbe  par  lequel  doit  passer  la  tan- 
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genle.  Prolongeons  F'M  de  MK  =  FM ,  de  sorte  que 
FM  -4-  MK  =  -ïj,  le  grand  axe  (fig.  117).  Le  triangle 
FMK 

Flg.  117. 


est  ísoscéle  et  la  perpendículaire  MI  á  la  base  FK  cst  la 
tangente  en  M  demandée;  il  en  résulte^  en  eíTet,  entre  les 
angles,  les  égalítés  : 

FMT  =  TMK  =  F'MT'. 

La  droite  CI,  quí  joint  le  centre  C  de  Tellipse  au  lui- 
lieu  I  de  la  base  FK  du  triangle  FMK,  est  paralléle  au 
cóté  F'K  et  en  vaut  la  moitié;  d'oú  : 


Cl 


2  q 


Le  point  I  est  aussi  le  pied  de  la  perpendículaire  abais- 
sée  du  foyer  F  sur  la  tangente  MT.  On  voit,  d'apréscela, 
quc  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires ,  abaissées  de$ 
foyers  d'une  ellipse  sur  toutes  les  tangentes  á  cette  courbe, 
est  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est  celui  de 
l'ellipse,  et  dont  le  rayon  est  le  demi-grand  axe  de  celle-ci, 

II  s'ensuít  que,  pour  mener  par  lepoint  P  une  tangente 
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á  cette  courbe,  il  faut,  9ur  PF  comme  diamélre,  décrire  une 
circonférence  :  le  point  I  de  la  tangente,  sommet  de  l'angle 
droit  du  triangle  rectangle  PFI  se  trouvera  sur  cette  cir- 
conférence.  II  doit  aussi  se  trouver  sur  la  circonférence 
décrite  du  centre  de  Vellipse  avec  un  rayon  égal  au  demi- 
grand  axe  :  les  points  d'intersection  I  et  l'  de  ces  deux 
circonférences  déterminent  les  deux  tangentes  PIM,  PI'M', 
que  Fon  peut  mener  á  Vellipse  par  un  point  extérieur  P. 

5i4».  Soient  F,  F'  les  foyers  d'uiie  h}  perbole  ei  AB  son 
axe  (ransverse  (fig.  118). 

Fig.  118. 


Les  angles  FMT,  KMT  étant  égaux,  on  a  Tangle 

FMT«=FMT; 

donc,  la  tangente  est  la  bíssectriee  de  Fangle  FMF^  formé 
par  les  deux  rayons  vecteurs  au  point  de  contact.  Soit 
MK  =  MF;  unissons  le  point  M  au  milicu  I  de  la  base  FK 
du  Criangle  isoscêle  FMK ;  la  droite  MIT  sera  la  (angente 
á  riiyperbole  au  point  M. 
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Les  points  C  et  I  étant  les  milieux  des  cótés  FF',  FK, 
on  a : 

2  q 

Le  tríangle  PFI  est  rectangle  en  I ;  les  propriétés  dont 
il  s'agit  sont  donc  les  mêmes  pour  Thyperbole  que  pour 
rellipse. 

Ainsi ,  pour  mener ,  par  le  point  P  extérieur  á  Vhyper- 
bole,  une  tangente,  on  décrira  sur  PF,  comme  diamêtre^ 
une  circonférence;  du  centre  C  de  la  courbe^  avec  un  rayon 
égal  au  demÍHixe  tramverse,  on  décrira  une  seconde  drcon- 
férencey  qui  coupera  lapremiere  en  deux  points  1, 1'  :  (m 
aura  de  cette  maniére  les  deux  tangentes  PIM^  PFM'  que 
l'on  peut  mener  á  Vhyperbole  par  le  point  P. 

94S.  Quant  á  la  parabole,  de  régalité  des  angles  FMT, 
Pij  ,,g^  LMT',    résulte    Tangle 

FMTégaUrangleRMT» 
la  droite  DR  élant  la  di- 
recirice  (fig.  1 19);  on  a, 
£,       par  conséquent, 

OD  =  OF. 

Pour  mener^  par  le 
point  M  donné  sur  la 
parabole^  la  tangente^  on 
joindra  le  foyer  F  á  ce 
poinlj  et  de  celui<iy  on 
abaissera  la  perpendicu- 
laire  MR  á  la  directrice 
DR ;  onjoindra  lepoiniM 
avec  le  point  I,  milieu  de 
FR,  el  la  droite  MIT  set^a 
la  tangente  demandée,  comme  il  est  facile  de  le  démontrer. 


\ 
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Puisque  le  poiiU  0  est  le  mílieu  de  FD,  et  quc  le  poínt  I, 
píed  de  la  perpendieulaire  abaissée  du  foyer  F  sur  la  tangente 
MT,  est  le  milieu  de  FR,  le  eóté  01  sera  toujours  paralléle 
au  cóté  DR  et  en  vaudra  la  moitié;  ee  qui  prouve  que  le  lieu 
des  pieds  de$  petT^endiculaires,  abaissées  du  foyer  de  la  para- 
bole  sur  toutes  les  tangentes  á  cette  courbe,  est  la  perpendi- 
culaire  OY,  menée ,  par  le  sommet,  á  Caxe  de  la  parabole. 

D'aprés  cette  propriété,  pour  mener ,  par  le  point  exté- 
rieur  P,  une  tangente  á  la  parabole,  sur  PF  comme  dia- 
métre,  on  décrira  une  drconférence,  qui  coupera  la  droite 
YOY'  en  deux  points  I,  V  :  les  deux  droites  PIM,  PI'M' 
seront  les  deux  tangentes  demandées, 

944.  L  equation  de  la  tangente  á  la  parabole  fournit 
un  moyen  bien  simple  pour  mener,  par  un  point  M  sur  la 
courbe,  une  tangente  á  celle-ci. 

On  a  :  yy'  =  p  (a?  -*-  x'). 

En  faisant  y  ==0,  il  vient: 

x=  —  x'    et    P'T  =  20P'; 

ce  qui  prouve  que,  dans  la  parabole,  la  sous-tangente 
P'T  est  double  de  Tabscissc  du  point  de  contact. 

Mft.  Étant  données  les  coordonnées  x'\  y"  du  point  P, 
par  lequel  doit  passer  la  tangente  á  une  courbe ,  on  peut 
toujours  détermíner  les  coordonnées  x',y'  du  point  de 
contact.  On  a,  en  effet : 

y'y"  ==  (p  -♦-  qx')x"  -f-  px'f 

pour  réquation  de  la  tangente  passanl  par  le  point  P,  et 

pour  Téquation  de  la  courbe  passant  par  le  point  de  con- 
lact  (x',  y'). 

En  substituant,  dans  celte  derniére  équation,  au  lieu  de 
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y\  sa  valeur  tirée  de  réquation  qui  précéde,  ou  trouve : 


^  qf(2px"  ^  íx'"  —  y"")  -♦-  p* 

^j  p  [py-  ih  (p  ^  ?x-)l/y-^-^  2px--  ?x-«] 

Sí  le  point  (x'\y")  est  situé  sur  la  eourbe,  ie  radícal 
disparait,  et  il  n*y  a  pour  x^y'qu*une  seule  valeur.  Si 
le  point  (x'\  y")  est  en  dehors  de  la  courbe ,  le  trinórae 
y"^  —  2px"  —  gx"*  est  positif,  et  le  radieal  a  deux  valeurs 
réelles;  ce  qui  prouve  que,  par  un  point  P,  exiérícur  áane 
eourbe  du  deuxiéme  degré ,  on  peat  toujours  mener  deux 
tangentes  h  cette  courbe.  Si  le  point  P  se  trouve  á  rinté- 
ríeur,  le  radícal  de  la  valeur  de  x'  est  imaginaire  :  on  voit 
quUI  est  impossible  de  mener  par  ee  point  une  tangente  á 
fune  quelconque  de  ces  courbes. 

%4%.  Application  I.  Chercher  le  Heu  décrit  par  le  centre 
mobile  d'une  courbe  mriable  du  2"'"  degré  qui  touche  deux 
droites  données  en  deux  points  donnés, 

Prenons  les 
deux  droítes 
donnéesOX,OY 
pour  axes  coor- 
donnés(fig.130). 
SoientT  eiT' 
les  deux  points 
detangence;po- 
sons 

OT=fl, 

OT'  =  6. 

Si    lon    fait 
^    successivenieiit 


Fig.  190. 


GÊOMÉTRIE  ANALYTIQIJE  A  DEUX  DIMENSIONS.       287 

X  =  0,  j/  =  0  dans  I  cquatíon  du  deuxiémc  degré 

y»  ^  Bxy  -^  Cx*  -♦-  Dy  -^  Ex  +  F  =  0, 

on  aura  : 

y«  ^  Dy  ^  F  =  0,    Cx*  -♦.  Ex  -f-  F  =  0. 

Puísque  la  courbe  doit  toucher  Faxe  des  y  et  celui  des  x 
aux  points  T'  et  T,  en  résolvant  ces  équations  par  rapport 
é  y  et  par  rapport  ft  x,  il  vient : 


D  /D»      „  E        1      — — 

^  2        V    4  2C      2C 


4CF. 


On  doil  avoir  : 

-í=* í*)' 

D' 

4 

ÏT"» (')• 

E*  =  4CF (4). 

Comme  les  coordonnécs  Xi,  y^,  du  centre  G  satisfont  aux 
équalions  diamétraleSy  on  a  en  outre : 

2y, -+- Bx, -f- D  =  0 (5), 

aCx,  -H  By,  -I-  E  =  0 (6). 

Cínq  de  ccs  équations  feront  connaitre,  en  foncUon  de 
X|,yi  et  des  données  du  probléme,  les  valeurs  des  cinq 
paramêtres  varíables;  ces  valeurs,  substituées  dans  la 
sixiémcy  détermineront  réquatíon  du  lieu  laquelle  est : 

Cette  équation  représente  deux  droites  dont  Tune  passe 
par  rorigine  O. 
II  serait  plus  simple  de  prendre  pour  Féquatíon  des 
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courbes  du  2°*''  degré  qui  (ouchent  deux  droites  données 
en  deux  points  donnés  IVqualion 

xy - K (I  +  ~  \\\         (Voir  n« 315.) 

%^7.  Application  II.  Chercher  le  lieu  décril  par  le  centre 
des  courbes  du  2""*  degré  assujetties  ápasser  par  deux  points 
donnés  et  á  toucher  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  OAB  qui  passe  par  les 
deux  points  donnés  A  et  B  et  pour  axe  des  y  la  droite  que 
la  eourhe  variable  touche  cn  un  point  donné  T.  Posons 

OA  =  a,     0B  =  o',     el    0T  =  6. 

On  aura,  comme  précédemment,  les  équations  : 

D«-26 (1), 

F  =  6' (2), 

aa 
E  =  :^(«-Ha') (4). 

2yi  H-  Bxj  -4-  b  =  0 (5), 

2CX|  +  By,  -f^  E  «=  0  , (6), 

cl  2aa'y;  —  ^fe'xj  —  2aa'6y,  -f-  6»(a  -^  a')xj  =  0 

pour  I^équation  du  lieu,  qui  est  une  hyperbole  lorsqueaet  a' 
sont  de  méme  signe  et  du  méme  cóté  de  rorigine,  et  une 
ellipse  dans  le  cas  contraire. 

%M.  Appligation  III.  Par  un  point  0  d'une  courbe  du 
2°'"  degré  on  méne  deux  sécantes  quelconques  OA,  OB  qui 
rencontrent  la courbe  en  Aet  enH;  par  ces points^ on  méne 
les  paralléles  AG,  BD  aux  droites  OB,  OA,  et  l'on  joini  les 
points  D  et  C  oit  ces  paralléles  rencontrent  la  courbe :  la 
tangente  au  point  0  est  paralléle  á  la  corde  DC. 
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On  peul  toujours  placer  rorigine  des  coordonnées  au 
poinl  0  ei  diriger  les  axes  suivanllesdeux  droitesOA,  OB. 
L'équation  des  courbes  du  2"*''  degré  est : 

Ay*  -¥-  Bxy  -♦-  Cx'  -♦-  Dy  h-  Ex  =  0, 

puísque  la  courbe  passe  par  rorigine. 
Pour  obtenir  les  coordonnées  de  A  et  de  B ,  il  suíBt  de 

faire  successivcment 
^'«•**'-  y  =  Oet  x  =  0;ce 

qui  donne : 

£ 
x  =  -.=OA, 

D 

ír  =  --  =  OB. 

Si  Ton  cherche 
les  coordonnées  des 
pointsDelC(fig.121), 

on  trouve  : 
^        ,      BE-CD 

^  AC 

,_  E 

"^  C' 
BD  — AE 

AC 


^  A 


La  droite  DC  a  pour  coeíBcient  angulaire  : 


y  -  y" 

x'  —  x" 


E 
D 


qui  est  Ic  coefficient  angulaire  de  la  (angente  á  rorigine , 
puisqu^on  a,  en  général : 

^      2Cx'  -♦-  By  -f-  E 
*~"""2Ay'-i-Bx'-hD' 


19 
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Fig.  laa. 


949.  Applicatïon  IV.  Êtant  données  une  courbe  du 
second  degré  et  trois  cordes  consécutives  quelconques  AC, 
AB,  DB,  par  les  points  C  etDon  méne  CE  et  DF  respec- 

tivement  paralléles  á  BD  et  á 
AC  :  la  corde  EF,  obtenue  en 
joignant  les  points  d'intersec- 
tion  de  la  courbe  avec  CE  et  DF, 
est  paralléle  á  la  corde  AB. 

Prenons  AC  et  BD  pour 
axes  coordonnés  (fig.  122); 
désignons  respeelivement  par 
a  et  par  c  les  abscisses  de  A  et 
de  C,  par"6  et  par  d  les  ordon- 
nées  de  B  et  de  D. 

L'équation  généraledescour- 
bes  du  second  degré  passant 
par  les  quaire  points  A,  B,  C,  D  esi : 

L'équation  de  la  droite  CE  est  x=c;  celle  de  DF...  y =cí. 
Cherchons  les  coordonnées  des  points  E  ct  F. 
RempIa<;ons  d'abord  x  par  c  dans  Téquation  de  la  courbe ; 
il  vient : 

(í.|_,)»,_K.,-0. 

On  a  pour  le  point  E  : 

b 
hc -\-  ay  —  ab  —  Yiabcd  ==  0,    t/  =  -(Karcí  -^-  a  —  ch  x  =  c. 

Remplagons  y  par  d  dans  la  méme  équation  : 


(X      d        \x  ,      ^ 

_^_  — i Kj:íí  =  0; 
a       6        I  c 
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on  obtient  pour  le  point  F : 

X  =  -  {Kbcd  -4-6  —  t/),    y  =  rf. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droitc  EF  passant  par  les 
points  E  et  F,  dont  les  coordonnées  sont  corinues,  est : 

i  (Kabcd  •+■  ab  —  bc  —  ad)b  b 

a  bc  —  {Kabcd  -^  ab  —  ad)  a 

—  -  est  le  coefficíent  angulaire  de  la  droite  AB :  les  deux 
droites  EF  ct  AB,  ayant  méme  coefficient  angulaire,  sont 
donc  paralléles. 

<50.  Application  V.  Chercher  Vangle  formé  par  deux 
tangmtes  á  la  conique  a*y*  -f-  b*x*  =  a^b',  ces  deux  ton- 
gentes  partant  d'un  mêmepoint  (x-i,  y-i). 

Uéquation  de  la  tangente  á  cette  courbe  est : 

puisqu*elle  passe  par  le  point  (x| ,  j/i),  on  a,  en  faisant  dis- 
paraitre  le  radical  : 

(xj  —  a*)m*  —  2xiyim  -h  yí  —  6'  =  0. 

On  a  pour  Tangle  (ú  que  Ton  cherche  : 


tg»  = 


w'  —  m" 


í  H-  m'm" 


m' y  m"  élant  les  deux  racines  de  Téquation  précédente.  On 
obtient,  pour  Tangle  demandé  : 

*  yí  +  xj  -  (a' +  6«) 

On  voit ,  par  celte  formule ,  que  le  licu  décrit  par  les 
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sommeis  des  angles  droils  doiU  lcs  cólés  sont  langents  á 
une  conique  est  un  cercle ,  quí  a  pour  équation  : 

íc'  -+-  y*  =  o'  -*-  6', 

et  que  le  lieu  décrít  par  les  sommets  d'un  anglc  constant  <ú 
dont  la  (angente  est  c  et  dont  les  cótés  sont  tangenls  a  la 
méme  conique  est  représenté  par  Téquation  : 

c»  [x*  -h  y«  —  (o»  -♦-  6')]*  =  4(oy  -4-  6V  —  oV). 

951.  Application  VI.  Chercher  le  lieu  des  foyers  des 
courbes  du  2"*'  degré  qui  ont  un  centre  donné  C  et  qui  sofU 
tangentes  á  deux  droites  données  rectangulaires. 

Soient  X| ,  2^^ ,  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  décrít 
par  le  foyer  F  (fig.  123). 
Siy  de  ce  point,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 

p.    ^^  deux  tangentes  OX, 

OYy  on  sait  que  les 

pieds  P  et  Q  de  ces 

perpendiculaires  se 

i.  trouveront  sur  une 

circonférence      qui 

aura  pour  centre  le 

poini  C(fw,  n),een- 

ST   irc   donné  de   Tel- 


.:;^ 


..<:^' 


lipse  ou  de  Fhyper- 
boIe,etdontle  rayon 
'  sera  CP  =  CQ. 

On  aura  donc  pour  déterminer  le  lieu  les  deux  équatioDS : 

m»  +  (n  — yi)*  =  R«,    n» -♦- { Xj -- m)»  =  R*; 
d'oú  yï  —  0:4-+-  2mX|  —  2nyi  =  0. 

De  cette  maníëre ,  le  probléme  ne  contient  qu'une  seule 
variable,  qui  est  le  rayon  R  des  cercles  varíables  correspon- 
dants  aux  ellípses  mobiles  et  variables. 


I 
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Le  lieu,  eomme  on  le  voit,  est  une  hyperbole  équilatére 
quí  passe  par  Torigine. 

On  peut  résoudre  le  méme  probléme  en  se  servant  d*une 
ineonnue  auxiliaire  (*).  En  partant  de  Téquation 

(x  —  xi)*  -*-  (y  —  y,)'  =  (fy  -♦-  gx  -+-  h)\ 

et  en  posant 

nf  -^-  mg  -^-  h=  A, 

on  a  pour  les  conditions  du  líeu  : 

m  —  Xi       n  —  y^ 
=  — - —  =  K\ 

9  f 

(i'oíi       fe'  —  hk  —  [n  (n  —  yi)  h-  m  (m  —  x^)]  =  0, 
(A«  -  y\)  k^  -f-  2/ix.  (m  -  x.)  fc  -h  {x\  -+-  yj)  (m  -  x,)«  =  0, 
(h^-x'^k'  +  2Ay.  (n  -  y.)  *  +  (x\  ^  yí)  (n~y,)«  =  0. 

Ces  trois  équations,  devant  donner  pour  k  la  méme 
vaieur,  sont  identiques,  et  il  vient : 

2x,(m— xO-hA«  — yí  =  0,     2y4(n  — yO -*-*•  — arj  =  0, 
et  yí  —  x\-^  2wíX4  —  Sny^  =  0 . 

On  peut  d'ailleurs  résoudre  ce  probléme  directement, 
puisque  la  valcur  de  f  est  donnée  par  une  équation  du  2"*'' 
degré;  celles  de  g  ei  dQh  s'en  déduisent  ímmédiatement, 
mais  les  expressions  sont  inoins  simples. 

959.  Application  VII.  Une parabole  variable  toúche  une 
droite  donnée  en  un  point  donné.  Chercher  le  lieu  décritpar 
le  sommet  de  symétrie  de  cette  parabole  dont  l'axe  se  meut 
parallélement  á  une  droite  connue  de  direction. 

PIa(^ons  Torigine  des  axes  coordonnés  rectangulaires  en 
un  point  0  de  la  droite  donnëe^  et  dirígeons  Taxe  des  x 
parallélement  á  Taxe  de  symétrie  de  la  parabole  mobile. 

(*)  Gatalan,  Manuel  des  aspiranls. 
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L'équatíon  générale  des  courbes  du  2°""  degré  se  réduíra  á 
iy'-4- Dy -t-Ex-t- F  =  0,     puisque     B  =  0    et    €  =  0. 

La  droite  donnée  OT  (fig.  124)  a  pour  équation  : 

6 
Fig.  184.  y  =  -  X. 

a 

La  parabole  de- 
vant  toucher  la 
droite  j/  =  -x  au 
point  T  dont  les 
coordonnées  sont 
a,  6,  on  aura  les 
équations  : 

D6H-EaH-26'  =  0, 
(D6  -^  Ea)»  =  46*F. 

Comme  le  point (x| ,  j//|)  doit  se  trouver  á  la  fois  sur  laxe 
de  symélrie  et  sur  la  courbe,il  faut  y  ajouter  les  deux 
équations  : 

2y,  ^  D  =  0 ,    yl-^  Dy^  -*-  Ex,  -+-  F  =  0. 

En  substítuant  dans  la  derniére  cquation  les  valeurs  de 
D ,  E ,  F,  prises  dans  les  trois  premiéres ,  on  trouve  pour 

réquation  du  lieu  : 

6 

y  1  =  -  (2x,  —  a), 
a 

qui  est  une  droite  passant  par  le  point  T. 

958.  Applig.\tion  VIIL  Êtant  donnée  une  parabole  fíxe 
de  grandeur  et  de  position ,  une  autre  parabole  de  tnéme 
paramétre  se  meut,  de  maniére  que  son  sommet  A  se  trouve 
constamment  sur  la  parabole  primitivey  et  son  axe  paral^ 
léle  á  l'axe  de  la  premiêre.  Par  le  sommel  de  celle'CÍ^  on 
méne  des  tangefites  á  la  seconde.  On  demande  le  lieu  M  des 
points  de  tangence  (fig.  125). 
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Soíl  y^  —  ipx  la  parabole  fixe.  Si  nous  supposons  qnc 

Fig.  125. 


la  parabole  mobíle  a  son  axe  de  symétrie  parallële  á  eelui 
de  la  premiére,  c*esl-á-dire  á  Taxe  des  ac,  on  aura  : 

B  =  0; 

et,  comme  C  =  0 ,  Téquation  dc  la  parabole  mobile  sc 

rcduit  á 

j/»H- Dy-f-Ex-4- F  =  0     .     .     .     .     (4). 

Posons,  dans  celle-ci,x=x'-f-m,  y^y'-hk;  il  viendra 


y 


'1 


Ex'  -+-  (2*  -*-  D)  y'  -h  A'  -^  Dii:  -t-  Em  -^  F  =0. 


En  égalant  á  zéro  le  coefficíent  dc  y'  et  la  quantité  indé- 

pendante,  il  reste : 

y'*  =  —  Ex'. 

Puisque  cetle  parabole  doit  conservcr  le  mémc  para- 
mêtre,  on  en  conclut : 

E=  — 2p (2). 
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Les  coordonnées  du  sommet  de  symétrie  sont : 

D  D* 

V  = et     xs=  — 

Sí  l'on  substilue  ees  valeurs  dans  (1),  on  trouve  : 

2  ^  ' 

L'équation  de  la  tangente  OM  est : 

Xi  y  tfi  étant  les  eoordonnées  dn  lieu^  La  courbc  mobile 
passant  par  ce  point,  on  a  : 

D« 
yí  ■+-  %i  —  2pX|  +.  —  =  0  •     .    .    .    (4). 

£n  égalant  la  valeur  de  ^  é  ^  dans  cette  derniére  équa- 
tion,  on  obtient  : 

2.v!  -  2;)X|  -h  Dy,  =  0. 

Sí  Ton  élimine  D,  on  trouve  pour  Téquation  du  lieu  : 

yí-4px,yí  +  2p'xï  =  0;     d*oú     yj  =  px,  (2  =h  l/f). 

954.  Application  IX.  Une  courbe  du  2""*  degré  de 
centre  donné  (a,  b)  touche  deux  droites  données  OA,  OB  en 
deux  poinls  variables  T,  T'.  En  ces  points^  on  méne  les 
normales  TM ,  T'M.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  de 
rencontre  M  de  ces  deux  normales. 

PrenoDs  les  deux  droites  OA,  OB  pour  axes  des  x  et 
des  y;  désignons  par  6  Tangle  de  ces  deux  droites,  X|,  y^ 
étant  les  coordonnées  du  point  M  (fig.  126). 

Les  courbes  du  2°'''  degré,  soumises  á  ces  condítions, 
ont  pour  équation  : 

y'—  2  [ )  xy  -«-  -  X*  +  2l/Fy  ^-  — í/Fx  -♦-  F  =  0, 


OU    X 
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Les  deux  normales  TM ,  TM  aux  axes  des  y  ei  des  «, 
ont  pour  équalions  : 

y,  =  —  cos  Ox,  —  i^F,     y,  = (x.^  ^i^F ) . 

COS  6  \  6  / 

Fig-  196. 


Ën  éUmínant  la  variable  F,  on  oblient  réquatíon  du  lieu : 


yi  = 


a  cos  e  —  6 
6  cos  B  —  a 


1) 


qui  représente  une  droite  passant  par  rorigine. 


M»9&^€99, 


I.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  centre  des  courbes  du 
S"**  degré  assujetties  á  passer  par  deux  points  donnés  et  á 
ioucher  deux  droites  données. 

Le  lieu  est  une  courbe  du  2'"*'  degré. 

II.  Connaissant  les  points  de  contact  (x',  y'),  (x",  y")  de 
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deux  tangentes  á  une  courbe  du  2™'  degré,  y*  =  2px  -f-  qx^, 
cherdier  le  point  de  rencontre  de  ces  tangenles, 

p  iy'x"  -  y"x') 


Réponsc  :   x  «= 


y  = 


p^  [x'  —  x") 

p{y'-y")-^9(!/x'-y"x') 


III.  Trouver  le  lieu  du  foyer  d^une  parabole  qui  louche 
deux  droites  données,  l'une  en  un  point  fixe,  l'autre  en  un 
point  variable. 

IV.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  detix  para- 
boles  qui  admettent  pour  foyer  unpoiní  donné,  qui  touchent 
une  droite  donnée  et  qui  se  coupent  sous  un  angle  donné. 


CHAPITRE    XII. 


Pélen  el  polalren. 


355.  Soíent  P  un  poínt  sílué  dans  le  plan  d'une  courbe 
du  2'»''  degré  (fig.  127)  el  PAB,  PCD  deux  drpiles  quel- 
conques  passant  par  cc  point,  el  coupanl  la  courbe  en  A, 
B,  C,  D.  Admettons  que  lcs  axes  coordonncs  soient  les  deux 
droilcs  PAB,  PCD,  le  poinl  P  étant  á  roriginc.  Soient 
PA=a:',  PB=x",  PC=y\  PD  =  y"  cl  x^,y^  Ics  coor- 
donnécs  du  point  M ,  intcrsection  des  diagonales  mobiles 
AD,  BC,  dont  on  demande  Ic  lieu. 

L  equation  générale  des  courbcs  du  2*"*  degré  est 

j/'  -4-  axy  -+-  6x'  -4-  cy  -h  dx  -h  e  =  0. 
Si  Ton  y  fait  successivement  j/  =  0,  x  =  0,  on  aura  : 
6x'  -♦-  dx  -♦-  c  =  0,     y*  -^  cy  -i-  e  =  0; 
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d  oú  ron  tire 

La  diagonale  AD  a  pour  équation  générale 


Fig.   187. 


y      ^     , 

y      x' 

et  comme  ellc  passc 
par  le  lieu  M ,  on  a  : 

L'équation  de  la 
diagonale  BC  pour  le 
point  M  ost  aussi 

5-5;= '•  (2)- 

y     X 

En    ajoutant    ces 
g^  deux    équations,    il 
vient : 


iy'  -*-  .y")  .vi    (^'  -*-  x")  X, 


y'.y" 


X  X 


=  2; 


en  ayant  égard  au\  relations  qui  précédent,  on  a  : 

c  d  , 

—  -  Vf X|  =■  2    ou    cy,  -H  tíX|  -♦-  2e  =  0 

.    c  e 


(5). 


Les  coeílicienis  de  y^  et  dc  Xf  sont  des  constantcs  de  la 
courbe  donnée,  indépendantes  des  variables  Xf ,  y^;  cequi 
prouvc  quc  lc  liou  cherché  est  une  ligne  droite  á  laquelle 
on  donne  le  nom  de  polaire  du  point  P,  quí  prend  le  nom 
de  póle.  II  est  évident  que  la  polaire  représentée  par  réqua- 
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tion  cy^  +  dx^  +  2e  =  0 ,  doil  passer  par  les  deux  points 
de  contact  T',  T  des  tangentes  PT',  PT"  et  qu'elle  coïn- 
cide  ainsí  avec  la  corde  dcs  contacts.  Cette  équation  repré- 
sente  aussí  le  lieu  des  points  dlntersection  des  droites 
mobiles  AG,  BD,  comme  il  est  facile  de  le  démontrer. 

On  voit  donc  que ,  si  (Tun  point  P  situé  dans  le  plan 
d'une  courbe  du  S"*  degré,  on  méne  deux  secantes  mobiles 
PAB,  PCD,  le  lieu  N  des  points  d'intersection  direcle  etU 
lieu  M  des  points  d'intersection  inverse  sont  situés  surune 
méme  droite. 

Lorsque  le  point  P  est  a  rintérieur  de  la  courbe,  la 
polaire  est  en  dehors  de  celle-ci ;  le  point  P  se  trouvant 
sur  la  courbe  méme,  la  polaire  se  confond  avec  la  tangentc 
et  le  pólc  avec  le  point  de  contact. 

Si  Von  méne  par  lepoint  P  (lig.  127)  detix  droites  PAB, 
PCD  qui  coupent  une  courbe  du  2"*'  degré  en  quatre  points 
A,  B,  C,  D,  ef  qu'on  unisse  ces  points  directement  et  inver- 
sementf  la  droite  MIV,  qui  passe  par  íe  point  M,  intersection 
des  deux  droites  AD,  BC,  rencontrera  ta  courbe  aux  deux 
points  T\  T"  qui  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 
PT',  PT"  menées  á  la  courbe  par  le  point  P  :  de  lá,  un 
procédé  pour  mener  par  un  point  P,  donné  en  dehors 
d'une  courbe  du  2""  degré,  deux  tangentes,  au  moyen  dc 
la  régle  seulement. 

M6.  On  sait  (^""185)  qu'une  droite  AB  est  divisée 
harmoniquement  aux  points  C  et  D,  lorsqu^on  a  : 

ACXBP=ADxBC. 

De  cette  égalité,  on  tire  : 

2  1  i         ^.  ,       ,«       2ACXAD 

—  = r-  — ;     d'oú      AB  = — 

AB      AD       AC  AC  -^  AD 

La  polaire  MN  de  rorigine,du  point  P,rencontre  la  droite 
PB  au  point  I ,  conjugué  harmonique  du  point  P  (fig.  127). 
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Pour  obtenir  la  dístance  PI ,  il  suílit  de  faire  y  =0 
dans  réquation  de  la  polaire 

cy,  -*-  rfxi  -♦;  2e  =  0. 

ll^vient,  pour  Tabscisse  du  point  I : 

2c         2x'x"  .      2PA  X  PB 

ce  qui  démontre  aussi  ce  théoréme  : 

Êtant  donnée  une  caurbe  du  2'"*'  degré  y  si,  par  un  point 
P  du  plan,  on  méne  une  sécante  PAB,  le  lieu  du  point  I, 
conjugué  harmonique  du  point  P  par  rapport  aux  deux 
points  d'intersection  k  et  B  de  la  sécante  et  de  la  courbe, 
est  une  ligne  droite. 

Si  le  point  B  est  á  rinfiní^  on  tire : 

Pl  =  2PA ; 

d  oú  ce  théoréme  :  Le  segment  de  la  droite  menée  par  un 
point  fixe  parallélement  á  Vasympíote  d'une  hyperbole  ou 
au  diamétre  d'une  parabole,  compris  entre  ce  point  et  sa 
polaire,  est  divisé  par  la  courbe  eíi  deux  parties  égales. 
Si  le  point  I  est  á  Tinfini ,  on  a : 

PA=  — PB; 

donCy  la  corde  menée  par  un  point,  parallélement  á  sa 
polaire,  est  divisée  par  ce  point  en  deux  parties  égales, 

Deux  points  sont  dits  conjugués  par  rapport  á  une 
conique,  lorsque  la  polaire  de  Vun  de  ces  points  passe  par 
Vautre  point;  ou  bien,  deux  points  P  eM  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  á  une  conique,  lorsquHls  forment 
sur  la  droite  PI,  aux  points  de  rencontre  A,  B  avec  la 
courbe,  un  rapport  harmonique. 

Lorsqu*une  droite  rencontre  une  conique,  Tun  des  points 
conjugués  est  k  rintéríeur  de  la  courbe, et  Tautre  á  lexté- 
rieur. 
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On  nomme  droites  conjuguées  detix  droites  telles  que  k 
póle  de  tune  de  ces  droites  se  trouve  sur  Vautre  droite;  ou, 
deux  droites  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapparl  á 
une  conique,  lorsque  leur  point  d'intersection  se  confond 
avec  celui  de  deux  tangentes  réelles  ou  imaginaires  á  cette 
conique, 

^■adrllaiére  ImmerH, 

967.  Dans  un  quadrilatêre  ABCD,  inscrit  dans  une 

conique,  le  point  de  rencontre  M  des  deux  diagonales  AD, 

BC  est  le  póle  de  la  troisiéme  diagonale  PN  qui  joint  les 

deux  points  de  rencontre  P,  N,  des  cótés  opposés. 

Pour  trouver  la  polaíre  du  point  M,  il  faut,  en  eflet, 

mener  par  cc  point  dea\ 
■"''»•  *«•  cordes  AD ,  BC  :  les  lan- 

[K  gentes  aux  extrémilés  de 

cescordes  secoupentdeux 

á  deux  sur  la  polaire  du 

point  M,  comme  aussí  les 

cótés  opposés  du  quadri- 

latérc  inscrit,  ce  qui  déter- 

mine  la  droite  PN  (fig.  1 28). 

Doú    il    suit  que    deux 

droites   conjuguées   quel- 

conques  et   la  polaire  de 

leur  point   d'interseciion 

forment  trois  droites  am- 

juguées  deux  á  deux. 

II  est  évídent  aussi  que  le  point  de  concours  des  deux 

cótés  opposés  du  quadrilatére  inscrit  est  lepóle  de  la  droite 

PM ,  qui  joint  le  point  de  rencontre  P  des  deux  autres  cótés 

au  point  de  rencontre  M  des  deux  diagonalcs. 

On  voil  que  le  triangle  MNP,  formé  par  les  points  de 
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rencontre  deux  h  deux  des  troís  diagonales  du  quadrilatêre 
complet  ABGD  est  tel,  que  chaque  cdté  a  pour  póle  le 
sommet  qui  lui  est  opposé;  les  troís  points  M ,  N,  P  for-, 
ment  un  systëme  de  trois  points  conjugués.  Les  deux  points 
M  et  N  sonl  sítucs  sur  la  polaíre  du  poínt  P,  et  deux  cótés 
quelconques  du  triangle  MNP  sont  deuxdroitesconjuguées. 

Quand  trois  points  sont  conjugués  deux  á  deux,  il  y  en 
a  un  á  rintérieur  de  la  courbe,  et  les  deux  autres  au 
dehors. 

Quand  trois  droites  sont  conjuguées  deux  á  deux,  íl  y 
en  a  toujours  deux  qui  rencontrent  la  courbe  et  une  autre 
qui  ne  la  rencontre  pas. 

^aadrUalére  elrcoBaerlt 

96S.  Quand  un  quadrilatére  est  drcomcrit  á  une  coni- 
que,  Vune  des  trois  diagonales  du  quadrilutére  complet 
ABCDEP  est  la  polaire  du  point  d'intersection  des  deux 
autres. 

Fig.  1S9. 


Ces  droites  AC,  BD,  EP  sont  conjuguées  deux  á  deux, 
aínsi  que  les  trois  points  G,  M,  I,  formés  par  leurs  points 
de  rencontre.  La  droíte  61  a  pour  pdle  le  point  M ;  le 
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póle  de  la  droite  EP  doít  se  trouver  au  point  de  ren- 
contre  des  deui  cordes  a'c',  b'd'.  Maís  les  quatre  points 
Gy  I>  Ey  P  sont  silués  sur  la  méme  droite,  qui  n'a  qu'un 
póle  M.  DonCy  les  deux  diagonales  AC,  BD  et  les  cordes 
de  contact  secoupent  en  un  méme  point  (íig.  129). 

950.  Quand  un  qmdrilalére  est  circonscrit  á  une  com- 
qucy  les  droites  qui  joignení  les  points  de  contact  des  cótés 
opposés  passent  par  les  points  de  rencontre  des  detix  diago- 
nales  et  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  á  ces 
deux  droites  (fig.  129). 

^•O.  Quand  un  qmdrilatére  est  circonscrit  á  une  cont- 
que^  une  transversale  menée  par  le  point  d'intersection  des 
deux  diagonales  rencontre  les  cótés  opposés  et  la  courbe  én 
trois  couples  de  points  qui  sont  en  involution, 

Soient  ABGD  le  quadrilalére,  M  le  point  de  rencontre 
des  deux  diagonales  AC,  BD,  et  R  le  point  d'intersection 
de  eette  transversale  avec  la  3™''  diagonale  EP  du  quadri- 
latére.  Désignons  par  ac,  bd,  efles  trois  couples  de  points 
déterminés  par  cette  transversale  (íig.  129). 

La  droite  RM  divise  harmoniquement  le  segment  ef, 
puisque  la  droite  £P  est  la  polaire  du  point  M.  Les  points 
R  et  M  sont  aussi  les  conjugués  harmoniques  des  poinls 
a  et  c  et  de  6  et  d,  les  droites  EM,  ER  étant  conjuguées 
harmoniques.  Les  droites  fiC,  AD  se  rencontrent  en  P. 
Donc,  les  trois  couples  de  points  sont  en  involution.  (Voir  le 
théoréme  de  Dcsargues  (544). 

Ml.  Soient  X|,  y^  les  coordonnées  du  point  M  extérieur 
á  une  courbe  du  2*^**  degré  et  situé  dans  son  plan ;  x',  y', 
x",  j/"  les  coordonnées  des  deux  points  de  contact  T',  T" 
des  tangcntes  MT',  MT"  (fig.  130).  On  aura  les  deux  équa- 
tions  : 

y*y'  =  (p  "^  ï*')  ^i  ■+-  p^'y 
yiy" = (p  -+-  ï«")  ^i  "*-  p^"' 
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La  corde  de  contact  T'T''  a  pour  équation  : 

car,  la  premiére  de  ces  équatíons  est  satisfaite  si  l'on  y  fait 
tfi  =  y'j  X|  =  x'  et  y^  =  y",  X|  =x" :  celte  équatíon  est 
donc  bien  celle  de  la  corde  de  contact.  D'ailleurs,  lors- 
qu'une  équation  du  premier  degré  en  rr  et  en  j^  est  satisfaite 

Fif.  iso. 


par  les  coordonnées  de  deux  points,  cette  équation  est  celle 
de  la  droite  qui  passe  par  ces  deux  points.  Si  Ton  fait,  dans 
réquation  de  la  corde  qui  précêde,  y=0,  il  vient  pour  OPf 
rabscísse  eorrespondante : 

—  pxi 


x  = 


qxi 


SO 
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Ccltc  valeur  élaiU  indépendantc  de  l*ordonnée  y^  montre 
que,  sí  X  est  eonstant,  c'est-á-dire,  si  la  droite  MQ  est  paral- 
léle  á  laxe  des  ordonnées,  r^^,  le  second  membre  de 
régalité,  reste  aussi  conslant.  Ainsi ,  quel  que  soil  le  point 
M  de  la  droite  MQ  par  lequel  passent  les  deux  langeiites 
MT',  MT\  toutes  les  cordes  de  contact  couperont  laxe  des 
abscisses  en  un  méme  point  P,  qui  est,  comme  on  Ta  vu 
précédemment,  le  póle ;  la  droite  MQ  est  la  polaire  du  point 
P(fig.  130).  réqiiation 

conservant  la  méme  forme  pour  des  axes  obliques  que 
pour  des  axes  reclangulaires,  il  s'ensuit  que,  si  de  lous  les 
points  d'une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  d'une 
courbe  de  2"**  degréy  on  méne  deux  á  deux  toutes  les  tan- 
gentes  á  cette  courbe,  toutes  les  cordes  de  contact  se  coupent 
en  un  même  point  P,  et  réciproquement, 

On  a  pour  réquatioii  de  la  tangente  passant  par  Ic  point 

yi.v'  =  (p  -^  9^')  ^i  -*-  p«S  yi» = (p  -^  9«)  ^i  -^  v^' 

La  polaire  du  point  M  (X|,i^^)  est  une  droite  T'T''  qui 
a  pour  équation 

y,y  =  (p-y-  qx^)  X  -H  px, . 

On  voit  qu*il  suffit,  pour  obtenir  Téquation  de  la 
polaire  d'un  point  donné  (a,  (3)  par  rapport  aux  coniques 
yl^  =  2px  H-  qx^,  de  changer  les  coordonnées  x',  y '  du  point 
de  contact  de  la  tangente  á  ces  coniques  en  coordonnées 
courantes  x,  y  et  de  changer  les  coordonnées  quelconques 
X  et  y  de  la  tangente  en  a  et  (3  du  point  donné. 

D'aprës  cela ,  la  polaire  du  point  (tx,  ^)  par  rapport  aux 
courbes  du  2"'  degré 

Ay*  -t-  Bxy  -+-  Cx*  +  0  ly  -f-  Ex  -+-  F  «=  0 
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est 

2Apy  -♦-  B(px-«-  ay)  -♦-  2Cax  -♦-  D  (^  -♦-  p)  +  E  (x-+-  a)  -*-2F=0, 

ou 

(2Ap-^-  Ba-H  D)y  -^  (áCa-*-  B|3  -^  E)  x -^  Dy -*-  Eop  -♦-  2F  =  0. 

Si  le  point  (a,  (3)  est  situé  sur  la  courbe^  eette  équation 

est  satisfaite;  ce  qui  prouve  que  la  polaire  d'un  point  ne 

passe  par  ce  point  que  si  celui-ci  se  trouve  sur  la  courbe. 

Sí  le  point  (a,  P)  est  á  Torigíne ,  la  polaire  de  ce  point 

devient : 

Dy-f-  Ex-*-2F==0, 

conime  on  Ta  vu  précédemment  (25S).  Si  le  point  (a,  P) 
est  au  centre,  la  polaire  est  h  rinfini. 

969.  Si,  par  un  point  (a,  P)  de  la  directrice  d'une  courbe 
du  2"'''  degré,  on  méne  deux  tangentes  á  cette  courbe^  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  corde  de  contact 
passe  par  le  foyer. 

La  polaire  du  point  (a,  ^)  par  rapport  aux  courbes 

y*  =  2pap  ^  (jfx'     est     Py  ==  (p  -i-  qra)  x  -*-  pa. 

La  droíte  partant  du  méme  point  et  perpendiculaire  á 
cette  polaire  est : 

6 

y  — p  = ^ — (x  —  a). 

p  -*-  qoL 

En  faisant  y  =  0  et  en  posant  a=~^l=^  pour  indiquer 
que  le  point  (a,  |3)  appartient  é  la  directrice,  on  obtient : 

x=  — ^-^^l/i  -t-a, 

qui  est  labcisse  f  du  foyer. 

96S.  La  polaíre  du  point  (a,  (3)  par  rapportau  cercle 

x'  -I-  y'  =  r*    esl    ox  -4-  py  =  r'; 
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la  droíte  qui  joint  le  ecntre  de  ce  cercle  au  point  (o,  (3)  est : 

Ces  deux  droiles  sont  donc  perpendiculaíres  et  se  cou- 
pent  á  une  distance  du  centre  marquée  par 


Cette  polaire  est  donc  facile  á  construire,  comme  on  le 
voit  en  Géométrie. 

La  droite  Dy  +  Ex+^F^O,  qui  est  la  polaire  de 
lorigine  O,  est  paralléle  h  la  corde Dj^  +  Ex  =  0,  laquelle 
passe  par  lorigine  et  y  est  divisée  en  deux  parties  égales; 
ce  qui  prouve  que  la  polaire  d'un  point  prís  snr  un  dia- 
métre  d'une  courbe  á  centre  est  paralléle  au  diametre  con- 
jugué  du  premier.  Enfin^  si  un  point  P  glisse  sur  une 
droite  fixe  D,  laquelle  est  la  polaire  de  Q,  la  polaire  de  P 
passe  par  un  point  fixe  Q. 

M4.  Soient  A  et  B  deux  poínts,  x\  y'y  et  x'\  y"  leurs 
coordonnées  :  la  polaire  du  point  A,  par  rapport  au  cercle 
de  centre  0  et  de  rayon  R,  est : 

x'x  -¥-  y'y  =  R'. 

La  distance  BD'  du  point  B  á  cette  polaire  est  : 

l/x"  +  y'« 

En  multípliant  cette  distance  par  AO  =  l/x'*  +y'*,  il 

viendra  : 

AO  X  BD'  =xV  +  yy  —  R«; 

AD''  étanl  la  distance  du  point  A  á  la  polaire  de  B,  on 
conclut  que 

AO  X  Biy  =  BO  X  AD"     et      —  =  —  . 

AO"       BD' 
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ÊqaailOB  ten^Btlelle  éem  eoarbee  da  t"*«  desré. 

Mft.  Soit  ly  -h  mx  -h  n  =  0  réqualion  (angentiellc 
d'une  droile. 

Prenons  la  valeur  de  y  dans  eette  équation^  et  substi- 
tuons-Ia  dans  l'équalion  générale  des  eourbes  du  ^""'  degrc 

ay'  -♦-  ^hxy  -4-  cx'  -♦-  2dy  -+-  2ex  -*-  /"=  0. 

L'équation  compléte  du  second  degré  en  x  fera  connaitre 
les  points  dlntersection  dc  la  droite  avcc  la  courbe. 

Pour  exprinier  que  cette  droite  est  tangente  á  la  courbe^ 
on  aura,  entre  les  coordonnées  tangentíelles,  I,  m,  n  de  la 
droite  et  les  coeílicients  a,  b^  c,  d,e,  /*de  la  courbe,  la  con- 

dition  : 

[amn  -f-  c/*  —  dlm  —  6//i]' 

=  [am*  —  26ÍWI  -^  c/']  [an^  -t-  /T  —  2d/n]. 

Cette  expression,  aprês  simpliíicalion,  se  réduit  5  : 

(c/-—  c«)  /« ^  2  {de  —  6/*)  /m  -+-  (a/'—  d»)  m« 
H-2(6c— cd)/n  +  2  (6d  — ac)mn  -^  (ac  — 6')n'  =  0. 

Celte  cquation  homogéne  du  second  degré  en  /,  m,  n 
représente  réquation  tangcntíelle  des  courbes  du  2™''  degré. 
Les  six  coeilicients  dc  /^,  /m,  m^,  In^mn^  n^  sont  les  déri- 
vées  du  discriminant  A 

ac/'-i-  26(/e  —  ac'  —  cd^  —  /"6'  =  0, 

respectivement  par  rapport  aux  quantités  a,  6,  c,  d,  e^f^  de 
sorte  que  Téquation  tangentíelle  des  courbes  du  2'"''  degré 
peut  encore  s  ecrírc  : 

d.A^     d.A,         d.A    ,      d.A,        cí.A  d.A  , 

— -P-i-  —  /m  -í — r-m'  H — — /n  -+-— — -mn-H-— n'=  0. 
da  a6  ac  dd  de  df 

En  posant 

\'  =  c/*— c%     B'  =  dc  — 6/",    C=>af--d^, 
D'  =  6e  — cd,    E'  =  6d  — ae,    F'  =  ac— 6% 
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on  a  pour  réqualion  tangcntiellc 

A'P  -+-  2B7w  H-  C'ih'  -^  2D7/1  h-  2E'mn  -h  F'n»  =  0, 
dont  le  discriminant  cst 

A'CT'  -4-  2B'D'E'  —  A'E'*  —  C'D'*  —  F'B '. 

966.  Application  I.  On  donne  deux  coniques  et  une 
droite  mobile  qui  est  tangente  á  l'une  et  rencontre  l'autre 
en  deux  poinls  T,  T'.  En  ces  points,  on  méne  les  tangentes 
TM,  T'M;  chercher  le  lieu  décrit  par  fe  point  M. 

Soient  X|,yi  les coordonnées  du  poiiil  M,etj/^==2px-hgx* 

réquation  de  la  prenriiére  conique;  I  equationdcladeuxiéme 

sera 

A  t/'  H-  Bxy  -4-  Cx'  -^  Dy  -+-  Ex  -♦-  F  =  0. 

La  polaire  du  point  M  (xi,j/^),  par  rapport  á  cette 
courbe,  est 

2Ay,y  -♦-  B  (jyj  -h  yxi)  -h  2Cx|X  -♦-  D  (y,  -♦-  y) 

-H  E  (x,  -4-  x)  -H  2F  =  0, 
ou 

(2 Ay i  -♦-  Bx,  -f-  D;  ý  -4-  (2Cx4  -+.  By,  -*-  E)  x  -*-  Dy,-4-  Ex,-f-  2F=  0. 

En  représcntant  par  D|,  D^  et  D^  les  coefficíems  de  y 
et  de  X  et  la  quantité  indépendante  de  ccs  váriables,  il  vicnt 

■ 

pour  la  polaire  du  point  M  : 

Di2/  -^  D^  ^  Dj  =  0  (*). 


(*)  Si  G  =  0  représenie  réqualion  générale  d*UQe  conique,  on  aurt: 

dC         dC 
dy         dx  ' 

P  élanl  la  polaire  de  rorigine,  ou  bien ,  si  Téquation  est  bomogéne  en 

Xf  cn  y  et  en  z  : 

dC     '    dC  dC 

--y-4--.x-f-— J5=0, 
dy        dx         dz 

^i  -p-«  ^  élani les  dérivées  de  C  par  rapport  ^y,kxei^  z. 
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Ceite  droile  dcvant  étre  langente  á  la  conique 

y*  8=  2px  -♦-  yx*, 
on  doil  avoir 

(D.D,-pD,)*=d;(DÏ-7DJ), 

ou,  en  simplifiant, 

p'D!  —  2pD,D5  -f-  qDl  =  0, 
ou  bien  encore 

p»(2Ayi^  Bx4-+-  D)»—  2p{2Cx44-  By,.f.E)(Dy4-t-EX|-^2F) 

-♦-  y  (Dy,  -H  Ex4  -f-  2F)'  =  0. 

Le  lieu  esl  donc,  dans  le  cas  leplus  général,  une  courbe 
du  2"*  degré. 

Supposons  que  la  prcniiérc  conique,  á  laquelle  la  droite 
mobilc  reste  langentCy  soit  une  parabole 

V'  -*-  2/>x  =  0. 

etque  la  scconde  eourbe,  quiesl  rencontrce  parla  tangente, 
soít  une  circonférence  de  cercle  donnée  de  grandeur  et  de 
position  par  réquaiion 

(x-«)'.^((/-p)«  =  R'. 

L'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  M  est 

P(yi- P)'  =  2(X,  — a)  (Py.  .*- ax, -♦.  R«  — a«  — p»). 

Le  binóme  B^  —  4AC  =  4((3*  -f-  2pa);  ce  qui  prouve 
que ,  si  le  centre  (a,  (3)  du  cercle  est  en  dehors  de  la  para- 
bole  donnée,  la  courbe  est  toujours  une  hyperbole,  les 
deux  droites 

py  .+-  ox  -t-  R"  —  a'  —  p»  =  0,     2  (x  —  a)  =  0, 

étant  tangentes  á  cctle  courbe  suivant  la  corde  de  contact 

p(y-p)  =  o. 

Si  le  cenlre  (a,  (3)  du  cercle  est  sur  la  parabole  donnée,  lc 
bindme  |3*+  2j>a  =  0,  et  le  líeu  est  une  parabole.  Le  centrc 
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(a,  |3)  du  cercle  étant  á  ríntérieur  de  la  parabole,  P^  +  2pa 
est  négatíf,  et  le  lieu  est  une  ellipse.  II  esl  évident  que  le 
eercle  doit  rencontrer  la  parabole,  pour  que  rellipse  sub- 
siste. 

M7.  Appligation  II.  On  donne  deux  eUipses  semblables 
et  concentriques,  ADBE,  A'D'B'E'.  Vne  droitemobileTBT 
est  tangente  á  la  premiére  ellipse  et  rencontre  la  seconde  eti 
deux  points  varíables  T,  T'.  Chercher  le  lieu  décrít  par  le 
point  M,  intersection  des  deux  tangentes  TM,  TM  á  l'elíipse 
A'D'B'E'. 

Fig.  131. 
Y 


Soient 

ay-i-6V  =  oV (i), 

a'y -^  6'«x«  =  a'»6'* fS), 

les  équations  des  deux  ellipses  ADBE,  A'D'B'E'  (fig.  131). 
Ces  courbes  étant  seroblables,  en  désignant  par  r  le  rap- 
port  des  axes  homologues,  il  vient : 

a'     b' 
tt       6 
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La  polaire  du  point  M,  dont  les  coordonnées  sont 
x^,yi,  par  rapport  á  rellipse  A'D'B'E'  est : 

en  remplacant  a'  et  6'  par  leurs  valeurs  dans  (3). 

Exprimons,  comme  préeédemment,  que  cctte  droile  est 
tangente  a  rdlipse  ADBE  ou 

ay  -^  6'a:*  =  aV. 
On  aura  : 

6*r*jcí  =  (6*r*  —  y?)  (a'yj  -h  6»xí) , 

ou,  en  simplifiant : 

ay^  -♦-  b^x\  =  aW. 

Le  lieuest  donc  une  ellipse  semblable  aux  deux  ellipses 
données. 

MM.  Application  III.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le 
centre  des  courbes  du  2"*'  degré  inscrites  dans  un  quadrila" 
tére  quelconque  ABGD. 

Soient  Xi^,  iji^  les  coordonnées  du  centre  mobile  qui 
décrit  le  lieu  demandé. 

En  prenant  pour  équalion  de  la  droite  AB,  Tun  des 
cótés  du  quadrilatére, 

X  C08  a  -4-  y  SÍn  a  =  <r, 

et  en  déterminant  $  sous  la  condition  que  cette  droite  soit 
langente  é  rdlipse  dont  les  axes  sont  2a  et  26,  on  a 

X  cosa  -+-  y  sin  a  =  |/a'  cos'a  -♦-  6'sin'a, 

pour  réquation  de  la  tangente  á  cetle  courbe. 

Soít  co  Tangle  que  le  grand  axe  de  rellipse  fait  avec  Faxc 
desx;a  —  go  scra  Tangle  qu*il  fera  avec  la  perpendiculaire 
á  la  tangente  á  cette  courbe.  L^équation  précédente  de  la 
tangente  deviendra  : 


X  cos  a  -h  y  sin  a  =a  l/a*  cos*  (a  —  »)  -H  6'  sin'  (a  —  «). 
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On  aura  pour  la  distance  du  cenlre  (aci,  y^)  k  celie  droíte: 


Xi  cosa  -♦-  f/i sin  a  —  1^0* cos' (a  —  »)  4-  6' sin'  (a  —  w)  =  í. 

Cetle  équation  ne  contient  que  irois  indétermínées  a,  b 
et&>  de  rdlipse  mobile;  puisque  les  quatre  cótés  du  qua- 
drílalére  sont  détermincs,  le  second  membrc  de  cette  équa- 
tion  est  donc  connu. 

II  viendra  : 

cos'a  [a'sin'w  -♦-  6'  sin' «]  -4-  sin  a  cos  a  2  (a'  —  6')  sín  tfcose 

-4-  sin*  a  [a*sin*  ©  -+-  6'  cos* w]  =  d*. 

On  aura  de  même  entre  a,  b,  &>,  irois  autres  équations  qui 
serviront  á  faire  connaitre  ces  quantités,  ou  míeux,  qui  per- 
metlront  de  déterminer 

a'  ro.-i'w  -*-  6*  sin'  w,     2  (a'  —  6*)  sin  «  cos  « 
et  a*  sin' «  -f-  6'  cos' «. 

En  représenlnnt  ces  (rois  quantités  inconnues  par  u,  t\  (, 
on  aura  les  quatre  équations  du  1'''^  degré  : 

C08*  a.U  -^  SÍn  a  COS  a .  V  -♦-  SÍn'  aL.t  =  <P, 

cos'  p .  M  -4-  sin  p  cos  p  .V  -+-  sin*p .  t  =  d'\ 
cos*  r»  w  -»-  sin  r  cosr-  v  -♦-  sin'r . '  =  rf"*? 
cos'  (? .  u  -H  sin  (^  cos  (f .  V  -4-  sin'  í.t  =  d"'\ 

Les  termes  du  2'"*  degré  en  aPi*,  X|  j/|,  j/,',  du  sccond 
membre,  ont  les  mémes  coefScients  que  les  quantités  íncon- 
nues  UtVytáu  premíermembre:lesvaleursdecelles-cisont 
donc  des  expressions  du  l^'  degré  en  X|  et  en  i/i,  tous  les 
termes  du  deuxiéme  degré  se  détruisant,comme  il  eslfacílc 
de  s'en  assurer  dírectement  par  le  calcul  immédíat  de  ces 
inconnues  dans  trois  quelconques  des  quatre  équations 
précédentes. 

L*équation  du  lieu  cherché  ne  pourra  étre  que  du  pre- 
mier  degré  :  celui-ci  est  une  ligne  droite. 
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On  a  vu  précédemment  que  la  polaire  d'un  point,  par 
rapportá  une  droíte,  est  une  seconde  droite  paralléle  á  la 
premiére :  celle-ci  divise  en  deux  parties  égales  la  distance 
de  ce  poínt  á  la  polaire.  II  s'ensuit  que  la  droite  obtenue 
passe  par  les  milieux des diagonales  du  quadrilntëre  ABCD : 
c'est  la  réciproque  du  théoréme  de  Newton ,  appliqué  aux 
coniques. 


CHAPITRE  XIII. 


Blamélres  conjasaéfl. 


•69.  L*équation  générale  des  courbes  du  2*""  degré  est: 

Ay"  -4-  Bxy  -+-  Cx*  -+-  Dy  ^  Ex  h-  F  =  0. 

On  a  prouvé  (175)  que  réquaiion 

_       Bx  ^  D 
*~"  2A~" 

est  un  diamctre  dc  ces  courbes,  celui  dontles  cordcs,  qu'íi 
divise  en  deux  parlies  égales,  sont  paralléles  á  Taxe  des 
ordonnées;  et  que  réquation 

By  +  E 

représente  le  diamétre  dont  les  cordes  sont  parallcles  á 
Taxe  des  abscisses.  Comme  le  centre  des  courbes  du  second 
degré  est  le  point  de  renconlre  de  deux  diamétres,  il  s'en- 
suit  que  le  centre  est  déterminé  par  le  point  d'intersection 
des  droites 

2Ay  -♦-  Bx  -f-  D  =  0,      2Cx  -♦-  By  -♦-  E  =  0. 


5i6  SECONBE    PABTIE. 

II  est  facile,  au  moyen  des  équaUons  de  ces  deux  droites, 
de  trouver  réquation  d'un  diamëtrequelconqueyC'est-á-direy 
d*une  droite  passant  par  le  centre  lequel  est  aussi  le  point 
de  rencontre  des  deux  droites 

2Ay  -H  Bx  -4-  D  =  0,     2Cx  ^-  By  -*-  E  =  0. 

Si  nous  désignons  par  S  Ic  coefficient  angulaire  d'un 
sysléme  quelconque  de  cordes  paraliëles,  Féquation  du  dia- 
métre  correspondant  á  ces  cordes  sera  évidemment 

2Cx  H-  By  -4-  E  +  <y(2Ay  -*-  Bx  ^  D)  =  0  .     .     (1). 

Cette  équation  du  prcmier  degré^  en  x  et  en  y^  repré- 
senteune  ínfinitédedroítes,puisque^  estarbilraire.  Comme 
cette  équation  est  satisfaite,  quel  que  soit  3^  pour 

2Cx  -4-  By  -I-  E  =  0,     2Ay  -*-  Bx  -♦-  D  =  0 , 

il  s  ensuit  que  tontes  les  droites  (1)  passent  par  le  centre, 

c'est-á-dircy  qu'elles  sont  des  diamétres  des  courbes  du 

2"**'  degi'é.  Si  ces  cordes  sont  paralléles  á  Taxe  desx,  5=0, 

et  il  vient : 

2Cx-+-  By  -t-E^O; 

si  elles  sont  paralléles  h  Faxe  des  ^,  d  =  ^,  et  Ton  retrouve 
réquation  du  diamétre 

2Ay  -♦-  Bx  -♦-  D  =  0. 

970.  Soit  3  le  coefficient  angulaire  d'un  systéme  de 
cordes  parallcles,  dont  la  droile  MNS  (íig.  152)  repré- 
scnte  la  dírection. 

Le  diaméirc  CDR,  correspondant  á  ce  systéme  de  cordes, 
a  pour  équalion,  d'aprês  ce  qui  vient  d'élre  dit  (269)  : 

2Cx  -♦-  By-f-  E  -4-  (y(2Ay  -♦-  Bx  -+-  D)  =  0. 

Soit  3'  le  coefficient  angulaire  d*un  second  systéme  de 
coriles  parallêles  dont  la  droite  QPR'  représente  la  direc- 
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lion.  Le  diamétre  CD'S'yCorrespondant  á  ee  second  systéme 
de  eordes  paralléles ,  a  pour  équation  : 

aCx  +  By  ^  E  H-  <r  (2Ay  -*-  Bx  -f-  D)  =  0. 

Fig.  13«. 


Pour  exprimer  que  ce  seeond  systéme  de  cordes  est 

paralléle  au  diamêtre  GDR,  íl  faut  égaler  le  coefficient 

angulaire  d'  au  coefficient  angulaire  du  diamétre  CDR  qui 

est 

2C  -+-  BíT 


de  sorte  qu'on  aura  : 


(í'«- 


aAj-t-B 


2AJ  H-  B ' 


ou      aAícT  -♦-  B  (^  -I-  <r)  -f-  2C  =  0.  (2). 


Telle  est  la  relation  entre  les  deux  diamétres  CDR  et 
CD'S'y  qui  sont  tels  que  Tun  d'eux  divise  en  deux  parties 
égales  les  cordes  paralléles  á  Tautre :  ces  diamétres  sont 
dits  conjugtiés. 

L'équation  (2)  montre  qu'il  y  a  une  infinilé  de  systêmes 
dediamëtresconjuguéSy  puisqu*il  n*y  a  qu'une  seuleéqua- 
tipn  entre  d  et  S\ 

Ainsi;  á  une  valeur  quelconque  de  3,  en  correspond  une 
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pour  S'.  On  peut  donc  sounieUre,  á  volonlé^  les  quantilés 
indéterminées  3  ei3'  k  une  nouvelle  condition  quelconque. 
La^  relatíon  la  plus  simple  et  ia  plus  importante  est  celle 
oú  ces  deux  diamëtres  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
c*est-á-dire,  oú  lon  a  : 

2(A-C) 


i-4-W=0;    ce  quí  donne  :     d-k-^^^ 


B 


D'aprés  cela,  d  et  3'  sont  donnés  par  Péquation  du  deu- 
xíéme  degré 

Les  deux  valeurs  de  z  déterminent  les  directions  des 
deux  axes  de  symétríe  dans  les  courbesdu  deuxiéme  degré. 
On  a  : 

A  —  c  ^  i/B«  -^  (A  —  cy 


jjr=s  — 


B  B 


971.  Le  calcul  des  dérivées  permet  de  trouver  facile- 
ment  Téquation  des  diamêtres. 

Pour  avoir  rabcisse  x^  du  point  I,  milieu  de  la  corde  MN 
(fig.  132),  il  sufBt,  aprés  avoír  substitué  la  valeur  de  y  de 
réquation  de  la  corde  dans  celle  de  la  courbe,  de  prendre 
la  dérivée  dans  Téqualion  résultante  du  second  degré  par 
rapport  á  x ;  en  substituant  ceUe  valeur  dans  réquatíon  de 
la  corde,  on  obtiendra  Tordonnée  j^i  du  point  milíeu  et, 
par  suite,  Tëquation  du  diamétre.  Mais,  comme  y  est  uae 
fonctíon  de  x,  il  est  plus  simple  de  différentier  á  la  fois 
Téquation  de  la  courbe  du  deuxíênie  degré  par  rapport  á 
y  eih  Xy  ainsi  que  réquation  de  la  droile  MN  j/  =  ^x  +  p. 

Ën  effecluant  ccs  opérations,  on  a  : 

(2Ay  +  Bx  -4-  D)-p  -^  2Cx  -*-  By  -♦-  E  «=  0     et     J^  =<?. 

dx  dx 
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Si  ron  substitue  cette  derniére  valeur  de  ^  dans  Téqua- 
tion  précédente,  on  obtient : 

(2Ay  -+-  Bx  -♦-  D)  <r  -*-  2Cx  H-  By  H-  E  =  0 , 

pour  réquation  du  diámêtre  demandé. 
En  réunissant  les  termes  en  y  et  en  'x^  on  a  : 

(2A^ -+- B) y  ^' (2C -^  B<r)x  -*- Dí-t- E  =  0, 

quí  est  la  méme  que  celle  obtenue  précédemment  (270) 
pour  le  diamétre  des  cordes  MN. 
On  a  trouvé  (270)  pour  la  direction  du  diamétre  : 

B^-4-  2C 
2A<r-f-  b" 

En  opérant  la  division  par  rapport  á  i^  \\  vient : 

_B^         B»  —  4AC 


2A       2A  (2A<y  -♦-  B) ' 

ce  qui  prouve  que  díins  la  parabole  tous  les  diamétres  soíit 
paralléles  entre  eux  et  ontpour  coefjficient  angulaire 

2A 

Donc,  pour  exprimer  dans  la  parabole  que  les  cordes 
sont  perpendiculaires  au  diamétre  d'^  il  sutBt  de  poser 
dans  réquation  précédente 

2A 

et  il  vient :  * 

(4A« -♦- B*) y  .«-  2B(A  -^  C)* -+- 2AD -♦- BE  =  0, 

pour  réquatíon  de  laxe  de  symétrie  de  la  parabole. 
L'équation  dcs  axes  de  symétrie  des  courbes  á  centreest 

y  _  6  =  z  (x  —  a)     ou     y  —  6  =  ig  a  (x  —  a), 


3^ 
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Fig.  133. 


a  eib  étant  les  coordonnées  du  eentre  de  la  eourbe,  et  tga 
Tune  des  deux  valeurs  de  z  donnée  par  Téquation  prccé- 
dente  (270). 

M7M.  Soíent  y^  =  2px  -h  qx^  réquation  des   courbes 

du  deuxiéme  degré, 
OX  et  OY  les  axes 
coordonnés,  ce  der- 
níer  étant  paralléle  á 
CB,  conjugué  de  OX 
(%•  133). 

Les  deux  droites 
CR  et  CS,  quí  passent 
par  le  centre  C,  ont 
pour  équations : 

En  faisantar=0  dans  ces  derniéres^on  obtíent  successi- 
vcment ; 

0R  =  — y^  et  0S==  — r'-;  d'oú   OR  x  OS=yr'-,- 
?  9  9 

Si  les  droites  CR  et  CS  sont  dirigées  suivant  deux  dia- 
métres  conjugués,  on  a  ; 

rr'  =  — 9    el    OR  X  OS  «^  «=  cb! 

9 

Sur  RS  comme  diamétre ,  décrivons  une  circonférence 
ct,  au  point  O,  élevons  une  perpendiculaire  lOH  au  dia- 
métre  RS ;  il  viendra  ; 

OD  =  CB. 

II  sera  facile  de  déterminer,  d'aprés  cette  propriélé,  la 
direction  des  axes,  lorsqu'on  connaitra  les  deux  diamêtres 
conjugués  OC,  CB. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMErSSIONS.      321 

On  voil  donc  que,  si  d'un  point  (íune  courbe  du  S"' 
degré  á  cenlrey  on  méne  une  tangente  á  la  courbe,  le  pro- 
duit  des  distances  du  point  de  contact  aux  points  otV  cette 
tangente  renconlre  deux  diamétres  conjugués  est  égal  au 
carré  du  demi-diamétre  conjugué  de  celui  qiCi  passe  par  le 
point  de  contact. 

97S.  L*équa(ion  de  la  tangente  RTS  (fig.  154)  est : 

yy'  =  (/>  -  gx')  ^  -*-  par'- 

Fíg.  134. 


En  y  faisant  x  =  0,  on  a  : 


0R  = 


px 


La  paralléle  AS  á  I  axe  des  y  a  pour  équation 

2f> 


X 


En  subslituant  cette  valeur  dans 

yy'  -^  (P  —  9«')  *  -^  P^'y 
on  oblicnt : 


AS=E(^P-1'']     et     0RxAS  =  ?1=CB'. 


si 
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Pour  la  tangcnte  RT'S'  (Gg.  134)»  on  aura  de  méme: 

OR' X  AS' =» CB*   cl    OR  X  AS  =  OR' X  AS'; 

d*oú  Ton  tire  : 

OR :  OR'  =  AS' :  AS  : 

• 

ce  qui  prouve  que  le$  draites  KS',  R'S  se  coupent  en  un 
même  point  I  du  diamétre  conjugué  OA  qni  passe  par  le$ 
deux  points  de  contact. 

On  Yoit  qu  une  tangente  quelconque  determine  sur  deux 
tangentes  paralléles,  á  partir  du  point  de  contact,  deux  seg- 
ments  dont  le  rectangle  est  constant  et  équivalent  au  carri 
du  detni'diamétre  conjugué  paralléle  aux  deux  tangentes. 

Si  lon  joint  lcs  milieux  M,  M'  des  longueurs  RS',  R'S, 
on  obtiendra  une  droite  passant  par  le  centre  de  la  courbc; 
d*oú  dérive  un  moyen  de  déterminer  le  centre  d'une  coni- 
que ,  lorsqu  on  connait  cclle-ci  par  ses  cinq  tangentes. 

974.  L^cquation  des  courbes  du  2"''  degré  rapportées 

á  leurs  axes  de  symétrie ,  rorigine  étant  au  centre  de  ces 

courbesy  cst: 

ay±6V  =  dbaV. 

Cberchons  s'il  existe  une  dírection  d'axes  coordonnés 
obliques  pour  laquelle  Téquation  précédente  conserve  la 
méme  formCy  rorigine  élant  la  méme,  c*est-á-dire,  au 
centre  de  la  courbe. 

A  cette  fin ,  prenons  les  formules  : 

X  s=  x'  C08  a  -4-  y'  cos  p,    y  =  x'  sin  a  -í-  y'  sin  p, 

qui  servent  á  passer  d*un  systême  d'axes  rectangulaíres  á 
un  autre  (3  —  a  de  même  origine. 

Ën  substiiuant  ces  valeurs  de  x  et  de  j^  dans  réquation 
de  la  courbe,  il  vient: 

(a«  8in«  p  =fc  6'  cos'p)  y"  -+-  (a«  sin'a  d=  6*  cos« a) x" 
-♦-  2  (a'  sin  a  sin  p  ±  6'  cos  a  cos  P)  x'y'  =  zh  aV. 
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Comine  les  quantités  a  et  (3  sont  arbitraires,  on  pourra 
toujours  en  disposer  pour  annuler  le  coeíHcient  du  terme 
en  x^y'y  ce  qui  donne : 

a*sinasin^±:  6'cosa  cosp=0;     d*oú     tga  tgp  =  ±— • 

a 

On  voit  que  les  nouveaux  axes  coordonnés  sont  deux 

díamétres  conjugués  de  la  courbe. 

L'équation  de  cellc-ci  se  réduit  á 

(a'  sin»  p  di  6*  cos»  p)  y "  -4-  (o*  sin'  a  =b  6'  cos'  a)  x'*  =  dz  aV. 

En  faisant  successivement  3/'  =  0  et  x'=  0,  et  en  dési- 
gnant  par  a'  et  par  b'  les  longueurs  OA',  OB'  (fig.  135) 
des  deux  demi-diamêtres  conjugués,  on  obtient : 


M 


a'»  = 


6-»  = 


a^b 


a*sin'a 


6'  cos'a 


tL% 


a*b 


a*sin'pd=6*cos'p 
Si  Fon  y  ajoutc  la  condition  des  diamétres  conjngués 

6* 


Fig.  135. 


lg«tgp  =  : 

on  aura  trois  équa- 
tions  entre  a  et  P; 
il  devra  donc  exister 
une  relation  entre  les 
diamétres  conjugués 
2a',  W  et  les  axes 
2a,  26  de  la  courbe. 
Enprenantlesigne 
positif,  ce  qui  est  le 
cas  de  rellipse,  on 
obtient : 


a* {a'*  —  6«)  tg»a  «  6«  (a*  —  a"), 
a«  (6'«  —  6»)  tg'p  ==  6«  (a«  —  6"J. 
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Ën  mullipliant  ces  éqiiations  et  en  remplacant  tg^tg^^ 
par  sa  valeur  ^,  on  obtient : 

(6'  —  a")  (b'  —  6")  =  (o'  ~  tt'^)  (o*  -  6'^) ; 
d^oú 

b*  ~  (a"  +  6")  6«  =  a*  -.  (o'«  -*-  6")  o*    ct    a'*  -h  6"  =  o»  -+-  6«: 

ce  quí  prouve  que  dan$  l'ellipse  la  somme  des  carrés  cofi- 
struits  sur  deux  diamétres  conjugués  est  égale  á  la  somme 
des  carrés  construits  sur  les  axes. 

Comme  pour  rhyperbole  on  doit  changer  6  et  b'  en 
6 1/ —  \  et  en  b'  V^ —  i ,  on  a  : 

o"  — 6'*  =  o»— 6«. 

Aínsi,  dans  l'hyperbole,  la  différence  des  carrés  construits 
sur  deux  diamétres  conjugués  est  égale  á  la  di/férence  des 
catTés  construits  sur  les  axes. 

En  multipliant  entre  elles  les  valeurs  de  a'^  etde  b'^  et 
en  ayant  égard  á  la  valeur  de 

a*sin'«sin*p  -«-  6*cos»acos*p= — 2o%'sioasinpcosacos  ^, 

tirée  des  diamétres  conjugués,  il  vient  : 

o'6« 
a'*6'»  =  —7- ;     d'oú     a'6'  sin  (6  —  a)  =  a6. 

Sin  *  (p  —  a)  vr  / 

Donc,  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  dia- 
métres  conjugués  est  équivalente  á  Vaire  du  rectangle  con- 
struit  sur  lesaxes. 

L'équation  de  la  transformée  est : 

975.  On  peut,  au  moyen  de  ces  propriétés,  trouver  la 
grandeur  des  axes  de  la  courbe  lorsqu'on  connait  de  gran- 
deur  et  de  position  deux  diamêtres  conjugués  qnelconques. 

Soient  A'B'=  2a',  C'D'  =  26'  (fig.  136)  les  deux  dia- 
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mélres  conjugués  d'une  ellipse  faisant  entre  eux  un  angie  y. 
On  a  entre  les  deux  diamêtres  et  les  axes  de  la  eourbe : 

a*  -+-  6*  =  a'«  -f-  6'«,    2a6  =  2a'6'  sin  r, 


a  -4-  6  =  l/a'*  -♦-  6'*  -4-  2a'6'  sín  r , 

a  —  6  =  Va'*  +  6"  —  2tt'6'  sin  r- 

A  l'extrémité  C'  du  diamélre  26',  abaissons  la  perpen- 
díeulaire  C'R'  sur  son  conjugué  A'B' ;  prenons  sur  la 
perpendiculaire,  á    partir  de  C',  les   longueurs  égales 

Fig.  136. 


C'I  =  C'H  =  a\  et  unissons  les  points  I  et  H  au  ccntre  0 
dc  rellipse.  Le  triangle  obliquangle  OC'I  donne  : 

Of  =  a'*  H-  6'*  -+-  2a'6'  sin  r, 

puisque  le  triangle  OC'R'  est  rectangle  ; 


d'oú 


01  =  l/a"  -♦-  6'*  H-  2a'6'  sin  y; 
a  +  6  =  01. 
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Le  triangle  OG'H  donne  aussi  : 
OH'=a"-4-6'«-2a'6'8Ínr    et    OH  =  Ko'*  -¥■  6"  -  2a'6'8Ín  y 
d'oú  a  —  6  «  OH^ 

Ainsi,        2a«0I  +  0H,    26  =  01  — OH, 

eequi  fait  connailre  la  grandeur  des  axes^ 

Les  paralléles  menées  par  les  extrémités  du  diamétri*^ 
A'B'  á  son  conjugué  G'D'  sont  tangentes  á  la  courbe,  ain^ 
que  les  paralléles  menées  par  les  extrémicés  de  C'D'  á  son 
conjugué  A'B'.  Du  centrc  0,  avec  le  demi-grand  axe  comme 
rayon,  on  décrira  une  circonférence  de  cercle,  et  aux  poínts 
de  rencontre  M,  M',  N,  N'  de  cettc  circonférence  avec  les 
tangentes,  on  élévera  á  celle-ci  des  perpendiculaires  qui  se 
rencontreront  aux  deux  foyers  F,  F'  de  rellipse  (fig.  136), 
n«241. 


5176.  L  Si,  aux  deux  équations  des  diamétres 


a'* 


=  a'8Ín'a  •*-  6'cos'a, 


aV 

— -  =a'sin*p-v-  6*cos*|3, 
6' 

on  ajoute  la  condition  d  etre  perpendiculaires 

tgatgp 1, 


il  viendi 

ra  : 

aV 
a'* 

■+■ 

aV 
b'* 

o' 

^lgl 

OL  -h- 

6« 

-4-  a*  -♦- 

6^lgV 

1 

-f- 

Ig'a 

et 

o'» 

■+■ 

i 

1 

a» 

-4- 

i 

ce  qui  prouve  que  la  somme  des  inverses  des  carrés  con- 
struits  sur  deux  diamêtres  rectangulaires  de  t'ellipse  est 
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consíante  et  égale  a  la  somme  des  inverses  des  carrés  con- 
struils  sur  les  axes  de  cette  courbe, 

On  prouverait  de  méme  dans  rhyperbole  que  la  diffé- 
rence  des  inverses  des  carrés  construits  sur  deux  diamétres 
reclangulaires  est  constante  et  égale  á  la  différeme  des 
inverses  des  carrés  construits  sur  les  axes. 

•77.  II.  On  pent,  comme  préeéderament,  rechercher 
s^il  exisle  un  systéme  d'axes  coordonnés  oblíques  tel  que 
les  courbes  du  deuxiéme  degré,  rapportées  á  ces  axes^  con- 
servent  la  méme  forme  que  lorsqu*elles  sont  rapporlées  á 
leur  axe  de  symétrie,  roriginedes  axes  rectanguiaires  étant 
au  sommet  de  la  courbe  et  I  equation  de  ces  courbes  élant 

ainsi  qu'on  la  vu  (202). 
En  partant  des  formules 

X  8=5  a  H-  x' cosa,  -H  y'cosp,    y  =  6  -*-  jc'sinoe  -+-  y'sín^, 

on  trouve : 

2  r(p  -*-  aq)  cos  «  —  6  sio  a1    .       (q  cos' a  —  sin'a)    ^ 

v'*^  -^ -^ ^  x'  ■+- .  x'*, 

^  sin'p--9Cos*p  sln'p— ^cos'p 

avec  les  conditions  : 

*«ígp  =  9 (I), 

p  -+-  07 
««P  =  ^^^-^ •     (2), 

6*  =  2pa-4-7o« (3). 

Si  Pon  représonte  par  2p'  et  par  q'  les  coeflicients  de  x'  et 
de  xf^  dans  réquation  précédente,  on  a  : 

(p  -♦-  aq)  cosa  —  6sin  a 


sin*p —  qrcos*p 


=  P'  ....    (4), 


fcos'a  —  sin'a         ^ 
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L'équalion  (3)  nous  apprend  que  la  nouvelle  originedoU 
se  trouver  sur  la  courbe,  et  les  équalions  (2)  et  (i)  que 
laxe  des  y  doit  êire  langenl  á  la  courbe  et  paralléle  aii 
conjugué  de  laxe des  x,  qui  est  un  diamétre  de  la  eourbe. 

En  éliminanl  de  (4)  et  de  (3)  les  fonclions  irigonomé- 
triques  qu  elles  contiennent,  il  vient  pour  les  coefficienls 
de  la  transformée  : 

1/6V  +  (p -♦- a?)« '     '  ty  -4-  (p  +  aqf  * 

si  Ton  y  ajoute  réquation 

6'  =  ^pa  -+-  gra*, 

on  aura,  entre  les  variables  a  et  6,  irois  équations  dis- 
linctes.  II  devra  donc  exister  une  relalion  enlre  p,  7,  p',  g'. 
Élevant  au  carré^, ,  on  obtient  successivement 


doú 


et 


p'  _  6V  -4-  (p  -i-  aqf       p^_h*-^{p^aqy 


cn  faisant  q  et  q  négatifs  pour  Tellipse,  on  a  : 

théorémes  déjá  démontrés. 

t7S.  III.  L'aire  du  parallélogramme  conjugué  GA'DE 
(fig.  157)  est :  ' 

P'       P'  P' 

— ;  X  — :::8in  (6  —  «)  = (sin  0 cos  a—  sín  a  cos  0) 

9      l/y'  q'\/q' 
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P  P 

ou     —  X  -^  sin  (^-^(/^^ -^z:  (Ig  P  —  tg  «)  cos  a  cos  p. 

ï      K?'  g'  V/9' 

En  rempla^ant  dans  le  sccond  membre  p'  et  9'  par  leurs 
valeurs,  il  víent,  sans  aucune  difBculté : 

^x-^sin(p  — a)  =  ?x    ^ 


9'     »/?'''         '      ?     »/? 

Ainsi ,  daní  Uz  courbes  du  S"*  degréy  le  rectangle  con- 
struU  sur  deux  diamétres  conjugués  est  équivalent  au  rec- 
tangle  construit  sur  les  axes. 

Fig.   137. 


Si  la  conique  est  unc  parabole,  les  équatíons  précédentes 
(277)  deviennent : 

lgatgp  =  0,     tgp  =  ^     et    2p'  =  4(a-4-ipJ; 
de  sorte  que  Téquation  de  la  transformée  est : 

y'«  =  4  í  a  -f-  -  pj  x'    ou    y'*  =  2p'a:'. 
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La  premiêre  fait  voir  que  le  nouvel  axe  des  x  est  paraU 
léle  á  Taxe  de  symétrie  de  la  parabole,  et  la  seeonde  que 
Taxe  des  y  est  la  tangente  á  la  nouvelle  origine  (a,  6). 

L'équation  générale  de  la  transformée  est : 

y'*  =  2p'a?'  -^  í'x'*. 

979.  IV.  Cherehons  á  quelle  condition  deux  díamétres 

conjugués  de  rellipse  sont  égaux. 

A  cetle  fin,  égalons  les  valeurs  de  a'^  et  de  6'';  nous 

aurons  : 

a*  sin'  a  -+-  6*  cos'  a  =  a*  sin'  p  -♦-  6*  cos*  p ; 

doúlon  tire : 

sin'a  =  sin*p,    cos*a  =  cos'p    el    lg*a  =  tg*p. 

Gomme  tg  a,  tg  [3  sont  de  signes  contraires,  puisqu'on  a  : 

tgatgp  =  — -» 

on  conclut  que 

6«  6 

tg«=  — tgp,     lg«a=— .      tga  =  di-: 

a  a 

ce  qui  prouve  que  detix  diamétres  conjugués  égaux  sani 
égalenient  inclinés  sur  l'axe  des  x,  cuce  de  symétrie  de 

Fig.  138. 


l'ellipsey  et  qu'ils  sont  dirigés  suivant  les  deux  diagonales 
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du  rectangle  construit  sur  les  axes  de  la  courbe  (6g.  1 38). 
Pour  voir  sí  riiyperbole  jouit  de  la  méme  propriété,  il 
suflBt  (régaler  les  dénominateurs  de  a'*  el  de  6'*,  en  remar- 
quant  que  6'^  doit  élre  négatif;  ee  quí  donne  : 

6*  cos*  a  —  o*  sin'a  =  a'  sin'p  —  6*  cos'  fi; 

ou  sin'  a  -+-  sm'fi  =  — . .  • 

^      a*  -♦-  6« 

A  cause  de 

a*  sin'a  sin'p  =  6*  cos'  a  cos'  ^, 

on  obtient : 

46* 

En  élevant  la  premiére  équation  au  carré  et  en  soustrayant 
la  secondCy  il  vient : 

(sin'a  — sin*p)«  =  0;    doú    sin«a  =  sin*p, 
cos'a  ^  cos*  p     Cl     tg*  a  =  tg'  p : 

ce  qui  prouve  que  les  deux  diamétres  conjugués  égaux  se 
confondenty  puisque  tg  a  eMg  P  doivent  être  de  7nême 
signe.  Donc,  l'hyperbole  n'a  aucun  systéme  de  diamétres 
conjugués  égaux. 

9M.  V.  Uellipse  n'a  aucun  systéme  de  diamétres  con- 
jugués  rectangulaires  autre  que  celui  des  axes  de  la  courbe. 
II  suffit,  pour  le  prouver»  de  faire  [3  =  90^  +  a  dans  la 

relatíon 

a'  sin  a  sin  j3  -H  6*  cos  a  cos  ^  =  0 

de  deux  diamétres  conjugués. 

On  aura  : 

(a'  —  6*)  sin  a  cos  a  =  0. 

Le  premier  facteur  ne  peut  pas  étre  nul ,  k  moins  quc 
rellípse  ne  devienne  un  cercle. 
II  faut donc  que  lon  ait : 

a  =  0    ou    a  =  90«, 
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981.  VI.  Rcprenons  les  relations  qiií  existenl  cntre  lcs 
diamétreseonjugués  et  les  axes  (374). 
On  a  pour  rellipse 

o" -4- 6'*  =  a«  ^  6*,     2o'6'  = , 

sinr 

y  ctant  Tanglc  que  font  entre  eux  ces  deux  diamétres.  En 
ajoutant,  il  vient : 

{o'4-6')«=o'-4-6»-+-— • 

sinr 

Gomme  on  a  vu  qu'il  n  y  a  pas  de  systéme  de  diamétres 
conjuguës  rectangulaires  autre  que  celui  des  axes  de 
symétrie  de  la  courbe,  il  sensuitque  le  rectangle  construit 
sur  les  axes  de  Vellipse  esl  parmi  lous  les  paraUélogrammes 
conjugués  celui  dont  le  périmétre  est  minimum. 

Le  second  membre  de  réquation 

a'b'  siny  =  a5 

étant  constant,  et  le  produit  a'b'  étant  &  son  maximum 
lorsque  a'=6',  on  voit  que  deux  diamétres  conjugués  égaux 
comprennent  le  plus  grand  angle  obtus  ou  le  plus  petit 


ariame  ^ 
maximum,  ainsí  que  le  périmétre 


angle  aigu;  alors,  le  seul  terme  variable  .— s'éléve  á  son 


.       .       2a6 
(o'.H6')«=o*-f-6»-4--r 


sinr 


cc  qui  prouve  que  parmi  tous  les  parallélogrammes  conju- 
guéSy  le  losange  est  celui  dont  le  périmétre  est  maocimum. 

t§t.  VII.  II  n  existe  dans  rellipse  aucun  systëme  de 
diamétres  conjugués  rectangulaircs  autre  que  celui  con- 
struit  sur  lcs  axes  (280). 

Cependant,  on  peut  circonscrire  6  cette  courbe  un  carré. 
En  effet,  on  a  : 

y=pxzbgr,     y=p'x±q. 
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pour  les  cdlés  de  ee  earré.  La  eonditíon  d'élre  tangents  á 
rellipse  est : 

a'p'  -f-  6*  =  9*     et    o*p"  -i-  6'  =  9* ; 

ce  qui  donne  p  =  —  p'. 

La  relation 

i-^pp'=0    fournit :    p  =  — 1     et    p'=i. 

La  surface  de  ce  carré  est  2a*  -h  26^;  celle  du  rectangle 
inscrit  qui  joint  les  poínts  de  contact  est  ^n^  • 

9SS.  VII I.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  (Tinter- 
gection  M  des  deux  tangentes  aux  extrémités  de  deux  dia- 
tnétres  d'une  ellipse  faisant  entre  eux  un  angle  canstant  a. 


Fig. 

139. 

H 

y^ 

X^ 

// 

^ 

\ 

X 

>^ 

í^ 

x\ 

^ 

^ 

>> 

P 

L'équalion  de  OT  (fig.  139)  est :  y'  =  px' ;  celle  de  OT' 

y     =px  . 


Ona: 


C=tga  = 


P  — P' 


i  -^pp' 

En  rempla; ant  p  et  p\  íl  vient : 


.'_-" 


c  = 


yx   —  xY 


x'x" 


yY 


.   • 


.  .  .  .  (\). 
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L'équation  de  l'ellipse  est 

ayH-6V  =  aV {%); 

cclle  de  la  tangente,  qui  passc  par  le  lieu  : 

a*yiy -^  b^XiX  =  aV (5). 

En  substituanl  dans  (2)  la  valeur  de  y  lirée  de  Téqua- 
tion(3)y  on  obtienl: 

(ft'xj  -4-  aY)  X*  —  2aVx,x  —  a*  (y!  —  6«)  =  0. 

Dans  ce  trinóme  en  x,  les  racines  sont  les  abscisses  des 
dcux  points  T  et  T'  oú  les  deux  langentes  passant  par  ie 
licu  touchent  la  courbe. 
II  víent  : 

^ _  a'6'xi  -4-  a%y/ayi  -*-  b*x\  —  aV 
^  ^  aV  -4-  b'xl 

aVx,  —  a'y,  l/a'yf  ^  6«xJ  —  aV 


X 


«V  -+-  6«xí 
On  aura  de  mêmc  : 

,  _  aVy,  —  6«x,  l/a'y*  h-  6'xï  —  o«6' 

a^  -¥■  6*xJ 

.._  «yy»  H-  6'x,  l/aV  -t-  6'xï  —  a«6« 

a*y\  -h  6'x} 

En  rempla^ant  ces  valeurs  dans  rexpressíon  de  c,  on 
obtient,  aprés  simpliflcation,  pour  réqualion  du  lieu  : 

c  [a*(yí  —  6»)  -h  6*  (xï  -  a«)]  =  SaVI/a'yJ  +  6«x!-aV. 

Si  a  =  90%  c=  oo;  le  lieu  devient  alors 

«'(yí-6')-+-6*(x?-a«)  =  0 
ou  a*yí  -h  6*xí  =  aV  -4-  a*6* : 

c'est  Téquation  d'une  ellipse. 
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CHAPITRE  XIV. 


C«rde«  «applénieBlalre*. 


9S4.  On  nomme  cordes  supplémentaires  deux  droites 
qui  partent  des  extrémités  d*un  méme  diamélre  et  qui  se 
coupent  sur  la  courbe. 

Soíl  Téquation 

des  courbes  du  ^"^  degré,  l*origine  étant  au  centre. 

Désignons  par  x\  y'y  les  coordormées  de  rextrémíté  D 
du  díamétre  DOD',  et  par  —  ac',  —  y'  celles  de  rextrémité 
D'(fig.  140). 

Fig.  140. 


L  equation  de  la  corde  MD  est : 

y  —  y'  =  r  (a:  —  x') ; 
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celle  de  MD'  est  aiissí : 

Ces  deux  cordes  se  coupant,  on  a : 


Des  équations  de  ces  cordes,  on  tíre  : 


2B 


(^t^)  =«(—')•  •  •  •  w- 

La  courbe  passant  par  le  poínt  D,  son  équatíon  devient: 
At/'«-+-Bxy-t-Cx"H-F'r=0.     ...     (5) 

et  2A  V^^  -+-  28  (^y-^^y]  -^  2C  =  0.    .    (4). 

X*  —  x'*  V  X*  —  x'*  /  ^  ' 

En  substiluant  dans  lëquation  (4)  lcs  valeurs  quí  pré- 
cédent  en  fonction  de  y,  / ,  on  trouve  : 

2Ayy'  -f-  B  (r  -4-  r'j  -+-  2C  =  0. 

Telle  est  la  relation  des  cordes  supplémentaires  :  on  voit 
qu'elle  est  la  méme  que  celle  de  deux  diamétres  conjugués. 

Ainsi,  á  un  systéme  quelconque  de  cordes  suppiémeD- 
taires  correspond  toujours  un  systéme  de  diamétres  con- 
jugués,  et  réciproquement. 

t86.  Si  lon  représente  par  a  le coeílicient  angulaire de 
la  tangente  TS  á  rextrémité  du  diamêtre  TOT',  on  a  : 

_      2Cx'  -♦-  By' 
*  "" ""  2Ay' -4- Bx' 

L'équation  du  diamétre  OT  passant  par  le  point  de  con- 
tact  x',  i/'est : 

v' 

t/'  =  a'x';    dVi    a'=^. 

X 

En  multipliant  le  produit  aa'  par  2Á  et  la  somme  a-^a 
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par  Bf  puis  en  ajoutanl  á  2Aaa'  +  B((x  +  od)  la  quantitc 
constante  2Cy  aprés  réduction,  on  trouve  : 

2Aaa'  H-  B  (a  -+-  a')  -^  2C  =  0. 

£n  rapprochant  la  relation  des  cordes  supplémentaires 
2Arr'  -♦-  B  (r  -^  rO  ■+-  2C  =  0, 
et  en  soustrayant,  on  a  : 

2A  {rr'  —  «*')  -^  B  (r  -*-  r'  —  «  -  a')  =  0. 

Si  lon  faít o'  =  /,  il  vient : 

(2Ar'  -4-  B)  (r  —  «)  =  0 ;    d'oii    a  =  r. 

On  voit  que,  si  par  rexlrémité  D'  (fig.  140),  on  méne 
la  corde  D'M  paralléle  au  diamëtre  T'OT,  la  tangente  TS 
á  rextrémité  T  du  diamêlre  T'OT  sera  paralléle  á  la 
seconde  corde  supplémentaíre  MD. 

De  cette  propriété  remarquabledécoule  un  procédé  trés- 
simple  pour  construíre  une  tangente  TS ,  en  un  point  T 
d'une  courbe  du  deuxiéme  degré  : 

Par  le  point  T  on  méne  un  diaméire;  par  un  autre  point 
quelconque  D,  on  méne  un  second  diamétre  DOD'.  A 
Vextrémité  D',  on  trace  une  corde  supplémentaire  D'M, 
parallele  au  premier  diamétre;  par  le  point  M,  on  trace  la 
êeconde  corde  MD  et,  par  le  point  donné  T,  on  tire  une 
paralléle  TS  á  la  corde  supplémentaire  MD  :  cetle  paral- 
léle  est  la  tangente  demandée. 

Si  le  point  T  est  en  dehors  de  la  courbe,  onjoindra  ce 
point  au  centre  0  qu'on  sail  toujours  délerminer  lorsque 
celle-ci  est  tracée :  cetle  droite  OT  coupera  la  courbe  eí\  un 
point  M.  On  cherchera  la  position  du  point  P  par  une  qua- 
triéme  proportionnelle  dans  l'égalité  : 


OP  X  OT  «=  OM*. 


ss 
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On  cmsíruiray  comme  Uvient  d'étre  dit,  la  tangenU  au 
point  M  f í,  par  le  point  P,  on  ménera  une  paralléle  á  cette 
tangente ;  cette  paralléle  rencontrera  la  courbe  en  deux 
points  R,  R',  et  les  deux  droites  RT,  R'T  seront  les  tafi- 
(jentes  demandées, 

98S.  Pour  obtenir  Pangle  V  de  deux  eordes  supplé- 
menlaires  AM,  A'M,  il  sulTit  de  remplacer,  dans  la  formule 

1  -4-  tga  tga' 

tg  a.  et  Ig  a'  par  leurs  valeurs 

y'  V' 

^     ct  ^ 


9 
ce  qui  donne,  aprés  rcduciion, 

tgV= ^ 

(I  -*-  9)y' 

Dans  rhypcrbole,  cet  angle  est  loujours  aigu  pour  tous 
les  points  situés  au-dessus  de  Taxc  des  x,  et  d'autant  plus 
petit  que  le  point  M  (x',  y')  est  plus  éloigné  sur  la  courbe; 
par  conséquent,  cet  angle  est  nul  lorsque  le  poínl  csl  a 
Tinfíni. 

A  mesure  quc  le  poínt  M  se  rapproche  de  rorigine, 
Fangle  des  deux  cordes  redevienl  de  plus  en  plus  grand,  ei 
il  est  droit  pour  y'  =  0. 

On  oblienl  de  la  méme  maniére,  dans  rellipse,  Tangle  V 
dc  deux  cordcs  supplémenlaires  AM,  A'M,  (Íig,  138).  On 
n  pour  cct  anglc 

puisquc  q  est  plus  pctit  quc  runité. 
On  voil  que,  dans  celte  courbe,  cet  angle  esl  obtus  et 
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d*aiUant  plus  grand  que  y'  cst  lui-méme  plus  grand; 
la  valeur  maxímum  de  cet  angle  répond  á  y'  =s^9 
c*est-a-direy  lorsque  le  point  M  cst  á  rextrémité  du  petit 
axe.  Get  angle  reste  obtus  pour  tous  les  points  de  rellipse 
au-dessus  de  Taxe  des  x,  et  il  devient  droit  aux  deux  extré- 
mités  du  grand  axe. 

989.  Deux  cordes  varíables  passent  chacune  par  un  des 
foyers  d'une  ellipse;  elles  ont  entre  elles  la  relation  des  dior 
métres  conjugués.  On  demandele  lieu  décritpar  leurspoints 
de  rencontre. 

L'équation  de  rellipse  est 

ay  -♦-  6  V  =  a  V. 

On  obtient  pour  la  relation  des  coeflicients  angulaires 
des  cordes  focales  : 

oW-*-6'  =  0 {\). 

Les  équations  de  ces  cordes  focales  passant  par  le  lieu 
sont : 

yi  =  ^(Xi-c) (2), 

y, -=  J  (xj -f- f ) (3); 

d'oíl  J'     ^^cTer. 

Le  lieu  est  donc 

c*est  une  ellipse  passant  par  les  foyers  et  coupant  laxe des 
y  á  une  distance  =^  ^  de  rorigine. 


340  SECONDE    PARflE. 


CHAPITRE  XV. 


I 

lV««Telto  (kéorle  úem  mmjmpt^tn. 


I 


999.  On  nomme  asymptole  une  droíle  qui  s'approche 

de  plus  en  plus  d'une  branche  de  courbe  el  quí  nc  la 

touche  qu'á  rínGni ;  de  sorie  que  cetie  droite  est  tangente 

á  la  courbe  á  Tinfini. 

Soit 

Ay*  -+-  Bxy  -v  Cx'  -♦-  Dy  -«-  Ex  -4-  F  =  0    .     .     (i) 

réquation  générale  des  courbes  du  2'"''  degré,  et 

y  =  px-^r (2) 

réquation  d'une  droite. 

Pour  les  points  oú  ies  deux  lignes  se  coupent,  les  équa- 
tions  qui  précédent  sont  simultanées ,  et  les  valeurs  de  y 
sont  les  niémes  dans  les  deux  équations  ;  pour  ces  points , 
la  droite  jouít  des  propriétés  de  la  courbCy  et  réciproque- 
menf. 

En  substituant  dans  Téquation  de  lacourbc  la  valeur  de 
jff  tirée  de  réqualion  de  la  droite  qui  doit  étre  asymptote, 
on  obtíent  lequation : 

{ApVB|3-i-C)x'+.(2A(5r+Dp-t-Br+E)x-4-Ar'-f-Dr-4-F=0  (3), 

qui  fait  connaitre  les  abscísses  x',  x"  des  deux  poínts  d'in- 
tersection  de  la  courbe  et  de  la  droíte;  mais,  celle-ci  devanl 
étre  tangente,  il  faut  que  les  deux  valeurs  de  x'  et  de  x" 
soient  cgales,  c'est-á-dire,  quon  ait 

[(2ArH- D)  p-*. Br-*- E]««  4(Ap«  ^-  Bp-4- C)  (Ar' -hDr  -í-F)  (4). 

Nous  venons  d'indiquer,  d'unc  maniére  générale,  la 
condition  de  tangence  de  la  droite  et  de  la  courbe;  pour 
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exprimer  que  le  contact  doit  avoir  líeu  á  rinfini,  il  est  évi- 
dent  quon  doit  avoir^  en  outre,  réquatíon 

Afj'4-BpH-C  =  0 (5) 

L'équation  (4)  se  réduit  alors  á  : 

{2A?-  H-  D)  p  -f-  Br  -^  E  =  0. 

On  a  donc,  pour  déterminer  les  deux  arbítraires  P  et  7 
de  rasymptote,  lesystëme  des  deux  équations : 

Ap«-f-BS-^C  =  0 (5), 

(2Ar  -»-  D)  í3  4-  Bv  -^  E  =  0  .     .     .     .     (0). 

La  prcmiére  donne : 

B        V/B«  —  4AC     . 
^  2A  2A 

et  faít  connaitre  la  direcdon  des  asymptotes. 
Si  lon  remplace  ceUe  valeur dans  Pcquation 

(2Ar  -^  D)  p^-+-  Br  H-  E  =  0  .     .     .     .    (6), 

on  obtient  pour  y^  la  seconde  arbitraire  : 

BD  — 2AE  D 

^"^^2Ai/B5Zr4Ac~2Á' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  lequation 
íl  vient  pour  réquation  gcnérale  des  asymptotes  : 


-Bzb|/B«-4AC\  BD  — 2AE  D    ^^ 

y=     x=b -=:. (7). 

^       \  2A  )  2Al/B«-4AC      ^A 

On  voit,  d  aprês  les  valeurs  de  ^  et  de  7,  que  rellípse 
n*a  point d'asymptote,  et  que  lasymptote  de  la  parabole  se 
réduit  á  celle  de  son  diamëtre.  La  valeur  de  7  est  d'ailleurs 
infinie;  de  sorte  que  rhyperbole  est  la  seule  courbe  du 
2™**  degré  qui  jouit  de  la  propriété  d'avoir  des  asymptotes. 
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Le  procédé  quc  ron  víent  d'exposer  consisle  évidem- 
ment  á  égaler  á  zéro  les  coeflicients  de  x*  et  de  x  dans 
Téquation  (3) ;  ce  qui  fournit,  comme  précédemment,  lcs 
deux  équations  : 

Ap'  4-  Bp  -^  C  =  0,     (2Ar  -4-D)l3-+-Br-4-  E  =  0. 

On  sait  queles  deux  racincs  de  lequation  (3)  sontalors 
égales  á  =b  rinfini. 

M9»  L'équation  précédente  des  asympiotes  peut  se 
mettre  sous  la  forme  : 


Bx-t-  D       í 

V  = db  — 

^  2A  2A 


■        BD  —  2AE1 

\/B«  —  4AC  .  X  +  —  • 

Í«-4ACJ 


Soient  R'ESS  RE'S  les  deux  branches  d*une  hybcrbolc 
(fig.  141);  Dy  D'  les  points  oú  la  courbe  rencontre  laxe 
des  y ;  E,  E'  ceux  oú  le  diamélre,  représenté  par  réquation 

Bx  -*•  D 

^  2A 

rencontre  cetle  hyperbole. 

Admettons  que  les  racines  qui  annulent  le  radical  dans 

réquation  de  cette  courbe 

Bx-f-B       1 


y= rr-  =b  —  »/(B*-4AC)xV2(BD-2AE)x-4-D^-4AF, 

2A  2A 

soient réelleSy  positives  et  inégales.  Pour  avoir  lasymptote 
de  la  branche  E'R,  il  est  évidcnt  qu*on  devra  prendre  lc 
signe  positif  du  radical ;  ce  qui  donnera  pour  lasymptote 
de  cette  branche  : 


Bx 


»^J.rv/B^-4AC.a:^i^](8). 
2AL  \/B»-4AcJ 


2A 
et  l'asymplote  de  la  branche  E'S  scra  : 


Bx-»-D       1    r..—, BD-2AE1 

y  = ít; rr    ^^  —  4AC.a;  +  ^==     (9). 

2A         2AL  |/^=4AcJ^^ 
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Síy  pour  une  méme  abscisse  x  =  OP,  nous  cherchons 

Fíg.  ui. 


la  différence  MV  entre  rordonnée  Y  de  l^asymptote  CM  de 
la  branche  E'R  e(  Tordonnée  de  cette  branche,  on  aura  : 


nx 


P 


Y— y  =  MV  = 


n  ^ 


2A 


—  1 
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et,  en  rendant  le  numérateur  ralionnel,  il  vient : 


^-' 


2A 


nx  H H  l/nV  •♦-  2px  -4-  q 


n'^fP,  q  étant,  pour  abréger,  les  coefficients  de  x  sous  le 
radícal  de  la  valeur  de  y  dans  Téquation  de  rhyperbole : 

Bx  -4-  D      ,  /-— 

y  = =fc  V  n V  -♦-  2px  -^  q  - 

Coní)me  cette  valeur  de  MV  est  d'autant  plus  petite  qne 
celle  dc  x  est  plus  grande,  il  s  ensuit  que  Téquation  (8)  est 
bien  rasymptote  de  la  branche  E'R. 

Pour  avoir  la  diflërcnce  M'V'  enlre  rordonnée  Y'  de 
Tasymptote  CM'  de  la  branche  ER',  il  faut  changer  x  en 
—  X  dans  réquation  de  Tasymptote  CM  et  dans  la  valeur 
de  lordonnée  de  la  courbe,  en  prenant  le  radícal  avec  le 
signe  négatif;  ce  quí  donnera,  aprês  avoir  rendu  le  numé- 
rateur  rationnel : 

M'V'  = 


nx  -+-  l/n'x*  -♦-  ^px  -4-  q  —  - 

expression  qui  prouve  également  que  M'V'  diminue  á  me- 
sure  que  x  augmcnte.  Donc,  les  deux  branches  E'R,  ER' 
ont  bien  la  méme  asymptote  MCM^  On  prouverait,  de  la 
méme  maniére,  que  les  deux  branches  E'S»  ES'  ont  aussí 
la  méme  asymptole  NCL. 

Pour  obtenir  le  point  d'intersection  des  deux  asymp- 
totes,  il  sutBt  de  poser 

P  P 

nx-4-— =  0:    d*oú    x  =  — ^- 
n  nr 
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On  a  déji  vu  (i79)  que  ce  point  sc  trouve  sur  le  dia- 
métrey  &  égale  dístance  des  points  E,  ES  cVst-á-dire^  au 
centre  de  la  courbe. 

Pour  construire  les  deux  asymptotes ,  il  faut  joindre  le 
centre  aux  poinls  oú  ces  droites  renconirenl  Taxe  des  j/. 

990.  Considérons  un  moment  les  deux  équations 

Ap'  -♦-  Bp  -+.  C  =  0,     (2Ar  ^D)l3-+-Br  +  E=:0, 

qui  détermínent  les  deux  paramétres  [3  et  y. 

Si  C  =  Oy  Tune  des  deux  asymptotes  est  paralléle  a 
Taxe  des  x  et,  si  A  =  0,  Tautre  est  paralléle  á  Taxe  des  y. 

Si  lon  a,  en  méme  tcmps,  A  =  0,  C  =  0,  les  deux 
asymptotes  sont  paralléles  aux  deux  axcs  coordonnés. 
Enfin,  si  B  =  0,  laxe  de  symétrie  des  coniques  est  paral- 
léle  á  Taxe  des  x  ou  se  confond  avec  celui-ci,  ct  les  deux 
asymptotes  sont  également  inclinées  sur  cet  axe  de  Tliy- 
perbole  :  c  est  ce  qui  est  índiqué  par  les  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  dc  [3. 

Sí  Ton  fait : 

1«  C  =  0,  dans  la  valeur  dc  y,  on  obtient  pour  la  dis- 
tance  de  rorigine  au  point  oú  Tasymptote  coupe  Taxe  des  y : 

E 

r -; 

2*  pour  A  =0,  on  trouve  : 

r  =  »; 

3*  pour  B  =  0,  il  vient : 

E 

y  =  :' 


2»/AC 

Mt.  Appliquons  encore  cette  théorie  pour  rechercher 
les  asymptotes  des  coniques  représentées  par  Téquation 

ces  courbes  étant  rapportées  á  leur  axe  de  symétrie ,  et 
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i*origine  des  coordonnées  reetangulaíres  plaeée  au  sommet. 
Soity  comme  précédemroent  (388), 

i*équatíon  de  la  droite  quí  doit  élrc  asymptote  á  ces  cour- 
bes.  On  aura,  pour  lcs  points  d'íntersection  de  la  droite  et 
de  la  courbe,  Téquation 

((3«— 9)x« -+.  2(i5r  —  p)  X -t- r' =  0; 

d^oú  Fon  tíre : 

p«  — g=0,    pr~p  =  0 

En  remplafant  ces  valenrs  de  p  et  dc  y  dans  i'équation 
de  la  droite,  on  obtient  pour  l'équation  des  asymptotes  des 
coniques : 

ti  =  db  V/flx  rt 

Cette  équation  prouve  que  íellipse  n'a  point  d^asytnp' 
tote;  que  la  parabole  en  a  une  paralléle  á  son  axe  ou  á  son 
diamétre  et  située  á  l'infini,  et  que  Chyperbolea  deux  asymp- 
totesy  également  inclinées  sur  Vaxe  transverse  de  ceite 
courbe^  et  dirigées  suivant  les  deux  diagonales  du  rectangle 
construit  sur  ses  axes. 

Si  i'on  prend  i'équation 

y*  =  Sp'jc  -♦-  q'x\ 

qui  représenle  celle  des  coniques  rapportces  h  un  diamétre 
et  k  une  tangente  paralléle  au  coiijugué  du  premier,  l'équa- 
tion  desasymptotes  sera  encore,  comme  précédemment : 

y  =  d=  l/ê^. «  ±  —  . 
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c(  les  asymptotes  seronl  dírigées  suivaot  les  deux  diago- 
nales  du  parallélogramme  eonstruit  sur  les  deux  diamétres 
conjugues  f- et  p^,- 

«9«.  Comme  les  équations  (5)  et  (6)  n»  (288)  sont 
respectivement  les  coeiïicients  de  x^  et  de  x  de  lequation 
(5)  égalés  chacun  á  zéro,  il  est  facile  de  voir  qu'aprés  la 
substítution  de  la  valeur  áe  y  =  ^x  -^  y  dans  celle  de  la 
eourbe,  qui  est  du  second  degré,  on  pourra  toujours  divi- 
ser  celle-ci  par  x*  et  qu'il  viendra  : 

X  X* 

A  mesure  que  x  grandil,  les  deux  fractions  que  contient 
cette  équation  deviennent,  d'une  maniére  géncrale,  de  plus 
en  plus  pciites;  pour  x  =  oo,elles  s^annulent,  puisque 
leur  numóratcur  reste  fini  comme  étant  indépendant  de 
X.  Si  réquaiion  résultante  (5)  a  ses  racines  réelles,  la 
courbe  aura  des  asymptotcs.  En  eiTet,  Téquation 

Ap»  -4-  Bp  -♦-  C  =  0 

étant  satisfaite,  on  pourra  multiplier  lequation  résultantc 
par  X,  et  il  viendra  : 

Ar'  -^  Dr  -I-  F      ^ 

(2Ar  H-  D)  fi  -^  Br  -^  E  -4-  — =  0. 

X 

En  faisant  de  nouveau  x  =  oo  ,  on  obtienl,  comme  pré- 
cédcmmcnt,  réqualion  (6)  : 

(2Ar  -*-D)i3-^Br-^E  =  0 

qui  fera  connaitre  la  seconde  arbitraire  y  aprês  qu  on  y  aura 
substítué  la  valeur  réelle  de  ^  fournie  par  1  cquation  (5). 

ItBM.  Cette  mélhode  est  applicable  á  une  courbe  algé- 
brique  d'un  degré  quelconque. 

Prenons,  pour  le  prouver,  unc  courbe  du  S"*  degré,  le 
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Fig.  149. 


foliutn  de  Descartes  (fig.  142),  par  exemple,  représenlc 

par  lcquation 

y*  — oaoFy -hx*  =  0        (1). 
Soi(,  comme  précédcmment» 
t/=px"Hr  .    .    (2), 

réquation  dc  la  droite  quí  doit 
êlre  asymptote  á  celte  courbe.  On 
aura  pour  les  poinls  d*intersection 
de  la  droite  et  de  la  courbe  : 

(P' -f- 1)  x'-H  3  (pV—  ap) x^-^o  (pr'-  ar)  x -^  r'  =  0  (3). 

Divísons  tous  les  termes  de  cette  équalion  par  a;',  il 
viendra  : 


(?'-+- 0 


3  (pV  —  a|3)       3  (^'  —  ar)       r 


X 


^-,  =  0. 


Lorsque  x  augmente,  les  trois  fractions  que  renrerme 
cette  équation  diminuent,  et  qnand  x  devient  infiní,  en 
général  ces  fractions  deviennent  ínfiniment  petites  ou 
nulles,  et  Téquation  précédente  se  réduít  á  : 

qui  admet  une  racine  réelle  (3= —  1,  et  deux  racines  ima- 
ginaires.  Pour  p  =  —  i,  réqualion 

p'  ^-  1  =  0 
esl  satisfaite,  et  I  equation  primitive  devient 

3(|5V  — ap)       3(^«-.ttr)      r»      ^ 

—^ —  -^         -    •  -♦-—-  =  0. 

X  x*  ar 

On  peut  évidemment  multiplier  cette  derniére  équation 
par  X,  ce  qui  donne  : 

x  x" 
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si  Ton  fait  de  nouveau,  dans  cetle  derniêre  équation,  a;=oo  , 
íl  vient  :  3  (pV  —  ap)  =  0, 

et  en  y  substiiuant  la   valeur  réelle  dc   (3,    á   savoir, 
P  =  —  1 ,  on  trouve  :     y  =  —  a. 

En  remplacant  dans  I  equation  de  la  droite 

y  =  px  -I-  r 

(3  et  y  par  les  valeurs  que  Ton  vient  d'obtenir ,  on  a  pour 
Téquation  de  rasyinptote  au  folium  de  Descartes  : 

y  =  — a:  — a, 

qui  représente  la  seule  asymptote  que  puisse  posséder  cette 
courbe,  puisque  les  aulres  valeurs  de  (3  sont  imaginaires. 
D  ailleurs,  les  conditions  pour  que  Téquation  (3)  ait  des 
racines  égales,  sont  : 

y(p»^i)  =  p*(Py-a),    y'(P'  +  0  =  P(py-a)'- 

Elles  sont  évídemmcnt  satisfaites  pour  í^  —  —  1  etpour 
y  =  —  a. 

On  les  obtient  en  annulant  le  reste  de  la  dívision  de 
Féquation  (3)  par  sa  dérivée. 

994.  Prenons  encore ,  pour  confirmer  ce  qui  précéde , 
la  courbe  représentée  par  réquation 

y«(x— 2)  =  a:*(x  — 1). 

Soity  comme  précédemment, 

y=px  -4-y 

réquation  de  la  droile  qui  doit  étre  asymptote. 
En  substítuant  dans  Téquation  de  la  courbe,  on  a  : 

(p«_i)x»+[2p(r  — p)-»-i]a;«-*-r(y  — ^P)*— 2y'«^0, 

En  opérant  comme  il  vient  d^étre  dit,  on  obtient  les 
équations  : 

p«-.i  =  o,    2p(r-p)-t-i=0, 
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qui  donnent 

P  =  ±:i     et     r=»=t:l. 

Si  lon  suppose  des  axes  coordonnés  rectangulaíres,  on 
voil  que  la  courbe  représentée  par  réquation  précédente  a 
deux  asymptoles  SHT,  S'H'T'  (fig.  143),  symétriques  par 
rapport  á  Taxe  des  x,  qui  sont : 

D'aprés  la  forme  de  Téquation  y  =  ±:x  l/^,  ileslévi- 
dent  que  cette  courbe ,  symélrique  par  rapport  á  Paxc  des 

X,  a  aussi  une  asymptote 
LBL,  parallêle  á  Taxc 
des  y ,  qui  répond  á  x=2. 
Comme  les  deux  valeurs 
de  y  sont  égales  et  de 
signes  contraires  depuis 
x  =  0  jusqu'á  x  =  I; 
qu*elles  soni  imaginaires 
depuis  x=-h  i  jusqui 
X  =  -f-  2;  qu'ii  partir  de 
X  =  -h  2,  ellcs  redevien- 
nent  réelles,  égales  et  de 
signes  coniraires;  enfin, 
que  les  valeurs  de  y  lors- 
que  X  est  négatif  sont 
toujours  réelles,  égales 
et  de  signes  contraires  et 
qu*elles  grandissent  avec 
X,  Téquation  précédente  représente  une  courbe  índíquée 
par  la  figure(143). 

«9«.  Prenons  réquation  générale  du  troisiéme  degré  á 
deux  variables  x  eiy  : 

y»  H-  axy*  -^  bxhj  -4-  cx'  h-  dy*-^  exy  -4-  fx^-h gy  -f-  hx  -*- 4*0, 
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qui  représente  les  courbes  algébríques  du  3""^  degré,  et  soit 

réquation  de  la  droite  qui  doil  étre  asymptole. 
nOn  aura  pour  le  point  d'interseetion  de  la  droite  et  de  la 
courbe  Téquation : 

(p'-4-ap«-+-6(3^-c)  af-h  [(3p*-i-2apH-6)  r -4- p'd+(3e -*-/•]  a?» 
-4-  [(5p-*-a)r'-*-(2pcl-f-c)r"*-sP-*-A]a:-t-5fr-»-dr'-*-r'-*-fc=0. 

En  divisant  par  oi?  et  en  faisant  ensuite  x  =  oo  ,  on   a 
réquation  du  S****  degré  h  une  seule  inconnue  (3,  á  savoir  : 

p'  -4-  ap*  -f-  6p  -4-  c  =  0 

dont  les  racines  réelles  feront  connailre  les  coefficients 
angulaires  des  asymptotes.  Si  cette  équation  est  satisfaite 
par  une  seule  valeur  réelle  de  p,  on  pourra  alors  multi- 
plíer  Téquation  précédente  par  x,  ce  qui  donnera  : 

[(5p'  -1-  2ap  -4-  6)  r  -^  P*d  +  pc  -+-  /•] 


(5(3-*-a)r*-*-(2pd-*-e)r-^Sfp-*-A 


r'-*-<ir*-4-gr-*-*_^ 


X 

et  pour  X  =  QC  ,  íl  vient : 

(3(3*  ^  2ap  -+-  6)  r  -»-  rfp'  ^  pe  -4-  /"  =  0 

qui  fera  connailre  le  second  paramétre  y  de  Fasymptote. 

Comme  cette  équation  est  du  premier  degré  en  y^  il  y 
aura,  en  général,  autant  de  valeurs  réelles  diíférentes  pour 
y  qu'il  y  aura  dc  valeurs  réelles  de  ^.  On  voit  donc  que  les 
courbes  du  3'°''  degré,  en  général,  doivent  avoir  au  moins 
une  asymptote  réelle  et  deux  ímaginaires,  ou  bien  trois 
asymptotes  réelles  (294).  On  a  d'ailleurs  pour  y  Texpres- 

sion 

d/3"  -4-  /9e  -♦-  /* 

^  5p«  -*-.  2ap  -i-  6 ' 
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M6.  Appliquons  celle  méthode  aux  eourbes  du  4"* 
degré,  et  prcnons  une  courbe  bíen  connue  : 

y*  -  96ay  h-  iOOaV  —  a?*  =  0  (*), 

Soit,  comme  toujours, 

y  =  /3x  -4-  r 

réquation  de  la  droite  qui  doit  étre  asymptote. 

On  aura  pour  les  points  d'intersection  de  la  droíte  et  de 
la  courbel'équation  : 

(p*  —  i)  ar*  ^-  4/3Vx'  -4-  2  [3/3*(r*—  ieo')  -^  SOo'J  a;' 
-+-  Wy  (r*  —  48o*)  ar  —  96oV'  h-  r*  =  0. 

Dívisons  par  x^,  on  aura  : 

m*     ,^  .  -^PV  .   2  [5/3' (r'- 160») -4-500^] 
(p_,^)^_^ _ 

4;3r  (r*  —  48a')     96  oV'—  r* 
x'  o:* 

en  faisant  x  =  oo  ,  on  obtient  Téquation  : 

j3*  —  1  =  0 

qui  admet  deux  racines  réelles  (3  =  ±  1,  les  deux  autres 
étant  imaginaires.  Ën  multipliant  par  x  I  equation  résul- 
tante  et  en  faisant  ensuite  x==  oo ,  on  obtient : 

4pV  =  0, 

équation  qui  indique  que  y  doit  étre  nul;  ce  qui  prouve 
que  les  deux  asymptotes  passent  par  lorigine  et  qu*eUes 
ont  pour  équation 

%97.  Soit  encore  la  courbe  (fig.  144)  représentée  par 

réquation 

y*  —  y'JT  -f-  jc'  —  2x*y  «=  0. 

{*)  Lacroix,  Calcul  différentiei  p.  153. 
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En  opéranl  comme  précédenimeni  (296),  on  obtienl, 
Fig.  144.  pour  déterminer  (3  et  y, 

les  deux  équations 


(4.S»-5?«)r-2p-4-i«0, 

_  qui  donnent:  ^  =  1,}/=!; 
de  sorte  que  cette  courbe  a 
pour  asymptotey=3X-f- 1. 
999.  L'équatíon  de  ia 
courbe  étant  algébrique  et 
du  degró  m ,  on  aura  pour 
les  points  dlntersectíon  de 

Px  H-  y,  une  équation  de  la 


celle-ci  et  de  la  droite  y=^ 
fonne : 

/'(p*)  étant  indépendant  dc  y  et  du  degré  m  par  rapport 
*  Pi  c^  /i  (P"""*>  y)  contenant  y  á  la  l'*  puissance  et  du 
degré  m  —  1  par  rapport  ft  (3. 

Divisons  cette  équation  par  x"*,  on  aura  : 

Aír-Sr)     ft(r-W) 


fin 


f^  irn 


=  0  (k). 


Si  nous  faisonsx=oo,réquation  précédente  se  réduitn 

/•(p-j^O (c). 

Si  cette  équation  a  une  seule  racine  réelle,  P  =  a, 
/(P"*)  se  réduira  á  zéro;  de  sorte  qu'on  pourra  multiplier 
Téquation  résultante  (Á:)  par  x  et  qu'il  viendra  : 


Ar-Sr) 


/;(P"-^  r') 


=  0. 
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Si  la  valeiir  de  P=r?,  tirée  de  (c)  et  subsliluée  dans  réquation 

/;(r"Sr)=o (4 

donne  pour  y  une  valeur  qui  ne  soit  pas  absurde,  7  =  6, 

il  est  évident  que  l.i  courbe   aura  une  asymptote  dont 

réquation  sera  : 

y  =  ax  -f-  6. 

Les  difTérentes  racines  réelles  dc  (3,  tirées  de  réquation  (c) 
de degré  m,qui,  substituées  dans  réquation  \d\x\e,  rendront 
pas  y  absurde,  feront  connaitre  les  asymptotcs  de  la  courbe. 

Si  réquation  (t)  a  des  racines  cgales,  il  devra  exister  un 
plus  grand  commun  diviscur  entre  cette  fonction  de  x  ei 
sa  dérivée.  Donc,  si  Ton  divise  réquation(t)  par  sa  dérivce, 
le  reste  de  la  division  devra  étre  nul,  et  les  valeurs  de  |3  et 
dey  qui  satisfont  aux  équations  (c)  et  (d)  devront  également 
satisfairc  á  celles  qui  expriment  que  ce  reste  de  la  division 
est  nul.  C est  ce  qui  a  lieu,  comme  on  la  vu,  pour  lequa- 
tion  du  folium  de  Descartes  (293)  et  pour  toutes  les  précé- 
dentes,  et  qui  se  vêrifie  encore  sur  Téquation  suivante  du 

999.  Comme  dernier  exercice  k  cette  théorie ,  prenons 
la  courbe  dont  Téquation  est 

2y'  —  3jriy*  -1-  x'  =  0. 

On  aura  pour  Féquation  (t) : 

(2p»  -f.  1) X* .+-  iop'rx'  -t-  op*  (4pr'  -  i)  x' 
-♦-  iOpr (2pr'—  í)  x»-h  5r*(2pr'—  1)  x  +  2r"=  O; 

d'oú  l'on  tire  : 

2p».t-i=0    et    iOpV==0. 

La  premiére  de  ces  équations,  comme  on  le  saít,n'a 
qu'une  racine  réelle : 
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les  quatre  autres  étant  ímaginaíres ;  la  seeonde  donne 

y  =  0: 

ce  qui  indíque que  1  asymptote  passe  par  lorigine et qu^elle 
a  pour  équation 


y=\/-i.x. 


Le  coeíHeient  différentiely 

dy  ^  (y  -»-  a?*)  (y  —  j') 
dx 


Pig.   145. 


2y(y'~x) 

faít  eonnaitre  la  direetion  de  la  (angente  á  cette  courbe  et 

les  poínts  qui  sont 
susceptibles  de  ma- 
ximum  ou  de  mini- 
mum  (fig.  145). 

•00.  La  recher- 
che  des  asjmptotes 
paralléles  aux  axes 
coordonnés  ne  pré- 
sente  aucune  diíB- 
cullé;  elle  est  une 
conséquence  de  la 
théorie  qui  précêde. 
Supposons  une  courbe  algébríque  de  la  forme 

F  (x)  t/»  -+.  F.  (x)  y"-'  -♦-  F,  (X)  .y»-«  -+-...=  0, 

F  (ac),  F,(x)étant  des  polynómes  enliers  et  rationnels  en  x. 
Divisons  par  y"y  il  vient  : 

F(x)^-F/-^H-F,í^.f....=0. 

y         y' 

Admettons  que  F^  -;?'F,  ~>  etc...,  tendent  vers  0,  á  me- 

9  9 

sureque  y  grandit;  et  que,  pour  y  =  oo ,  réqualion  précc- 

dente  se  réduise  & 

F  (x)  =  0. 
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Fig.  i«6. 


Si  o:  =  a  est  une  racine  de  celte  équation,  la  courbe  pos- 

séde  deux  branches  ayant  la 
parallêle  á  raxedesy,x=a, 
pour  asymptote  commune. 

S'il  n'y  a  qu'une  seule  va- 
leur  de  X,  á  savoir  x  =  a, 
qui  soit  racíne  de  Téquation 

F  (x)  =  0, 

la  courbe  ne  possëde  qu'une 

seule  asymptote  et  deux  bran- 

ches  infinies;  dans  le  cas  oú 

X  —  a  change  de  signe  avec 

y,  ces  deux  branches  infinies 

se  présentent  comme  dans 

rhyperbole  (fig.  146). 

Au  contraire,  x  —  a  ne 

'  changeant  pas  de  signe  avec 

y,   les  deux  branches  sont  placées  d'un  méme  cóté  dc 

lasymptote,  comme  dans  la  cissoide  (fig.  147). 

Si,  pour  x  =  a,  on  a  simultané- 

ment : 

F  (x)  =  0 
et 

F.(x)  =  0, 

plusieurs  valeurs  de  ^  peuvent  ten- 
dre  vers  zéro ;  ces  racínes  étant  en 
nombre  pair  et  foutes  imaginaíres, 
la  courbe  ne  posséde  alors  aueune 
asymptote. 

SOl.  Chercher  les  asymptotes  de 
la  courbe  donnée  par  Véquation  : 


Fig.  i«7. 


xy+(x»-4)(y-x)*=0. 
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Cette  équation  peut  se  inettre  sous  la  forme : 

(x*-+-ar«~  4)  y*  -  4x  (x*-  4)  y'-+-  6x«  (x*-  4)  ^-  4x»  (x»  -  4)y 

-f-  x*(x'  -  4)  =  0. 

Divisons  par  y^,  et  faisons  ensuite  j/  =  oo  . 

II  vient : 

X*  -*-  x'==4, 

ce  quí  donne  pour  les  quatre  valeurs  de  x  : 


ces  deux  derniêres  sont  imaginaires.  La  courbe  ne  posséde 
donc  que  deux  asymptotes  paralléles  á  Faxe  des  y. 

S09.  Prenons  encore  la  courbe  (fig.  226)  représentée 
par  Féqualion 

£n  laissant  réquation  sous  cette  forme,  on  voit  que,  pour 
x=  «,  2/  =  ±  ^o;  et  que,  pour  jy  =  oo,x=d=^a. 

Lsi  courbe  a  donc  quatrc  asymptotes,  deux  qui  sont 
paralléles  á  laxe  des  x,  et  deux  autres,  paralléles  h  Taxe 
des  y. 

SOS.  I.  Chercher  le  lieu  des  sammets  d'une  hyperbole 
ayant  une  direclrice  et  une  asymplote  communes. 

Soient  OX,  OY  (fig.  148)  les  axes  donnés  rectangu- 
laires,  la  directricc  élant  prisc  pour  axc  des  y  et  la  droite 
OA  étant  Tasymptote. 

L*équation  dés  courbes  du  2'"''  degré,  par  rapport  aux 
foyers  et  aux  directrices,  est : 

(X- «)•  ^  (y-  ?)'  =  (/ý  +  yx  ^  h)\ 


358 


SECONDE    PARTIE. 


Pour  la  questíon  proposée,  cllc  se  réduít  á  : 

Soit  y  =  ax 

réquatíon  de  fasymptote  donnée. 

Remplagons  y  par  sa  valeur  dans  réquation  précédente ; 
p.    j^  nous  aurons,  pour  les  con- 

ditíons  de  lasymptote,  les 
équations 


{ 


et 


a«^1— 5f«  =  0 


pa  -4-  a  =  0; 


X     d'oú 


g  =  V/a'  H-  I 


ei  a  =  —  ap. 

En  substituant  ces  va- 
lcurs  dans  Téquation  de  rhyperbole  qui  passe  par  le  point 
i^uyd*  ^^  obtient : 

y?  —  a'x?  —  2j3i/i  -f.  2ttpXi  -*-  a'p*  -+-  p»  «=  0, 

et  comme  Taxe  de  symétrie  passe  également  par  le  lieu, 

on  a  : 

yi-p==0; 

réquation  du  lieu  est  done  : 


ayí  -¥■  2x,yi  —  axj  =  0     ou     ay^  -♦-  X|  (1  -♦-  l/i^-o*)  =  0, 

oyi  -^  ^iÍA  —  l/l  ^  a')  =  0, 

c'est-&-dire,  deux  droites  qui  passent  par  lorigine. 

•04,  II.  Chercher  le  lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  équi- 
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latére  qui  a  une  asymptote  donnée  el  qui  passe  par  un  point 
donné, 

Prenons  réquatíon 

(0,  -af^iy  -  ?)'  =  {/!/  -^gx-^  h)\ 

L'byperbole  élant  équilalére,  les  eoeffieients  de  x^  et 
de  y^  doivent  étre  égaux  et  de  signes  contraires,  ce  qui 
fournit  l'équation  : 

r-^9'=^ (í)- 

Si  Ton  prend  Taxe  des  x  pour  rasymptote  donnée,  les 
conditions  de  celle-ci  «ont  : 

■l-í/*  =  0 (2), 

A-4-X,  =0. (3). 

On  peut  toujours  faire  passer  Taxe  des  y  par  le  poínt 
donné  C  (0,  c),  quel  qu'il  soit. 

Sí  nous  désignons  par  x^^  y^  les  coordonnées  du  foyer, 
en  ayant  égard  aux  équations  (1),  (2)  et  (3)  qui  donnent : 

5f  ==  i ,    f=  1 ,    A  =  —  x, ,    - 
il  viendra  : 

^!  -*-(<?  —  Vi?  =  (c  —  a:,)'. 

On  obtient,  aprés  réduction  : 

y?-H2c(x,  — y4)  =  0, 

quí  est  réquation  d'une  parabole  facile  á  construire  et  á 

ramener  á  la  fornie  : 

yï  =  —  2cxi. 

S05.  III.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommel  des  hyper- 
boles  équilatéres  ayant  une  asymptole  commune  et  passant 
par  un  point  donné  (fig.  149). 

Du  point  donné  0  menons  une  perpendiculaire  et  une 
paralléle  á  rasyinptote,  et  prenons  ces  droites  comme  axes. 
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L  equalion  générale  des  hyperboles  équílaléres  est 

ky^  •*-  xy  —  Ax*  -♦-  Dj/  -♦-  Ex  -f-  F  =  0. 

Ges  hyperboles  passant   par  rorigíne  e(  ayant  pour 
asymptote  la  paralléle  x  =  a,  il  vient 

Ay'  -4-  xy  —  Aaí'  -^  Dy  ^*-  Ex  =0  .     .     .     (i), 
Ay'  -♦-  y  (a  -4-  D)  —  Ao*  -♦-  Ea  =  0. 

Les  conditíons  pour  que  la  droite  x=a  soit  asymptote 

Pig.u9.  so"'        , 

*  A  =  0,    a-HD=0. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (1), 

on  a  : 

xy  —  ay  -♦-  Ex  =  0. 

Puisque  la  courbe  passc  par  Ic  iieii, 
dont  les  coordonnées  sont  x^,  yi,  son 
équation  devient 

Xiyi  —  ay,  -♦-  Ex^  =  0 (i). 

Les  équations  díamétrales  étant 

x, —  a  =  0,     yi-t-E=0, 
y,  -t-  E  -+-  >  fXj  —  a)  =  0     .     .     .     .     (3), 

représente  réquatíon  d'un  diamétre  quelconque. 
Le  coeflicient  angulaire  de  laxe  de  symétrie  est 


A  — Cdil/(A  — C)*-4-B* 
tg«= ^ • 

Gelte  relation  devient 

tga=í. 

Le  coefficíent  angulaire  du  diamélre  (3)  esl  —  1;  donc, 
i  =  —  1,    yi-HE  —  Xi-»-a  =  0.    .     .    (4). 

Prenons  la  valeur  de  E  dans  (4) ;  en  la  substítuant  dans 

(2),  nous  aurons : 

x\  =  a  (x,  -♦-  y,). 
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On  voit  que  Ic  lieu  est  une  parabole  faeile  á  construire. 
S06.  L*hyperbole   rapportée   á   ses  deux  asymptotes, 
prises  comme  axes  coordonnés,  a  poiir  équation  (200) : 

(B'-4AC)xy  _p, 

l/B*  +  (A  —  C)* 

Soitproposé  de  ramener  á  cette  forme  Tbyperbole 

y^  —  6xj/  H-  8x2  _  4y  -I-  20x  —  8  =  0. 


Fig.  150. 


Le  centre  C  (iig. 
1 50)  est  déterrniné 
par  les  équations : 

y  =  5x  -4-  2, 
3y  — 8x  =  i0; 

ce  qui  donne  : 
x  =  4, 

ct  F  =  4; 

4x'y 


d*oú 


=  4 


V/85 


et     xy=V/85. 
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CHAPITRE  XVI. 

CMdUIOBS  «ÍBi^es  el  ■ivillplee. 

S#7.  L'équation   géiiérale  des  courbes  du  deuxiëme 

degré 

Ay'  -4-  Exy  -♦-  Cx*  -4-  l)y  -H  Ex  -I-  F  =  0 

ne  renferme  que  cinq  coefficients  qui  sont : 

B       ^       C  D       ^      E  F       ^ 

de  sorte  que  ceUe  équation  est 

y*  -*•  bxy  -i-  cx^  -^  dy  -^  ex  -*-  /*=  0, 

puísqu'on  peut  toujours  diviser  tous  les  termes  soii  par  A, 
soit  par  B,  etc. 

Cette  équation  ne  renferme  donc  que  cinq  paramêtres 
indéterminés  lorsque  la  courbe  n'est  soumise  á  aucune 
condition. 

Si  la  courbe  est  soumíse  á  cinq  conditions  simples  quel- 
conques  qui  se  traduisent  par  des  relations ,  des  équations 
enlre  les  cinq  paramétres  arbttraireSy  la  courbe  sera  déier- 
minée  dans  sa  nature  de  grandeur  et  dc  position. 

SM.  Sí  la  courbe  est  soumise  á  quatre  condítionSy  íl  y 
aura  pour  cinq  arbitraires  un  systéme  de  quatre  équations 
distinctes  entre  les  cinq  paramétres. 

En  attribuant  á  Tun  d'eux  des  valeurs  particuliéres,  íl 
en  résulte  chaque  fois  pour  la  courbe  des  valeurs  corres- 
pondantes  dans  sa  position  et  dans  sa  grandeur.  Le  mou- 
vement  de  eette  courbe  est  donc  réglé  par  quatre  condí- 
tions  auxquelles  elle  est  ainsi  soumise. 
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On  peut  alors  se  proposer  de  rechercher  le  lieu 
déerit  par  Tun  de  ses  points  remarquables,  tels  que  son 
centre,  le  foyer,  le  sommet  de  symélrie,  etc...;  ce  qui  four- 
Dira  deux  nouvelles  équations  qui,  jointes  auxquatre  équa- 
tions  réglant  le  mouvement,  formeront  un  systcme  dc  six 
équations^  une  de  plus  que  le  nombre  des  arbitraires. 

En  substiluant  dans  Tune  quelconque  de  ces  six  équa- 
tions  les  valeurs  des  cinq  paramétres,  on  obtiendra  une 
équation  nouvelle  qui  ne  contiendra  phis  que  les  coordon- 
nées  du  point  mobile  que  Ton  considére,  tel  que  le  cen* 
tre,  etc...,  et  les  quantités  constantes  de  la  question. 

Cette  équation  représentera  donc  le  lieu  décrit  par  le 
point  demandé. 

509.  Comme  pour  la  parabole  on  a  déjn  la  relation 
B*  =  4AC ,  on  ne  pourra  évidemment  soumettre  cette 
courbe  qu'é  trois  conditions. 

11  en  est  de  méme  de  rhyperbole  équilatêre,  puisqu'ona : 

A-*-C  =  0, 

lorsque  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  ou  bien, 
dans  le  cas  des  axes  coordonnés  obliques,  la  relation  de 
perpendicularité  entre  les  deux  droites 

Ay*  -f-  Bxy  -4-  Cx*  =  0. 

510.  La  condition  de  passer  par  un  point  donné  (m,  n) 
fournit  une  équation  du  premier  degré 

n'  -H  bmn  -h  cm*  -t-  rfn  -♦-  em  -♦-  /*=  0 

entre  les  cinq  arbitraires  6,  c,  d,  e,  f. 

La  condilion  de  toucher  une  droite  quelconque  se  tra- 
duit  par  une  équalion  du  2'"''  degré  entre  les  coefficients; 
celle  de  toucher  une  droite  quelconque  en  un  point  donné 
d'une  droite  donnée  par  deux  équations  du  2"*"  degré  entre 
les  coeffieients  6,  c,  c(... 


364  SECONDE    PARTIE. 

Ces  équations  se  simplifient  et  sc  réduísent  iorsquoii 
prend  les  axes  coordonnés  pour  les  droiles  données. 

La  condilion  du  cenlre  ou  des  foyers,  du  sommet  de 
symétrie,  fournit  deux  équations  entre  les  paramétres. 

Si  le  centre  est  connu,  on  a  les  deux  équations 

2Ay  -^  Bx  -4-  D  =  0,    ÍCx  -*-  By  -♦-  E  =  0, 

dans  lesquelles  x  ety  sont  connus.  ' 

Sli.  Lorsque  la  directrice  ou  le  foyer  est  connu,  il  faut 
prendrc  pour  les  courbes  du  3"*"  degré  réquaUon 

(x  —  «)« +  (!/  —  pY  =  (/y  -+-  yx  ^-  h)\ 

dans  laquelle  a  et  (3,  qui  sont  les  coordonnées  du  foyer, 
sont  connus,  ainsi  que  les  rapports  j'  j  lorsque  la  dírec- 
tríce  est  déterminée. 

II  en  est  de  méme  pour  les  asymptoles. 

Ainsiy  une  directrice,  une  asymplote  correspondent  k 
deux  données,  a  deux  conditions. 

Lorsqu'on  donne  un  systëme  de  diamétres  conjugués» 
c*est  comme  si  Ton  donnait  le  centre  et  réquation 

2A(í(y'-^  B(í-+.<y')-4-2C  =  0, 

ce  quí  équivaut  á  irois  conditions  :  Téquation  des  courbes 
du  2°'''  degré  ne  contiendra  donc  plus  que  deux  arbitraires. 
En  la  rapportant  a  ces  diamêtres,  pris  pour  axes  coordon- 
nés,  comme  on  la  vu  précédemmenl  (201),  onaura  : 

M'y'«  ^  N'x'*  =  F'. 

Un  point  quelconque  et  connu  de  la  courbe  représente 
toujours  deux  conditions  simples,  s'exprimant  par  réqua- 
tion  de  la  courbe  qui  passe  par  le  point  et  par  ime  droite 
déierminée  qui  coupe  la  courbe  en  ce  méme  point. 

Zt%.  II  est  facile,  d*aprésce  qui  précéde,  de  trouveroe 
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que  devíent  réquation  générale  des  courbes  du  2'°''  degré 
lorsque  celles-cj  sont  soumisesá  qualre  condiiions.  Aínsi : 
1®  Si  ces  courbes  sont  assujetiies  á  passer  par  quatre 
points  donnés^  on  a  : 

2®  Si  elles  touchent  deux  droites  données  en  deux  poínts 
donnéSy  il  vient : 

Les  points  sont  situés ,  comme  on  la  vu  (246),  sur  les 
axes  coordonnés. 

3®  Si  elles  ont  un  centre  donné  (a,  6)  et  qu'elies  tou- 
chent  deux  droites  données  prises  pour  axes  coordonnés, 
on  a : 

Lorsqu'il  s'agira  des  foyers,  des  directrices,  on  prendra 
pour  équation  des  courbes  du  2"'*'  degré 

(x-«)' ^  (y- p)«  =  (/ý  ^  flfx  +  A)«, 

en  se  rappelant  que  les  axes  coordonnés  sont  alors  rectan- 
gulaíres.  On  pourra  soumeltre  ces  courbes  á  quatre  con- 
ditions,  ou  k  trois  seulement  si  la  courbe  dont  il  s^agit  est 
une  parabole  ou  une  hyperbole  équila(ére;ce  qui  laissera 
eneore  subsister  une  arbitraire  qui  sera  déterminée,  ainsi 
que  le  lieu,  par  les  deux  équations  du  point  remarquable 
et  mobile  dont  on  demande  alors  le  lieu  décrit. 
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CHAPITRE  XVII. 


IVoladOBfl  abréyéeo  oppllqnées  4  l'étade  deo  proprléféo 
Sénéroieo  deo  eouriieo  da  9^*  degré. 


Sfs.  Notis  avons  vu  (207)  qu'une  courbe  du  deuxiéme 
degré  qui  passe  par  quatre  points  quelconques  A,  B,  C^  D 
ne  renferme  plus  qu'une  seule  constante  arbitraíre. 
Supposons  que  trois  de  ces  points  ne  soient  pas  en  ligne 

droite,  et  représentons  par  a 
I'équation  de  la  droite  AB 
qui  est  complétement  déter- 
minée,  puisqu*elle  passe  par 
deux  poinis  eopnus  et  donnés 
AetB(fig.  151). 

De  mémcy  désignons  par 
(3  réquation  de  la  droite  DC, 
quelle  que  soit  sa  forme  d'ail- 
leurs,  cette  droíte  étant  arré- 
tée  de  position. 
Si  nous  représentons  de  la 
méme  maniére,  pour  abréger,  pa'r  y  eid  les  équatíons  des 
deux  droites  BC  et  AD,  il  est  évident  que 

repréáentera  toutes  les  eourbes  du  2"'''  degré  passant  par 
quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D,  la  quantité  K  étant  une 
constante  arbitraire  quelconque. 

Cette  courbe  passe  par  le  poínt  A,  puisque  cette  équa- 
tion  est  satisfaite  lorsqu'on  y  fait  á  la  fois  a  =  0  et  /  =  0, 
équations  simultanées  qui  représentent  le  point  A.  On 
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prouverait  de  la  méme  maníére  qu  elle  passe  par  les  points 
B,  C,  D. 

Si  lon  assujettit  la  courbe  i  passer  par  un  einquiéme 
point  quelconque  donné  E,  les  valeurs  de  a,  (3,  y,  í  pour 
ce  point  particulier  seront  connues.  On  peut  les  représen- 
ler  par  a',  (3',  /,  5';  de  sorte  qu'on  aura,  pour  déterminer 
K,  réquatíon  : 

et  la  courbe  sera  déterminée  de  grandeur  el  de  positíon. 
Si4.  Comme  Téquation 

ap  — Kr(r=0    (313) 

représente  une  courbe  quelconque  du  2'"''  degré  passant 
par  quatre  points,  et  que  la  distance  d\m  point  quelconque 
(x,  y)  de  celto  courbe  á  la  droite  AB  ou  a  =  0  a  aussi 
pour  expression  a,  il  s'ensuit  que  Téquation  précédente 

-Í-  =  K 

r^ 

prouve  que  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque 
d'unesection  conique  á  deuxcótés  opposés  d*un  quadrilatére 
inscrit  est  au  produit  des  distances  de  ce  méme  point  aux 
deux  autres  cótés  dans  un  rapport  constant,  (Théorême  de 
Pappus). 

Slft.  Lorsque  les  deux  points  A,  B  de  la  droite  AB  se 
rapprochent,  ainsi  que  les  points  C  et  D  de  la  droíte  CD,  et 
qu*ils  se  réunissent  en  un  seul ,  les  deux  droites  a  et  p 
deviennent  des  tangentes  OB,  OD  en  B  et  en  D  i  la  courbe, 
et  les  deux  droites  y,  $  se  conrondent  en  une  seule  et  méme 
droíte  qui  est  la  corde  de  contact  BD  (fig.  152). 

L'équation  précédente  devient  alors  : 
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et  représente  réquatíon  des  courbes  du  fi^  degré  quí  (ou- 
chent  deux  droites  données  ce  =  0 ,  (3  =  0  en  deux  points 
donnés. 

En  effet^  pour  «  =  0,  on  a  y*  =  0;  de  roéraey  pour 
Fig.  i5t.  (3  =  0,  on  a  aussi 

Les  deux  valeurs 
de  7  se  réduisent 
donc  pour  les  poinls 
B  et  D  á  une  seule, 
c'est-á-dire,  qu'en 
ces  points  les  droi- 
tes  a=0  et  P=0 
sont  tangentes  á  la 
courbe. 

On  voit  que,  sous 
ces  conditions,  réquation  des  courbes  du  second  degré  ne 
contient  plus  qu*une  seule  constante  arbítraire  K,  comme 
cela  doit  étre.  L'équalion 

r 

nous  apprend  que  le  produil  des  distances  d'un  point  quel- 
conqtte  d'une  courbe  du  2'°*  degré  á  deux  tangentes  est  au 
carré  de  la  distance  de  ce  point  á  la  corde  de  contacl  dans 
un  rapport  constant. 

S16.  Soit  un  triangle  quelconque  \BC,  a  =  0,  ^  =  0, 
y  =  0  étant  les  équations  des  trois  cótés  ópposés  aux 
angles  A,  B,  C  de  ce  triangle  (fig.  1S3). 

La  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  les  trois  som- 
mets  A,  B,  C  aura  pour  équation  : 

apr  -4-  bay  •+•  ea^  =  0, 

et  renfermera  deux  constantes  arbitraires. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.      569 

Cette  eourbe  passe  évídemment  par  les  points  A,  B,  C> 

puisque  son  équation  est 
satisfaíte  pour  y  ==  0, 
P  =  0,  elc. 

L'équation  précédente 
peut  se  metlre  sous  la 
forme : 

a  (6r  H-  cp)  -H  a^  =  0. 

La  droile  cP-h6y=0 

est  tangente  á  la  courbe 

au  point  A  (P  =  0,  y  =  0),  car  cette  droite  rencontre  la 

courbe  en  deux  points  qui  coïncident.  On  prouverait  de 

méme  que  les  droites 

ca  -t-  ay  =  0 ,      a/3  -4-  6a  =  0, 

sont  tangcntes  aux  sommets  B»  C  dii  triangle  ABC.  La  tan- 
gente  aii  poínt  A  rencontre  le  cóté  opposé  en  un  point 
donné  par  les  équations 

6y-+-c/3  =  0    et    a  =  0; 

ce  quí  prouve  que  les  trois  tangentes  aux  trois  sommets  du 
triangle  ABC  rencontrent  les  trois  cótés  opposés  en  trois 
poínts  situés  sur  la  droite 

a       6      y 

-H-^  +  -=0, 
a      0      c 

puísque  les  équations  des  tangentes  en  A,  B,  C  sonl : 

5  y  a       y  a       S 

£^.^  =  0,     -  4-1=0,     -+^  =  0. 

6  c  a      c  a     0 

En  combinant  ces  équations  deux  a  deux,  par  soustrac- 
tion,  on  obtient : 

a      fi                3      y               y      a 
L  —  0       L— 1  — 0       -- =0 

a     6  6      c  c      a 
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qui  sont  les  trois  droítcs  joignant  les  sommets  du  triangle 
ABC  aux  sommets  du  triangle  formé  par  les  trois  tangentes. 
On  voit  que  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  méme 
point. 

S17.  Gherchons  á  quelles  conditions  Téquation 

rcprésente  un  cercle. 

Sí  Ton  remplace  a  par  x  cos  a  +  y  sin  a  —  i  et  ainsí 
des  autres,  que  Ton  égale  les  coefficients  des  termes  en  x^ 
ct  en  y^i  et  que  Ton  annule  le  coefficient  du  terme  en  xy,  il 
viendra  les  deux  équations  : 

a  cos  (p  -♦-  r)  -♦-  6  cos  (a  -+-  r)  H-  c  cos  (a  -4-  p)  =  0  j 
a  sin  (p  -♦-  y)  -♦-  6  sin  (a  -4-  r)  -♦-  c  sin  («  -*-  p)  =  0. 

Les  ai'bitraires  a,  b,  c  sont  proportionnelles  á  sin(P — y), 
sin  (y  —  a),  sin  (a  —  P)  ou  á  sin  A,  sin  B,  sin  C,  A,  B,  C 
ctant  les  trois  angles  du  trianglc ;  de  sorte  que  Téquation 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  (fig.  1 S3)  sera  : 

^sinA  ■+■  arsinB  -+-  apsinC  =  0. 

Siy  d'un  point  quelconque  0  pris  dans  ríntérieur  de  ee 
triangle,  on  abaisse  les  trois  perpendiculaires  OM,  ON,  OP 
sur  les  cótés  BC,  AB,  AC,  il  est  évidcnt  que  le  double  de 
Faire  du  triangle  NOP  aura  pour  expression  ^y  sin  A;  de 
même,  ay  sin  B,  a(3  sin  C  représenteront  le  double  des  aires 
des  deux  autres  triangles  NOM,  MOP. 

Ainsi,  réquation  précédente  indique  que  laire  du 
triangle  MNP  est  nulle,  c'est-á-dire,  que  les  trois  pieds  M, 
N,  P  sont  en  ligne  droite  ou  autremcnt  que  le  point  0 
(fíg.  153),  d'oupartent  ces  trois  perpendiculaires,  estsitué 
sur  la  circonférence  circonscrile  au  (rianglc. 

Si  Fon  a  : 

j3y  sin  A  -4-  «r  sin  B  -+-  ap  sin  C  =  K , 
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K  élant  une  constanle,  eetle  équation  représente  un  cercle 
concentrique  á  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
ABG,  puisque  les  deux  équations  ne  différent  que  par  une 
quantité  constante, 

818.  (a',  P',  /),  {a\  P",  /')  élant  les  coordonnées  de 
deux  points  quelconques  de  la  courbe,  la  sécante  qui  joint 
ces  points  aura  pour  équation  : 

(u       6/3         cy 
1 1 =0, 

aV'     p'p"     rV' 

car  celle-ci  est  satisfaite  lorsqu'on  y  pose 

a       b        c 
Aiors,  il  vient :         "t;  "*"";37  ■*"  T/  =  ^- 

L  equation  apy  H-  ftay  -í-  ca.^  =  0,  ou 

a     h      c 

-H 1--  =  0, 

a      i3       r 

est  satisfaite  pour  les  coordonnées  a',  (3^,  /.  II  en  est  de 
méme  pour  a",  (3",  y". 

Dans  rhypolhése  a "  =  a',  P"  =  (3',  /'  =  /,  la  sécante 
devíendra  tangente,  et  on  aura  pour  Téquation  de  cette 
derniére  au  point  (a',  ^',  /) : 

aoL       bp        cy 

de  méme,  si  pa  -h  v^  -i-  7ry  =  0  est  I  equation  d'une  tan- 
gente,  on  a  pour  les  coordonnées  du  point  de  contact : 

a  b  c 


d  011  Ton  tire  : 


T'*^^'     ft^""*''     77*^'^' 

a  p  y 


.\/í,  p-v1.  y=V'~ 
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Ge  poínt  étant  situé  siir  la   courbe   doit  satisraire  á 

réquation 

a      b       c      ^ 

«       j3       >• 
eequi  donne 

\/aít  -f-  l/fty  -f-  [/cr  =  0. 
Telle  est  la  eondition  pour  que  la  droite 

fAa  -♦-  yj3  -♦-  Tiy  =  0 , 

soit  tangente  á  la  eourbe 

op^  -+-  bxy  -f-  cap  =  0. 

L'équation  l/afx  -f-  l^ftv  -h  I/ctt  =  0  peut  être  nommée 
réquation  tangentieile  de  la  courbe. 

II  est  facile  de  trouver  aussi  cette  équation  tangentíelle 
en  éliminant  y  entrc  les  deux  équations  précédentes,  et  en 
exprimant  ensuite  que  1  equation  résultante  en  |  a  ses  deux 
racines  égales. 

819.  Nous  venons  de  faire  connaitre  les  propriétés  des 
courbes  du  2°**'  degré  circonscrites  á  un  triangle  quelconque 
ABC. 

Gherchons  les  propriétés  des  mémes  courbes  lorsqu'elles 
sont  inscrites  dans  un  triangle. 

L*équation  générale  de  ces  courbes  est  alors 

aV  H-  bY  -♦-  c'r"  —  2a6«p  —  2acar  —  Ucfir  =  0, 
et  peut  se  metlre  sous  la  forme : 

aa  {aoL  —  26|3  —  2cr)  -♦-  {bp  —  crY  =  0. 

Si  Ton  y  fait  a  =  0  pour  trouver  les  points  de  renconU'e 
du  cóté  BG  du  triangle  avec  la  courbe,  les  deux  points  de 
rencontre  seront  donnés  par  les  deux  racines  égales  de 

réquation  : 

(6|3  — cr)'=0: 
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le  cóté  du  triangle  qui  a  pour  équation  a  =  0  est  donc 
tangent  é  la  courbe. 

On  prouverait  de  méme  que  les  dcux  aulres  cdtés  (3=0, 
y  =  Q  sont  également  tangents  á  eette  courbe.  L*équatíon 
précédente  est  donc  bien  celle  des  courbes  du  2""'  degrc 
tangentes  aux  trois  cótés  d'un  triangle. 

Les  trois  droites 

aa  —  6p  =  0,     6j3  —  cy  =  0,     cr— aa  =  0, 

qui  joignent  les  trois  sommets  A,  B,  G  du  triangle  aux 

points  de  contact  des  cótés  opposés  se  coupent  en  un  ménfie 

point,  comme  le  prouvent  ees  trois  équations. 

La  droile 

aa  —  26p  —  2cr  =  0 

est  également  tangente  é  la  courbe ;  si  Ton  combine  son 
équation  avec  celle  de  la  courbe,on  obtient  pour  les  points 
de  rencontre  les  deux  valeurs  égalcs 

(bp  —  cyy  =  0. 

D'ailleurs,  la  forme  de  réqualion 

aa  {aa  —  26p  —  2cr )  h-  {hp  —  cyY  =  0 

prouve  que  la  droite  6(3  —  cy  =  0  passe  par  le  point  de 
contact  de  la  tangente 

aoL  —  2613  —  2cr  =  0. 

Si  lon  méne  les  trois  tangentes  aux  irois  points  de  ren- 
contre  des  droites  qui  joigncnt  les  trois  sommcts  A,  B,  C  du 
tríangle  aux  points  de  contact  des  cótés  opposés,  ces  trois 
tangentes  dont  les  équations  sont : 

26p -♦- 2cr  —  aa^O 0), 

2aa  -t-  2cr  —  6p  =  0 (2), 

2aa  -♦-  26p  —  cr  =  0 (3), 
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rencontrenl  les  cótés  opposés  en  trois  points  silués  sur  la 
droite 

aa  -k-  bp  -^  oy  =  0 (4). 

En  effet,  si  nous  cherchons  le  point  d'intersection  des 
deux  droites  «  =0  el  26^  h-  2cy  —  aa  =  0,  on  obtícnt 

6p  -4-  cr  =  0, 

qui  est  lëquation  (4)  lorsqu'on  y  fait  a  =  0  ;  et  ainsi  des 
autres. 

SM.  La  sécante  quí  passe  par  deux  points  (a',  ^',  /), 
(oí'y  (3",  y)  de  la  courbe  a  pour  équation 

a  l/á  (l/pV  +  \/pVO -^  P  V/^  (^''^^ 
-^yy/l  {\/7^  -4-  V/^)  =  0. 

Si,  dans  cettc  équalion,  on  changc  a,  p,  y  en  a\  |3',  y\ 
elle  devient : 

(V/75v'-^  \/iVT-*-V/?y^)  (V^  -*-  l/6p^-*-  l/í/) 

—  W'TpV  (V/a7'  -4-  V/6p^  -4-  l/c^)  =  0, 
équation  qui  est  évídemment  satisfaite  lorsqu'on  a  : 

V/^H-V/6p'-4-V/c^'=0    et    l/ai^-4.V/Éf^-4-V/c^=0, 

les  points  (a',  P',  /),(a",  P",/')  étani  situés  sur  la  courbe. 
Gette  sécante  devient  tangente  quand  on  pose 

«"=«',    p"  =  p',    r"  =  r'; 

cc  qui  donne  pour  Téquation  de  cellc-ci : 

«\/j-PV/^-r\/~o. 

De  même,  si  la  droite  px  +  v^  +  Try  =  0  est  tangente 
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á  la  courbey  les  coordonnées  du  point  (a',  (3',  /)  devront 
satisfaire  aux  équations 

Ví-^.  Vh-  vh- 

Substituons  les  valeurs  de  a\  ^'^  /  dans  Téquation  de  la 

courbe 

i/^-^  ï/6^-t-  l/^'  =  0, 
il  viendra : 

a       b       c 

--* h  -=0, 

équation  qui  exprime  la  conditíon  pour  que  la  droite 
ua  -h  vP  -h  jry  ==  0  soit  tangenlc  á  la  courbe  ;  c'est  Téqua- 
tion  tangentielle  de  la  courbe  elie-méme. 

B9t,   Réciproquement ,    chcrchons    réquan'on    de  la 
courbe  dont  les  tangentes  doivent  satisfaire  á  la  condition 

a       b       c 
— I 1 —  =  0. 

Soíent  les  deux  droites 

les  qiianlilés  /*',  v',  n,  it!'^v\  t",  substituées  dans  1  equation 
précédente,  satisfont  á  cette  équation. 

Maís  réquation 

au.         bv         ctt 
— ^  -*-  — -+ =0, 

qui  est  satisfaite  quand  on  y  change  fx,  >/,  n  en  /x',  v',  r'  et 
en  |ul",  v",  n"  est  Téquation  tangentielle  du  poínt  d'inter- 
section  de  deux  tangentes. 

En  y  posant  fx"  =  |x',  e(c...,  on  aura  pour  Féquation  du 
[)oint  de  contact  de  la  tangente  : 

atí      bv       cit 

IL  V  W 


376  SECONDE    PAUTIE. 

ce  qni  donne  pour  les  eoordonnées  triangulaires  du  point 
de  contact : 

a  b  c 

«=jT,'      P='7,'      ^^^'^ 

d'oú  lon  lire : 

'   ^«  . 

fí  = »  etc. 

En  remplagant  ces  valeurs  dans  l'équalion 

a       b        c       ^ 

on  obtient  de  nouveau 

Vaa  -H  l/6p  -+-  l/cr  =  0. 

899.  II  est  facile  de  trouver  réquation  du  cercle  inscrit 
dans  un  trianglc  ABC,  en  partant  de  celle  du  cercle  circon- 
scrit  á  cc  triangle. 

Soit  A'  B'  C'  le  triangle  formé  en  joignant  les  trois  points 
de  contact  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  et  a',  ^', 
y'  les  cótés  opposés  á  ces  anglcs. 

D'aprés  ce  quon  a  vu  précédemment  (317),  réquation 
du  cerele  circonscrit  au  triangle  A'  B'C'  est 

j3V'  sin  A'  -+-  aV'  sin  B'  -+-  a'p'  6in  C'  =  0. 
On  a:  A'  =  1(B-hC)=90« 

et  0L'*  =  pr9    P"  =  «r,    r'*  =  ap, 

comme  íl  est  facile  de  le  próuver  en  cherchant  á  quellc 

condition  Téquation 

«p  =  Kr' 

représenle  un  cercle ;  ce  qui  donne  : 

K  =  ^ 
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En  rempla(jant  sin  A'  par  sa  valeur  eos  \  >  etc...,  a',  P', 
/,  par  leurs  valeurs,  on  obiient  pour  réquaiion  du  cercle 
langent  aux  troís  cótés  du  triangie  : 

V/a  COS  -  -4-  |/p  C08 H  l/y  COS  —  =  0. 

Jí  JÍ  ^ 


CHAPITRE  XVIII. 

PolBt*  comBiaM  k  deiix  •■  k  pla«leiirs  eonl^nea. 

Séeantes  eoHiiiiaBeo. 


t.  Lorsqu'une  droite  passe  par  les  deux  points  d*in- 
tersection  réels  ou  imaginaires  de  deux  coniques ,  on  dit 
que  cette  droite  est  une  sécante  ou  une  corde  commune 
aux  deux  coniques. 

Quand  une  droile  est  sécante  commune  á  deux  coniques  y 
celles-d  admetlent  les  mêmes  systémes  de  deux  points  con- 
jugués  sur  cette  droite ;  ou  bien  encore,  les  polaires  de 
chaque  point  de  cette  droite  se  rencontrent  sur  la  droite  elle- 
ménie. 

Les  polaires  d'un  point  P  de  la  sécante  commune  aux 
deux  coniques  passent  par  le  poinl  I,  conjugué  harmonique 
de  P  (256),  et  réciproquement. 

Le  point  dlntersection  de  dcux  sécantes  communes  á 
deux  coniques  a  la  méme  polaire  dans  les  deux  courbes. 
Les  polaires  de  ce  point  dans  les  deux  courbes  doivent  se 
rencontrer  á  la  fois  sur  chacune  des  sécantes,  ce  qui  exige 
qu'elles  se  confondent,  et  réciproquement. 

S94.  Lorsque  deux  coniques  ont  un  point  d'intersection 
réel,  elles  en  ont  un  second  aussi  réel;  une  branclte  de  l'une 
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des  courbes  pénétre  dans  l'autre  courbe  et  la  rencontre  une 
seconde  fois  en  sortant» 

Les  coniques  qui  ont  deux  poinls  d'intersection  réels^ont 
une  corde  commune  et  deux  points  dlntersectíon  imagi- 
naires  conjugués  par  lesquels  passe  une  seconde  sécante 
réelle;  donc,  deux  coniques  qui  ontun  point  d'intersection 
réel  ont  deux  cordes  communes  réelles.  Quand  deux  coni- 
ques  se  coupent  en  quatre  points  réels,  elles  ont  évidem- 
ment  trois  couples  de  sécantes  communes. 

895.  Soit  S  =  0  et  S'  =  0  lcs  équations  de  deux  coni- 

ques ; 

S  — KS'  =  0 

est  réquation  d*une  troisiéme  conique  passant  par  lesquatre 
points  d'intersection  réels  ou  imaginaires  A,  B,  C,  D  des 
deux  premiéres. 

Si  Fon  désígne  par  a,  ^,  y^  d  ces  cordes  d'intersection,  on 
retombe  sur  la  forme  : 

a/3  — Krcí=0. 

L'élimination  d*une  variable  entre  les  deux  équations 
S  =  0,  S'  =^  0  conduít  á  une  équation  du  4"*  degré  qui 
fait  connaitre  les  quatre  points  d'interseclion  A,  B,  C,  D. 

Que  ces  points  soient  réels  ou  imaginaires  j  les  deux 
coniques  S  =  0,  S'  =0  auront  toujours  deux  sécanles 
réelles  commúnes.  Si  les  qualre  racines  de  Vcquation  sont 
imaginaireSy  elles  sont  conjuguées  et  de  la  forme 

x==m±m'\/'^y    y  =  n±n'>/^^. 

Les  équations  des  deux  sécantes  réelles  sont : 

6'  n' 

y--6  =  -;(x  — a),     y  —  n  =  — (x  — m). 

a  m 

Si  deux  racines  sont  réelles  ct  les  autres  imaginaires,  il 
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y  aiira  encorc  deux  sécantes  communes:  celle  qui  joint  les 
points  réels  el  cellcy  aussi  réellc, 

6' 

y  — 6=-(x  — a), 
a 

qui  joinl  les  points  imaginaires. 

8M.  La  recherche  des  sécantes  communes  a  deux 
courbes  du  ^*""  degré  revient  á  la  résolution  d'une  équation 
dii  3"'  degré. 

Soient,  en  eflfet, 

Ay'  -^  Bxy  -♦-  Cx'  h-  Dy  -4-  Ex  4-  F  =  0, 
Ay  -♦-  B'xy  -4-  C'x*  -^  D'y  -♦-  E'x  -♦-  F  =  0, 

les  équations  de  dcux  de  ces  courbes. 

Multiplions  la  secondc  par  rarbitraire  K  et  soustrayons, 
il  viendra : 

(A  —  KA')  y  -+-  (B  —  KB')  xy  -+-  (C  —  KC')  x* 
-4-  (D  —  KD')y  -*- (E  —  KE') x  -4-  F  —  KF'  =  0. 

Eii  désignont  les  coefficicnts  de  cette  équation  par 
a,  P,  y,  í,  £,  í,  on  aura 

y  =  — ^^^db— l/(p«-4ar)a^*-^2(p(y-2«)x-4-(J»-4flrt. 

La  condition  pour  que  cette  courbe  se  réduise  á  deux 
droítes  est,  comme  on  le  sait,  exprimée  par  le  discrimi' 
nant 

koLyi  -+-  píf  —  af'  —  yíJ*  —  t|3'  =  0. 

Si  I'on  remplacc  dans  cetle  relation  a  par  A  —  KA',  p 
par  B  —  KB',  etc,  on  obtiendra  une  équation  du  S""*  degré 
en  K. 

£n  calculanl  Tune  des  racincs  de  cette  équation  en  K, 
on  aura  une  couple  de  sécantes  communes  aux  deux 
courbes. 
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II  sera  facile  alors,  aii  moyen  de  ces  deux  droítes,  de 
ehercher  les  quatrc  points  d*intersectíon  des  deux  courbes 
S  =  0,  S'=  0,  puisque  le  probléme  sera  ramené  á  cher- 
cher  le  point  de  rencontre  d'une  droite  avec  une  courbe 
du  2"*  degré. 

Si  une  racine  réelle  de  K  rcnd  positif  le  binóme 
(3*  —  4ay,  les  deux  courbes  auront  deux  sécantes  com- 
munes  rédles;  car,dans  ce  cas,on  aura  pour  FéquatioD  de 
la  sécante  réelle 

V  =  — ±  X  V&*  —  4ar  -•-  — 

Si  cette  racine  rend  le  binóme  P*  —  4ay  négatif,  ces 
deux  sécantes  seront  imaginaires  conjuguées.  Une  racine 
imaginairc  de  K  donne  toujours  une  couple  de  sécantcs 
imaginaires. 

Lorsque  Téquation  du  3'°°  degré  en  K  a  ses  trois  racines 
réelles  et  que  deux  de  ces  racinesrendent  positif  le  binóme 
pa  —  4ay,  les  deux  courbes  auronl  deuxcouples  de  droitcs 
réelles  et  se  couperont  en  quatre  points  réels;  la  troisiéme 
racine  rendra  aussi  positif  le  binóme  (3'  —  íay. 

Si  réquation  en  K  a  ses  trois  racines  réelles  et  qu*une 
seule  d'entre  ellcs  rende  positif  le  binóme  p^  —  4ay,  les 
deux  courbes  n  ont  qu'une  couplc  de  sécantcs  réelles. 

Les  deux  autres  valcurs  de  K  rendent  le  binóme 
P«  —  4ay  négatif,  et  les  deux  courbes  sc  couperont  en 
quatre  points  imaginaires. 

Lorsque  réquation  du  3'"''  degré  en  K  n  a  qu'une  racine 
réelle,  cetic  racine  rendra  le  binóme  (3^  —  iay  positif ; 
il  y  aura  deux  sécantes  réelles.  Les  deux  racines  ímagí- 
naires  conjuguces  donneront  deux  droites  imaginaires, 
et  il  y  aura  deux  points  d'intersection  réels  et  deux  imagi- 
naires. 
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S99.  Sí  les  deux  eoníques  ont  le  méme  centrc,  il  sera 
facíle  de  ramener  leurs  équalions  á  la  forme 

y'  ^  bxy  -*-  cx*  =  cP,    y*  -¥■  h'xy  -*-  c  V  =  d'*, 

en  transportant  rorigine  des  axes  eoordonnés  en  ce  point 
commun  aux  deux  courbcs;  les  quatre  points  d'interseclíon 
des  deux  coniques,  réels  ou  imaginaires,  seront  déterminés 
par  une  équation  bi-carrée. 

Lorsque  les  deux  coniques  ont  un  méme  diamétre  et,  á 
plus  forte  raison,  un  même  axe,on  prend  ce  diamétre  pour 
axe  des  x  ou  des  y :  Téquation  des  courbes  ne  renfermera 
plus  qu*un  seul  terme  en  y^  ou  en  x^.  En  éliminant  cette 
inconnue  entre  les  deux  équalions,  on  obtiendra  une  équa- 
tion  du  second  degré  en  x  ou  en  y  qui  fera  connaítre  les 
deux  poínts  dlnterseclion  de  ces  courbes. 

Si  les  deux  coniques  ont  pour  équations  : 

xy  -4-  x'  -*-  m  (x  -♦-  y)  =  a\    xy  -4-  y*  -^  n  (x  -♦-  y)  =  b\ 

c'est-á-dire,  si  elles  ont,  la  premiére  une  asymptote  paral- 
léle  á  Taxe  des  y  et  la  seconde  une  asymptote  paralléle  a 
laxe  des  x,  il  sera  facile,  en  ajoutant  les  deux  équationsy 
de  trouver  les  quatre  points  dc  rencontre  de  ces  deux 
courbes  et,  par  suite,  leurs  sécantes  communes. 

Dcux  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune,  on 
pourra  prendre  cette  droite  pour  nouvel  axe  des  y :  les 
deux  courbes,  rapportées  &  ces  nouveaux  axes  coordonnés, 
ne  contiendront  pius  qu'un  seul  terme  en  x.  En  éliminant 
cette  inconnue,  on  obtiendra  une  équatíon  du  2°*''  degré  en 
y  qui  fera  connaitre  les  points  d*intersection  des  deux 
eoDÍques. 

SM.  Lorsque  les  deux  coniques  ont  le  méme  foyer,  les 
équalions 

(x_«)«+(y-p)«=KV",     (x-«)*-*.(y-p)'=KV», 
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fourníssent  la  suívante : 

Kr  =  ±  KV, 

quí  prouve  que  les  deux  eourbes  ont  deux  séeantes  com- 
munes  qu'ii  est  faeile  de  construíre. 

Supposons  que  les  coniques  soient  des  ellipses  dont  le 
foyer  commun  est  F  (fig.  154),  donf  A,  B  sont  les  points 
d'intersection  réels  el  MD,  M'D'  les  deux  directríces. 

Fig.  iS4. 


Du  point  A  abaissons  les  perpendiculaires  AM,  AM'  sur 
les  deux  directrices.  On  aora  : 


K» 


AF  AF  K'       AM 

-—  »        K   = f        d  OU         —  e=:  

AM  AM'  K        AM' 


Prolongeons  la  perpendiculaire  AM  d'une  longueur  MN 
égale  á  elle-même  et,  par  le  point  A,  menons  une  paralléle 
á  la  directrice  M'D' :  le  poinl  de  rencontre  R  appariiendra 
á  la  seconde  sécante  commune  RI. 

»»•.  Théorême.  Lorsque  trois  coniques  ont  deux  points 
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communs,  les  trois  droites  qiii  joignent  les  aulres  points 
d'intersection  des  courbes  deux  á  deux  se  coupent  en  un 
mênie  point. 

Soil  S  =  0 (I) 

I  equalion  de  Tune  des  coniques,  el  d  =  0  réquation  de  la 
droite  qui  passe  par  les  poinls  communs  A,  B.  Les  équa- 

tíons  des  deux  autres  coniques  (U) 
et  (III)  seront  (fig.  155) 

S  -^  cíí  =  0    .    .      (11), 
S^í/(y'=0.    .    .     (III). 

Leur  corde   d'intersection    aura 
pour  équation 

d{^  —  ^)  =  0. 

La  droite  (a"6"), 

<r— (r  =  o, 

non  commune  á  chacune  des  trois 
coniques  passe  évidemment  par  le 
point  de  rencontre  des  deux  droites  (ab),  d  =  0,  et 

{a'b%    (r  =  0. 

SSO.  Les  points  de  rencontre  des  cótés  opposés  (ftin 
hexagone  quelconque  inscrit  dans  une  courbe  du  2"°  degré 
sont  en  ligne  droite.  (Théoréme  de  Pascal). 

Soit  abcdef  (flg.  156)  un  hexagone  quelconque  inscrit 
dans  une  courbe  du  2"*''  degré  (I)  laquelle  passe  par  les 
deux  poínts  a  et  d ;  les  deux  droites  a6,  cd  peuvent  étre 
considérées  comme  une  courbe  du  2*"°  degré  (II)  passant 
par  les  points  communs  a  et  d.  De  méme,  le  systéme  des 
deux  droites  af  et  de  peut  étre  aussi  regardé  comme  une 
troisíéme  courbe  du  2°*'  degré  (III)  passant  par  les  mémes 
points  a  et  d.  Dés  lors,  la  droite  bc  est  rintersectíon  de  (I) 
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et  de  (II),  la  droite  efesi  rintersection  de  (I)  et  de  (III);  ces 
deux  droites  bcycfse  rencontrcnt  en  un  point  t.  La  droitc  grA, 
íntersectíon  des  courbes  (II)  et  (III)  doit  passer  par  t, 
d  aprés  le  théoréme  précédent. 

Fig.  156. 


^ 


Fig.  157. 


Remarqle.  Gc  théoréme  s'applique  aussi  á  un  hexagone 

fermé  quelconque.  On  en  forme 
un  en  tra^ánt  six  cordes  coDsé- 
cutives  dans  un  sens  ou  dans 
Tautre,  dc  maniëre  a  reveiiír 
iinalement  au  point  de  départ. 
Si  Ton  numérote  les  cótés  dans 
Tordre  suivant  lequel  on  les  a 
b  obtenus,  les  trois  points  d'inter- 
section  Uf  by  c  des  cótés  1,4; 
2,  5 ;  3,  6,  sont  en  ligne  droiie 
(fig.  i57). 

CoROLLAiRE  I.  Lorsqu'ou  définit  une  section  conique  par 


GÉOMÉTRIE  ANALYÏIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       385 


Fig.  1S8. 


cinq  points  a,  6,  c,  d,  e,  le  ihéorcme  préeédenl  permel  de 
construire  autant  de  points  de  la  courbe  qu'on  veut.  Par 
le  point  a,  tragons.une  droile  quelconque  a/'(fig.  156)  et 
cherchons  ie  point  f  oii  cette  droite  coupe  la  courbe.  On 
marquera  :  1°  le  point  d'intersection  h  des  droiles  ab  et  de\ 
2*  le  point  d'intersection  g  de  cd  et  de  af:  la  droite  bc  doit 
renconlrer  jA  en  t.  Le  point  f  oii  la  droiteet  rencontrera  af 
appartiendra  é  la  courbe. 

Ce  (héoréme  peut  aussi  servir  á  mener  la  tangente  á  la 
conique  en  un  des  points  de  cette  courbe. 

Quand  deux  sommets  de  Thexagone  inscrit,  par  exemple 

aet/^seconfon- 
dent  (íig.  158), 
le  cóté  intermé- 
diaire  a/'devieni 
la  tangente  á  la 
'  courbe  au  point 
a. 

Appliquons  le 
ihéoréme  dc 
Pascal  en  comp- 
tant  cette  tan- 
gente  comme 
un  cóté  :  nous  aurons  encore  trois  points  en  ligne  droile. 
Pour  coiislruire  la  tangente,  on  marquera  le  point  d'in- 
terseciion  m  de  ab  ei  de  la  droite  de ;  le  point  d'intersec- 
(ion  n  de  bc  et  de  ae ;  la  droite  cd  rencontrera  la  droite  mn 
en  hj  et  la  droite  ah  sera  la  tangente  en  a. 

CoROLLAiRE  II.  Ufí  quadrilatére  abcd  étant  inscrit  dan^s 
une  section  conique,  les  poinls  de  rencontre  des  cóte.s 
opposes  et  les  points  de  rencontre  des  tangentes  aux  som- 
mets  opposés  sont  en  ligne  droite, 

Avec  les  tangentes  en  a  et  en  c,  si  Ton  compléte  Thexa- 

S5 
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Fig.  159. 


gonc  inscrít,  on  aura  trois  points  m,  n^  p  en  ligne  droiie 
(fig.159). 

En  complétant  rhexagone  avec  les  tangentes  en  b  et  en  d, 

on  aura  de  mémc  trois  points 
m,  n,  q  en  lígne  droite;  donc, 
les  points  nty  n,  p,  q  forment 
unc  seuleetmémelignedroíte. 
GoROLLAiRB  III.  Un  triangk 
étant  inscrit  dans  une  section 
coniquey  les  poinls  d'intersec- 
tion  des  cótés  et  des  tangentes 
aux  sommet9  opposés  sont  en 
ligne  droile, 

Les  trois  eótés  du  tríangle 
et  les  trois  tangentes  aiix 
sommets  de  ce  trianglc  for- 
ment  les  six  cótés  de  rhexa- 
gone  inscrit  (fig.  160). 

38t.  Soitafrcde/Thexagone 
inscrit  á  une  conique  (fig.  161). 
Désignons  par  o,  P,  y,  dy  e,  t  les  six  cótés  consécutifs  de 
p.    ^^  cet  hexagone  a6,  6c,  etc... 

Tirons  la  diagonale  ad 
qui  partage  cet  hexagone  en 
deux  quadrilatêres  ínscrits 
chacun  dans  la  conique. 
L'équation  de  la  courbe  qui 
passe  par  les  qualre  points 
a,  bj  c,  d  est 


gonale  ad  (fig.  161). 


ar  — pm  =  0   .    (1), 
m  ctant  Téquation  de  la  dia- 
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L'équation  de  la  conique  qui  passe  par  les  quatre  points 

a,  fj  e,  d  est  aussi : 

Jí  —  wie  =  0 (2); 

en  la  soustrayant  de  (1),  íl  víent: 

ay  —  ^i  =  (p  —  e)  m. 

La  diagonale  ad  ou  m  =  0  passe  par  le  point  a  ou 
a  =  0  el  t  =  0,  el  par  d  ou  7  =  0  elí  =  0. 

Le  2"*  facleur  du  second  membre  P  —  e  =  0,  est  évi- 

demment  réquation  de 
*'  rautre  diagonale  pq; 

et  commc  cette  équa- 
tion  est  ainsi  salisfaíte 
pour  (3  =  0  el  e  =  0, 
les  irois  points  p,  q,  r 
sont  en  ligne  droite. 

Si  Ton  considêre  le 
quadrilatére  bcef,  en 
représenlanl  parw'=0 
et  n=  0  les  équations 
de  ses  deux  diagonales 
be,  cfy  on  aura  pour 
troisiéme  forme  de  Té- 
quation  de  la  conique 
circonscrite  : 

m'n  —  pf  =  0 (3). 

En  égalant  deux  á  deux  les  équations  (1),  (2),  (3),  il 

vient : 

aty  —  tí  =  (e  —  m)  p,     ít  —  m'n  =  (m  —  p)  e; 

de  lá,  le  théorëme  de  Steiner  : 

Les  trois  droiten  de  Pagcal,  obtenues  par  les  points  de 
rencontre  de$  cótés  opposés  des  hexagonee  abcdef»  adcfeb, 
afcbed»  passent  par  un  méme  point. 
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S89.  Les  trois  diagonales  qui  joignent  les  somtnets 
opposé&  d'un  hexagone  circonscrit  á  une  section  conique 
passent  par  un  même  point  (Théorémc  de  Bríanchon). 


Pi£.  I6t. 


Ce  théoréme  se  dcduít  du  précédent  par  la  méthode  des 
polaires  réciproqiies. 

Soit  abcdef  un  hexagone  circonscrit  á  une  conique. 
L'hexagonc  inscrit  quí  a  pour  sommets  les  poínts  de  con- 
tact  est  la  figure  corrélative  de  Thexagone  circonscrit  par 
rapport  á  la  conique  proposée,  car  les  sommets  a,  b,  c...  de 
rhexagone  circonscrit  sont  les  póles  des  cótés  A'»  B\  C'... 
de  rhexagone  inscrit  (fig.  162).  La  diagonale  ad  de  Thexa- 
gone  circonscrit  est  la  polaire  du  point  d'íntersecUon  m'  des 
cólés  opposés  A'  et  D'  de  Fhexagone  inscrit ;  de  méme>  la 
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diagonale  be  est  la  polaire  du  point  d*intersection  n'  des 
4^ótés  B'  et  E',  et  la  diagonale  cfesi  la  polaire  du  point  dln- 
tersection  p'  des  cótés  C'  et  F'.  Puisque  les  trois  pointsm', 
n',  p'  sont  en  lígne  droite,  en  vertu  du  théoréme  précédent, 
et  que  cette  droite  ne  peut  avoir  qu'un  seul  póle  qui  doit  se 
trouver  a  la  fois  sur  les  trois  diagonales  ad,  be,  cf,  celles-ci 
doivent  nécessairement  sc  rencontrer  en  un  méme  point  0. 
L'hexagone  circonscrit  h  la  coniquepeutélrequelconque, 
convexe  ou  rentrant. 

838.  Quand  on  connait  cinq  tangentes  á  une  conique, 
on  peut,  au  moyen  du  théoréme  précédent,  en  construire 
a  volontc. 

Soient  les  cinq  tangentes  données  af,  ab,  bc,  cd,  de 
(fig.  162) ;  proposons-nous  de  mener  une  langente  partant 
du  point  f  Tracons  les  deux  diagonales  /c  et  ad  quí  se 
coupent  en  0 ;  la  diagonale  bo  coupera  la  cinquiéme  tan- 
gente  au  point  e,  et  fe  sera  la  sixiéme  tangchte  demandée. 
On  peut  aussi;  lorsqu*on  connait  cinq  tangentes  á  unc 

conique,  déterminer  le  point  de 
contact  de  chacune.  On  peut  consi- 
dérer  cette  tangente  comme  se  con- 
fondant  avec  le  sixiéme  cóté  de 
rhexagone  circonscril;  de  sorte  que 
le  sixiéme  sommet  de  eet  hexagone 
circonscrit  coïncide  avec  le  point  de 
contact  de  la  tangente  h  la  conique, 
lequel  doit  se  trouver  sur  lu  troí- 
siéme  diagonale. 

Pour  trouver  le  point  de  contact  ( 
de  la  tangente  ac,  on  ménera  les 
deux  diagonales  ad,  cfqui  se  cou- 
pent  en  o  (fig.  163).  La  troisiéme 
diagonale  eo  roncontrera  la  tangente  ac  au  point  de  contact  t. 


Fig.  163. 
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II  résulte  du  méme  théoréme  que  : 

1**  Dans  un  quadrilatere  circonscrit  á  une  coniquey  les 
diagonales  et  les  droites  qui  passent  par  les  points  de  con" 
tact  des  cótés  opposés  pa^sentpar  un  même  point. 

2°  Dans  tout  triangle  circonscrity  les  droites  qui  joi' 
gnent  les  sommets  aux  points  de  conlact  des  cótés  opposés  se 
coupent  en  un  même  point. 


CHAPITRE  XIX. 


€)oiiUicC  ei  donMe  eoBiaei  dea  eourbe*  dn  t™*  de^ré. 


834.  Soient 

y'  -♦-  bxy  -h  cx*  -^  dy  -¥■  cx  -+-/*  =  0, 
y^  -4-  b'xy  -H  c'x'  -+-  c/'y  -♦-  e'x  -*-/"'  =  0, 

les  équations  de  deux  coniques. 

Si  /■=  0  el  /''  =  0,  les  deux  eourbes  sont  tangentes  á 
Taxe  des  y  á  Torigine.  Pour  ce  point ,  on  a  : 

X  [(d'b  —  db')  y  ^  {d'c  —  dc')  x-^d'e-^  de']  =  0. 

Fig.  16».  Cette  équation  est  satisfaite  pour 

x  =  0  et  pour 

{d'b  -  db')  y  -+-  (d'c  —  dc')  x 
-H  d'e  —  de'  =  0, 

laquelle  représente  la  droite  RS 
qui  passe  par  le  point  0,  si  l'on  a 
en  méme  temps 

d'e  =  de'. 

Dans  ce  cas,  la  droite  RS  passe 
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par  rorígíne,  et  les  deux  courbes  ont  un  conlact  du 
2"*  ordre.  Enfin ,  sí  d'b  =  db\  la  droilc  RS  coïncide  avec 
la  tangenle,  et  les  deux  eourbes  ont  un  contaet  du  3""*  ordrc 
(fig.  i  64). 

386.  Si  a  =  0  et  (3  =  0  sont  les  équations  de  deux 
droítes  qui  rencontrent  la  conique  MACDNB  ou  S  =  0 
(íig.  i65)  aux  points  A,  B,  C,  D,  I  equation  d'une  conique 
quelconque  passant  par  ces  quatre  points  sera ,  d  aprés  ce 

quí  précédc, 

S  —  Kaj3  =  0 ; 

et  comme  les  points  A,  C,  et  B,  D  peuvent  se  rapprocher  de 
naaniére  que  les  deux  droites  a  et  [3  coïncident,  lequatíon 
de  la  secondc  coníque  deviendra  alors  : 

S=Ka% 

ct  elle  aura  avec  la  premiére  un  double  contact. 
On  a  déjá  vu  (315)  que 

esl  une  conique  dont  a  =  0,  7=0  sont  deux  tangentes, 

P  =  0  étant  leur  corde  de 
contact. 

La  corde  de  contact  AB  a 
le  méme  póle  dans  les  deux 
coniques  (fig.  166).  Les  deux 
tangentes  en  A  et  B  peuvent 
êlre  considérées  comme  une 
3°*^  conique  ayant  un  double 
contact  avec  les  coniques 
données,  et  la  corde  de  con- 
tact  AB  peut,  a  son  tour, 
étre  considérée  comme  une 
conique    infiniment    aplatie 

ayant  ses  sommets  aux  points  de  contact. 
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D^aprês  cela,  les  équations  dcs  coiirbes  connues  (elies 

que 

xy  =  K'     et    y'  =  2px , 

représentent  des  courbes  dont  les  points  de  contact  soni  á 
rinfini.  Puisqu'on  peut  écrire  pour  la  premiére 

a:y  =  (0.a:  -4-  0..V  -t-  K)', 

la  corde  de  contacl  0.;/  +  O.x  +  K  =  0,  qui  se  réduít  á 
une  constanle,  renconlre  les  axes  coordonnés,  qui  sont  ici 
les  asymp(oles,á  Tinfini ;  pour  la  sceonde, 

(O.y  -+-  O.x  -*-  2/?)x  =  t/' : 

ce  qui  prouYc  que  la  parabole  est  tangente  á  lorigine  á 
Tdxe  dcs  j/y  mais  quelíe  louche,  en  outrc,  la  droite  Íp  á 
rinfini. 

Fig.  166. 


Les  courbes  du  2"»*'  dcgré  qui  ont  pour  équation 

Ay«  -♦-  Bxy  -*-  Cx«  =  K', 
peuvent  se  meltre  sous  la  forme : 

[2 Ay + Bx  -  l/B'--4AC.  x]  [2 Ay -^ Bx -+-  |/B'-4AC.  x\ 

4A 


i=R\ 


et  ont  toutes  deux  droiies  réelles  ou  imaginaires  qui  tou- 
chenl  ces  courbes  á  Tinfini. 


GÉOHÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       395 

L'équatíon  générale  des  eoniqiies  étant 

ei  poiivant  se  mettre  sous  la  forme : 

x(2/iH-  qx)=y\ 

montre  que  ces  courbcs  sont  tangenles  aux  droites  paral- 

léles 

2» 
x  =  0     cl     x  = 

9 

SM.  Lorsque  deiix  coniques  ont  un  double  contact,  les 
polaires  d'un  point  quelconque  M  se  coupent  sur  la  corde  de 
contact  AB. 

Ces  polaíres  se  coupent  sur  la  polaíre  du  point  M  rela- 
tíve  au  systéme  de  deux  cordes  communes  aux  deux  coni- 
ques  et  qui  se  confondent,  dans  ce  cas,  avec  la  corde  de 
contact,  ainsi  que  la  polaire  du  point  M. 

II  s'ensuit  que ,  si  deux  points  sont  conjugués  par  rap- 
port  á  deux  coniques  qui  ont  un  double  contact  y  Vun  d*eux 
est  toujours  situé  sur  ta  corde  de  coníact. 

889.  5t  deux  coniques  ont  un  double  contact,  les  póles 
(Tune  droite  quelconque  sont  en  íigne  droile  avec  1e  póle  de 
la  corde  de  contact. 

On  sait  que,  si  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un 
même  quadrilatére ^  les  póles  d'une  droile  quelconque  par 
rapport  á  ces  coniques  sont  efi  ligne  droite;  cc  qui  est  facílc 
á  prouver  lorsqu'on  prend  pour  les  irois  coniques  inscrites 
les  trois  diagonales  d*un  quadrilatére  complet.  L'une  des 
trois  coniques  se  réduit  icí  au  póle  P  de  la  corde  de 
conlact. 

Le  pdle  de  la  droíte  passe  évidemment  par  ce  point; 
donCy  etc... 

II  eo  résiiltc  que  si  deux  droites  sont  conjuguées  par 
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rapport  á  deux  coniques  qui  ont  un  double  contact ,  rune 
d'elles  passe  par  le  póle  de  la  corde  de  contact. 

MS.  Qiiand  deux  coniques  ont  un  double  contact ,  un 
point  quelconque  de  la  corde  de  contact  a  la  même  polaire 
dans  les  denx  courbes. 

Soit  un  poini  quelconque  M  sur  la  cordedeconlact  AB  ; 
la  polairc  de  ce  point  par  rapport  aux  deux  coniques  pas- 
sera  évidemmcnt  par  le  póle  P  de  la  corde  de  contact, 
intersection  de  deux  tangentes  communes  (fig.  166).  La 
polaire  du  point  M  passera  aussi  par  M',  conjugué  harmo- 
niquedu  point  M,  qui  est  lc  même  pour  les  deux  courbes, 
et  réciproquement. 

880.  Sideux  coniques  ont  un  double  contact  et  qu'onfasse 
passer  par  les  deux  points  de  contact  une  troisiéme  conique 
quelconquej  les  cordes  qu'eíle  intercepte  dans  les  deux  cont- 
ques  se  coupent  en  un  méme  point  de  la  corde  de  contact. 

Les  troís  coniques  onl  une  corde  commune,  la  cordc  de 
contacl;  en  verlu  du  ihéoréme  (329),  les^  trois  autres 
cordes  se  coupent  en  un  méme  point.  Comme  Tune  de  ces 
trois  derniéres  droiles  est  la  corde  dc  contact,  donc,  elc... 

On  voit,  d'aprês  ce  qui  préeéde,  que,  si  deux  coniques  ont 
un  double  contact  et  que,  d'un  point  qu^lconque  M  dans  leur 
plan^  on  méne  deux  sécantes  passanlparlespointsdecontact, 
les  cordes  ab,  a'  b'  se  couperont  sur  la  corde  de  contact  AB. 

Si  les  deux  coniquos  sonl  deux  hyperbolesayant  lesmémes 
asymptoteSy  un  angle  dont  les  cótes  sontparalléles  aux  asymp- 
totes  intercepte  dans  les  deux  courbes  des  cordes  paralléles. 

Les  deux  asymplotcs  de  rhyperbole  peuvent  être  consi- 
dérces  commc  une  conique;  ce  qui  prouve  que  deux  droites 
paralléles  aux  asymptotes  d'une  hyperbole  interceptent 
dans  la  courbe  et  entre  les  asymptotes  des  cordes  paralléles. 

840.  On  a,  d'aprés  cela,  une  solulion  trés-facile  du 
probléme  suívant : 
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Inscrire  dans  vn  angle  donné  une  droite  de  longucur 
donnée  et  qui  passe  par  un  point  donné. 

Soíent  AB,  AC  les  deux  cótés  de  Tangle  ei  M  le  poínt 
donné  (fig.  167).  Par  ce  dernier,  on  méne  des  paralléles 

aux  deux   cótés   de   Tanffle 

Fig.  !G7.  ,  ^ 

donné ;  on  forme  aínsí  un 
parallélogramme  MDAA'  et 
Ton  décrit  une  liyperbole 
passant  par  le  point  D  et 
ayant  pour  asymptotes  les 
deux  cóiés  A'B  et  A'M.  On 
prend  ensuite  sur  cette 
courbe,  á  partir  du  point  D, 
une  corde  DE  égale  á  la 
longueur  donnée. 

Par  le  point  E),  on  méne 

EE',  paralléle  a  AC;  la  paral- 

lêle  ME'  résout  le  probléme. 

S41.  Deux  coniques  ont  un  double  conlact.  Par  deux 

points  quelconques  T,  T'  de  l'une,  on  méne  dmx  íangentes 

Fi,..6s.  RTS.RXS' ,«.>«,- 

1  contrent  l'autre  coni- 

que  chacune  en  deux 
points  R,  S  et  R',  S'. 
i"  Les  detix  cordes 
RK\  SS'  passent  par 
le  point  de  rencontre 
des  deux  droites  AB, 
TT' ;  2»  les  dcux  au- 
Ires  cordes  RS',  R'S  rencontrent  la  droite  TT'  en  deux 
points  I,  r  par  lesquels  onpeut  mener  une  conique  tangente 
á  ces  droites  et  axjant  un  double  contact  avec  les  coniques 
proposées. 
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Les  deux  (nngenles  RTS,  R'T'S',  menées  a  Tune  des 
deux  coniques,  peuvenl  être  considérécs  comme  une  coni- 
que  ayanl  avec  celle-ci  un  double  contact  sur  la  droite  TT'. 

Les  cordes  RR',  SS'  sonl  communes  á  ces  deux  eoniques 
et  doivent  passer  par  le  poini  de  rencontre  0  des  deux 
droilcs  AB,  TT' (fig.  168). 

349.  Deux  coniques  C,  C'  ont  un  double  contacL  Par 
deux  points  D,  E  deC  on  mêne  á  C  des  tanfjeníes  qui  for- 
ment  un  quadrilatére  circonscrit  á  C.  Une  diagonale  de  ce 
quadrilatére  passe  par  le  póle  de  la  corde  de  contact  des 
deux  coniques  et  par  le  póle  P'  de  la  corde  DE  rclatifá  C'. 

On  peut  mcncr  par  la  corde  de  contact  avec  C  (sommets 
du  quadrilalére  circonscrit)  une  conique  ayant  un  double 
contact  avec  les  deux  coniques  C,  C'  et  dont  les  langentes 
en  ces  points  passent  par  P'. 

Ce  théoréme  estle  corrélatifdu  précédent.  ^ 

34S.  PnoBLÉME  L  Mener  par  deux  points  A,  B  une 
conique  qui  ait  un  double  contact  avec  une  conique  donnée, 
et  dont  le  póle  de  contact  soit  sur  une  droite  donnée  D. 

Par  les  deux  points  A  et  B,  on  ménera  des  tangentes  a  la 
conique  donnée.  Les  diagonales  du  quadrilalére  circonscrit 
renconlrent  ladroite  D  endeux  points;chacun  de  cespoints 
estlepóledecontactd'uneconiquepassaniparlespointsAetB. 

844.  Problêmb  IL  Décrire  une  conique  tangenteá  deux 
droiles  et  ayant  un  double  contact  avcc  une  conique  donnée 
C,  de  maniére  quc  la  corde  de  contact  passe  par  un  point 
donné  P. 

Les  deux  droites  données  coupent  la  conique  C  en  quatre 
points  quí  sont  les  sommets  d'un  quadrilalére  inscrit  dont 
ces  droitcs  sont  les  diagonales. 

La  droite  qui  joint  le  point  de  rencontre  des  cótés 
opposés  de  ce  quadrilatérc  au  point  P  est  la  corde  de  con- 
tact  demandée. 
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545.  Probléme  III.  Décrire  une  conique  qtii  passe  par 
trois  points  A,  B,  C,  etqui  ait  un  double  contact  auec  une 
conique  donnée  C. 

Par  les  deiix  points  A ,  B  menons  des  tangentes  á  la 
eoníque  donnée;  on  rormera  aínsi  un  quadrilatére  dont 
Tune  des  diagonales  passera  par  le  pdle  de  contacl  des 
deux  eoníques.  Menons,  de  méme,  par  les  deux  points  A,C 
des  tangenles  a  la  eonique  C ;  les  quatre  diagonales  de  ces 
deux  quadrilatéres  se  reneontreront  deuxá  deux  en  quatre 
points  qui  seront  les  póles  des  eordes  de  contact.  II  y  a 
quatre  solutions. 

546.  Probléme  IV.  Décrire  une  conique  tangente  á  Irois 
droites  données  A,  B,  C  et  qui  ait  un  double  contact  avec 
une  conique  donnée  C. 

Les  deux  droítes  A  et  B  déterminent  dans  la  conique 
donnée  quatre  cordes  qui  se  coupent  deux  á  deux  en  deux 
points  dont  Tun  se  trouve  sur  la  corde  de  contact;  de 
méme ,  les  deux  droites  A  et  C  déterminent  dans  la  conique 
quatre  cordes  qui  se  coupent  en  deux  points  dont  Tun  se 
trouve  sur  la  corde  de  contact.  Les  quatre  droites  quí 
joindront  ces  deux  points  aux  deux  premiers  seront  quatrc 
cordes  de  contact  et  fourniront  ainsi  qualre  solutions. 

849.  Théorême  I.  Lorsque  deux  coniques  ont  un  double  - 
contact  avec  une  troisiéme ,  les  cordes  de  contact  et  deux  des 
cordes  d'intersection  concourent  en  un  méme  point,  et  for- 
ment  un  faisceau  harmonique. 

Soit  S=0 

l'éqiiation  de  la  conique  MCND  (fig.  169). 

S-f.a»  =  0,    S-t-p»  =  0 
seront  les  équations  des  deux  auires  coniques, 

«  =  0,    p=0 
étant  les  équations  des  cordes  de  contact  OC,  OD. 
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On  tire  de  ees  deiix  derniéres  équations  : 

Fig.  169.  a^p=:0,     «-p=0, 

qui  sont  les  équatioas 
des  cordes  d'íntersec- 
tion  OA,  OB;  celles- 
ci  forment  avec  a  et  P 
un  faisceau  harmoDÍ- 
que  et  passent  par  le 
poinl  (a,  p)  de  riD- 
lersection  des  dcux  cordes  de  contact. 

S4S.  TuÉORÉME  II.  Lorsque  trois  coniques  ont  avec  me 
qmtriéme  un  double  conlact,  six  des  cordes  d'intersection 
passent  trois  á  trois  par  le  méme  point  el  forment  les  cótés 
et  les  diagonales  d\m  quadrilatére, 
Soient 
S  =  0,    SH-a'  =  0,    S-f-p*  =  0,    S-*-r'  =  0 

les  équations  de  ces  coniques.  On  a  pour  les  cordes  d*inter- 
section  les  trois  équations  : 

«*-p«  =  0,    p*  — r'  =  0, 

ce  qui  donne : 


r*  — a*  =  0; 


p  — r  =  0, 
p  -♦-  r  =  0, 
p-r  =  0, 
p-*-r  =  0, 


r  —  «  =  0, 

r  —  a  =  0, 
r  +  a  =  0, 

r  -*-  a  =  0. 


«  —  13  =  0, 

a  -f-  P  =  0, 
a  -♦-  p=0, 
«_  p  «0, 

Si,  au  lieu  des  trois  coniques 

S-4-a»  =  0,     S-4-p*=0, 

on  prend  les  cótés  de  rhexagone  círconscrit,  chaque 
conique  étant  alors  réduite  á  deux  tangentes,  on  aura  pour 
cordes  d'inierseclion  les  trois  diagonales  quí  doívent, 
d*aprês  le  théoréme  de  Brianchon,  se  couper  en  un  méme 
point.  La  diagonale  est  ici  la  droite  qui  joint  un  sommet 
quelconque  de  Thexagone  á  un  quatriéme  sommet. 


S-*-r*=0, 
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CHAPITRE    XX, 

BU  CEBCLE. 

849.  Soíent  a  et  P  les  coordonnées  du  centre  d*un  cercle 
de  rayon  R,  OP=x,  !MP  =  j/  les  eoordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  círconférence  et  6  Fangle  des  axes  coor- 
donnés,  ceux-cí  élant  oblíques. 

Le  tríangle  CMJV  donne  (fig.  170)  : 


ïi     -^ — I 


MN  +  CiN  -f-  2MN  X  CN  cosí  =  CM 
ou    (y  —  P)*  -♦-  (x  —  a)'  -♦-  2  (y  —  (3)  (x  —  a)  cosfl  =  R', 

quí  est  réquation  la  plus  générale  de  la  circonférence.  On 
Toit  qu'elle  contient  trois  constantes  arbitraires  a,  p  et  R  : 
ce  qui  prouve  qu'on  peul  toujours  assujettir  une  circonfé- 
rence  de  cercle  á  trois  condiiions  pour  la  délerniiner  de 
grandeur  et  dc  posilion. 

En  développant  cette  éqiiation,  elle  prend  la  forme  : 

y* -*-  2xy  C0S6  -4-  x'  —  2  (p  -H  a  coso)  y  —  2  (a  -♦-  (3  cos 0) a; 
-*-«•-♦-  p*  —  R'  -h  2ap  cos fl  =  0. 

Les  coefficients  de  x^  et  de  y^  sont  égaux  enlre  eux  et  á 
runité ;  le  coefficient  du  rectangle  xy  est  égal  á  deux  fois  le 
Gosinus  de  Tangle  des  axes  coordonnés. 

S&O.  Réciproquement,  toute  équalion  de  la  forme 

y«  -4-  jc"  -f-  axy  —  by  —  cx  -♦-  d  =  0 

peut  représenter  une  circonférence  de  cercle  rapportée  á 

des  axes  obliques. 

6 
En  posant    2co89  =  a,    p  +  aco8a  =  -« 

2 

c 
a.*-pC0Se=-     et     a'-4- p'-t- 2ap  C08  a  —  R' =  a, 

les  deux  équations  devíennent  identiques. 
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L*équation  proposée  pourra  toujoui*s  représenter  une 
circonférence ,  si  les  valeurs  de  a,  de  (3  et  de  R,  tirées  de 
ces  équations ,  ne  sont  pas  absurdes. 

Pig.  170. 


Soit  YOX  (fig.  171)  Tangle des axes donné par  lequalion 


a 
cos  0  =  - 


Prenons  sur  Taxe  des  abscisses  une  longueur  OP  =  |el 
sur  Taxe  des  ordonnées  une  longueur  OQ  ===  ^;  il  viendra: 

c 
OA-t-AP  =  OP    ou    «-+- Scose  =-. 

b 

OB  -♦-  BQ  =  OQ     ou     p-i-  a  vmê  =     . 

Les  deux  perpendiculaires  élevëes  aux  points  P  et  Q  se 
renconireronr  en  un  point  C,  qui  sera  le  centre  de  la  cir- 
conférencc  cherchée  (fig.  171). 

D'aprés  celte  construction,  il  n'est  pas  nécessaire,  pour 
avoir  la  position  du  centre  C,  de  calculera  et  (3;  il  suffit 
de  prendre ,  avec  des  signcs  contraires,  la  moitié  des  coeíli- 
cienls  dc  y  et  de  x,  et  d'élever  aux  points  P  ei  Q  des  per- 
pendiculaires  qui  se  rencontreront  au  point  G. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX   DIMENSIOINS.       401 


Les  équations  : 

a  -I-  p  C08  6 

a*  -+-  p* 

fourníssent  d'ailleurs 


:  - »     0  -t-  «  cos  e  =  - » 

2       *^  2 

2ap  cos  0  —  R*  =  d , 


«  —  6  cos  Q 
Ssin'e 


6  —  c  cos  0 
'^^     2  8in*e 


R 


m  /6'  -+-  c*  —  26c  cos  e 
=  ±V T-^ ^ 


Ces  valeurs,  substituées   dans  lequatíon  précédente, 
pj    i^,  rendraienl  celle-ei  iden- 

tique  avee  Téquation  de 
la  circonférence  :  ce  qui 
prouve  qu'elle  repré- 
sente  bien  cette  courbe. 
Si  le  centre  G  est  situé 
sur  Taxe  des  x,  P=0; 
s'il  est  situé  sur  Taxe  des 
y,  a  =  0.  Eníin,  s'il  est 
-^  árorigine,ona,enméine 
temps,  a  =  0  et  (3  =  0, 
ce  qui  fournit  les  diffé- 
rentes  équations  : 

( j  —  a)'  -4-  y*  -4-  2  (x  —  (x)y  cos  6  =  R', 

(y  —  P)'  -^-  ^'  -*-  2  (y  —  p)  ar  coso  =  R', 

a;'  -+- 1/'  -♦-  2jry  cose  =  R*. 

Sí   les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  le  triangle 
C.MN  (fig.  170)  esl  rectangle  el  donne  : 


/ 


mnV  r,N*=  cm'  ou 


(x-a)'-,-(y-p)«=R', 

S6 
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qui  est  réqualion  de  la  circonrérenee  de  cercle  par  rapport 
á  des  axes  rectangulaires.  Elle  contient  encore  trois  eon- 
stantes  arbitraires,  a,  |3  et  R. 
En  la  développanty  il  vient : 

X*  -+-  y'  —  2«x  —  %  -f-  ««  H-  p*—  R'  =  0. 

Elle  ne  coniient  plus  le  rectanglc  xy ;  les  coefficients 
dcs  termes  du  2"'''  degré  sont  encore  égaux  entre  eux  eté 
Funité. 

851.  Récíproquement,  toute  équation  de  la  forme  : 

aac*  -+-  ay*  -♦-  6x  -♦-  cy  ■+-  cí  =  0 

peut  représenter  une  circonfcrence  de  cercle. 
Divisant  par  a,  il  viendra  : 

y'-i-x'-h-y-»--x-+--=:0. 
a         a  a 

En  complélant  les  carrés  en  x  et  en  y,  on  a  : 

/       cY     (       hy      b^       c"      d 

V       ^al         \         ^laj        4a«       4a»       a 

qui  est  bien  réqualion  d*une  circonrérence  de  cerde  daos 
laquelle 

a  = .      S== ,      R=\/  — H 

í2o       ^  2o  V    4tt«       4o^       o 

Si  le  centre  est  situé  sur  Taxe  des  x,  P  =  0;  s'il  est 
situé  sur  Taxe  dcs  y,  a  =  0;  lorsqu'il  sc  trouve  á  rorigíne, 
a  =  0  et  (3  =  0.  L'équalion  générale  devient  pour  cestrois 
cas  : 

(x-a)«-t-y«=R\     (y-p)«-i-x««R«,     y^^^t^j^^ 

qui  est  réquation  la  pUis  simple  de  la  circonfércnce.  Elle 
prouve,  ainsi  quc  les  précédentes  : 

1®  Que  cette  courbe  a  tous  ses  points  á  égale  distance  du 
centre  C,  qui  est  ici  Vorigine  des  axes  coordonnés. 
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2*  Qu'elle  e$t  symétríque  par  rapport  aux  axes  des  x  et 
dcs  y  qui  sonl  ici  des  diamétres  de  la  courbe,  et  que  tout 
diametre  partage  ainsi  la  circonférence  et  le  tercle  en  deux 
parties  égales. 

3"  Qu'un  diamétre  perpendiculaire  á  une  corde,  partage 
cette  corde  et  l'arc  sous-tendu  en  deux  parties  égales. 

II  vient,  en  effet : 

Pour  toule  valeur  de  x<R,  les  deux  valeurs  de  y  sont 
égales  ot  de  sígnes  contraíres. 

4"  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  qvelconque  M 
de  la  circonférence  sur  le  diamétre  AB  est  moycnne  propor- 

tionnelle  eutre  les  deux 
segments  BP,  AP  qu'elle 
détermine  sur  ce  diamétre 
(fig.  172). 
En  effet,  soit 

BP  =  R-t-  X, 
AP  =  R  —  X 

et  MP  =  y  ; 

d'oú 

y»  =  (R-^x)(R-x), 

5ÏP  =  BP  X  AP, 

ce  qu*il  rallait  démontrer. 

Dans  le  triangle  rectangle  BMP,  on  a  : 

BM  =  y*  -*-  (R  -♦.  x)« 

et,  cn  rempla^ant  j/*  par  sa  valeur  R*  — x^  : 


BM  =  2R  (R  -t-  x),    BM  =  AB  X  BP. 
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y  Donc,  la  corde  BM  est  moyenne  praportionneUe  eníre 
le  diamétre  entier  AB  et  le  segment  adjacent  BP. 

I^s  deux  droítes  AM  et  BM  quí  passent  par  les  extré- 
mités  du  diamétre  AB  =  2R  de  la  cireonrérenee  lequel  est 
ici  Taxe  des  x,  ont  pour  équations : 

y=:m(x— R)     et    y  =  m'(x-i-R);     dou    y'=  mm' (x*  —  R*). 

En  ajoutant  la  condition  que  ces  droítcs  doiveut  se  cou- 
per  sur  la  circonférence 

il  viendra  : 

R«  —  x'  =  mm'  (x«  —  R') ;    d'ou     \  -f-  mm'  =  0 : 

ce  qui  prouve  que  ies  droites  AM,  BM  sont  perpendicu- 
laires  entre  elies,  et  quc  I  angle  AMB  inscritdans  une  demi- 
círconférence  est  droit. 
M9.  Lequation 

(y-p)«^.x'=R« 

est  celle  de  ia  circonférence  iorsque  le  centre  C  est  situé 

sur  Taxe  des  y,  Les  axes 
coordonnés  étant  rectan- 
gulaires  el  Torigine  étant 
au  mílieu  0  de  la  corde 
BD=2c(Cg.l73),ona: 

d^oú 

y "  -♦-  X*  —  SjSy  —  c*  =  0 

j  pour  lequation  de  la  cir- 
conférence  qui  passe  par 
les  deux  points  B  ct  D. 

Les  deux  droitcs  BM  et 
DM  ont  pour  équations 

y=p(x^c),    y  =  p'(x  — c). 
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L*angle  &>  dc  ces  deux  droites  est : 

p'  —  p  2cy 

ig«  =  - —     ou     tg«  =  — 


y'  -^  X*  —  c' 


1  -*-  pp 

Ces  deux  droites  devant  se  couper  sur  la  círconférence 
qui  a  pour  équation 

y«+x'— c'-2(3y  =  0, 
il  vient : 

c 

Donc,  tous  les  angles  inscrils  dans  le  segment  BMD 
sont égaux et  valent  la  moitié  de  langle  au  centre. 

U8.  Recherchons  les  conditions  de  contact  et  d'inter- 
section  de  deux  circonférences. 

Supposons  que  Faxe  des  x  passe  par  les  centres  0  et  C 
de  ces  courbes. 

Les  axes  coordonnés  étanl  rectangulairesy  on  aura  les 
équalions : 

x'  -*-  y'  =  R'    et    (x  —  «)'  -^  y*  = »'» 

Fif.  174. 


Ret  r  étant  les  rayons  deces  circonférences  0  et  C,  a  repré- 
sentant  la  distance  OC  dcs  centres  (fig.  174). 


406  SECONDE    PARTIE. 

On  oblicnt,  par  soustractíon,  pour  l*abscisse  OP  =x  de 
la  corded'intersection : 


et  pour  la  demi-corde  dlntersection  MP  : 


,-w--{-^) 


Cette  valeur  de.v  nou^apprend  que  deux  circonférences 
ne  peuvenl  se  coupcr  en  plus  de  deux  points. 

Comme  les  valeurs  de  y  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires,  il  s  ensuit  que  la  distance  OC  des  eentres  esl  per- 
pendiculaire  á  la  corde  dlnlersection  MM^  et  quVIIe  la 
partage  en  deux  parties  égales. 

La  quantilé  soumise  au  radical  dans  lexpression  de  y 
qui  précéde  étant  la  díffércnce  de  deux  carrés,  on  a  :   . 

y  =  =fc  —  V{(L  -+-  R  -h  r)  (a  -+-  R— r)  (R  -h  r  — *)  (a  -4-  r— R). 

On  peut  tonjours  supposer  R  >  r  et  prendre  a  positif : 
alors,  il  est  cvident  que  les  deux  premiers  facteurs  sous  le 
radical  sont  toujours  positifs. 

II  resle  á  examiner  les  signes  des  deux  autres  facteurs, 
qui  doivent  étre  á  la  fois  tous  deux  positifs  ou  ncgatifs, 
c'est-á-dire,  qu  on  doit  avoir  : 

a<R-4-r    et    a>R  —  r. 

Ainsi,  pour  qtie  deux  circonférences  se  eouprnt,  il  faut : 
\^qae  la  distonce  des  centres  soit  pluspetite  que  la  sonime 
des  rayons;  ^''plus  grandeque  leur  différence. 

Si  a>R-t-reta<R  —  r, 

on  aurait  a  >  R,  a  <  R,  ce  qui  est  absurde. 
L'un  des  deux  derniers  facteurs  du  produit  sous  le 
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radical  étanl  nul,  la  valeur  de  y  est  égale  á  zéro,  e'est-á- 
dire,  que  les  deux  eercles  se  touchcront.  Si  a  =  R  +  r,  ils 
se  toucheront  extérieurenr)ent,  el  si  a  =  R  —  r,  ils  se  tou- 
cberont  iiitérieuremenf. 

II  en  résulte  que,  si  la  distance  des  centres  est  égale  é  la 
somme  des  rayons,  les  deux  cerclcs  sont  (angents  exté- 
ríeurement,  et  si  la  distance  des  centres  est  égale  á  la  diflTé- 
rence  des  rayons,  qu'ils  sont  tangents  intérieurement. 


Tanseate  an  cercle. 

U4.  Prenons  réquation  la  plus  simple  de  la  circonfé- 
rence  de  cercle 

Spit  y  =  mx  •+•  n 

réquation  d'une  droite  quelconque,  m  et  n  étant  deux  arbi- 
traires. 

Pour  les  points  d'íntersection  de  ces  deux  lignes,  ces 
deux  équations  sont  simultanées,  et  Pon  aura  : 

(I  -I-  m*)  x'  -f-  2mwx  -+-  n'—  R'  =  0; 


,,   ,  fnn±:  |/R«  (1  -f.  m*)  —  n» 

dou  x= ^^ • 

\  -4-m' 

Pour  exprimer  la  condition  de  tangence  de  la  droite  en 
un  point  quelconque(x',  j^')  de  la  circonférence,il  faut  que 
les  deux  points  d'inlersection  de  cette  droite  avec  la  cpurbe 
se  réunissenl,  á  la  limite,  en  un  seul,  c'est-A-dire,  que  les 
deux  racines  de  Téquation  soient  ëgales;  ce  qui  donne» 
pour  déterminer  m  et  n,  les  deux  nouvelles  équations  : 

n«=:R'(l+m')    et    «'==—     ^*^ 


i  -4-m' 


408  SECONDë    PAUTIE. 

Si  Ton  rcmplace  n  par  celte  valetir  dans  réqualion 

y  =  mx  -+-  n , 
il  viendra : 


y  =  mx  -+■  R[/i  -4-  m', 

qui  est  réquation  de  loules  les  tangentes  á  une  cireonfé- 
rence,  puisque  rarbiiraire  m  est  encore  indélerminée. 
En  substituant  la  valeur  de  x'  dans  1  equation 

y'  =  mx'  -+■  n , 
on  aura  : 

n 

y'  = 


1  -♦-  ílt' 


ot  en  divisanl  x'  par  cctle  valeur  : 

x'  ,  R« 

wi  = ;     d'oíi     n  =  —•  • 

y  y 

Gonnaissant  les  valeurs  de  m  et  de  n,  réqualion  de  la 
langente  sera  : 

x'        R' 
y  =  — — XH — -     ou     yy' -4- «x' =  R'. 

II  est  facíle  de  prouver  que  la  droite  représentée  par 
cetic  derniére  équalion  n'a  de  commun  avec  la  circonfé- 
rence  que  le  seul  point  (oc',  y'), 

II  suffity  h  celte  fin,  de  relrancher  le  double  de  chaque 
membre  de  cette  équation  de  Texpression 

y"  -♦-  x"  =  R« 

et  de  compléter  ensuite  les  carrés;  ce  qui  donne : 

(2/  -y?  -*-  (x-x7  =  y'  -♦.  x«-  R', 

quiest  toujours  Téquation  précédcnte  de  latangente,  comme 
il  est  facile  de  s'en  assurer. 
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Cetie  équation,  n*élant  saiisfaite  qne  pour  le  seul  point 

de  lacourbe  o;  =  x',  y  =  y\  n*a  que  ce  seul  point  de  com- 

mun  avec  la  courbe  et  avec  la  droite  ;  elle  représente  done 

bíen  la  tangente  á  la  circonférence  au  point  (x',  y'). 

SM.  Désignons  par  (ú,  u'  les  angles  que  font  ;\\ce  Vn\c 

p.    J7JJ  dcs  X  les  rayons  voc- 

teurs  OM,  OM'  mc- 
nés  du  cenlre  0  du 
cercle  aux  points  do 
rencontre  d'une  sé- 
cante  avec  la  circon- 
férence  (fig.  175). 

L  equalion  de  cetle 
sécante 

xcosoL  -4-  y  sina=  J 

devíenty  en  rempla^ant  aeid  par  leurs  valeurs  (irées  des 
formules 


(1), 


j==Rcos4{»  — «) (2): 

a:  C08  i  (»  -I-  »']  +  y  sin  i  (»  -4-  «')  =  R  cos  ^  («'  —  «). 

Sí  (ú'  =(ú,  on  a  pour  réquation  de  la  (angente  a  la  cir- 

eonférence : 

X  €08  u  +  y  8Ín  «  =  R. 

11  n'y  a  plus,  comme  on  le  voit,  qu'une  seule  varíable  o) 

pour  représenter  le  point  de  coniact. 

On  a  d'ailleurs 

yy'  -*-■  xx'  =  R' 

pour  la  tangente  k  la  circonférence  en  un  po\ni(x\y'); 
mais  x'  =  R  cos  (ú,y*  —R  sin  &>;  d*oú 

X  C08  »  -4-  y  8ÍD  «  =  R , 
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(ú  étant  Tangle  qiie  le  rayon  du  eerele  au  point  de  conlact 
fait  avec  Taxe  des  x. 

SM.  Cherchons  comment,  par  un  point  M  dontles 
coordonnées  aet  ^  sont  reciangulaires,  on  pcut  mener  une 
tangenle  á  la  circonrérence  donnée  de  centre  0  et  de  rayon 
R(fig.  176). 

Fíg.  176. 


Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la 
tangente  MT  avec  la  circonrérence.  On  aura  les  équatíons : 

Le  point  de  contact  (x',  y'),  devant  se  trouver  é  la  fois 
sur  les  deux  lignes  rcprésentées  par  ces  deux  équaiions,  se 
trouvera  á  leur  interseciion ;  niais,  en  retrancliantla  seconde 
de  ces  équations  de  la  précédente  et  en  complétant  les  car- 
rés,  on  obtient : 

('•-|)'-(--i)=T-f  . 

équation  d'une  círconférence  ayant  pour  diamélre  la  dís- 
tance  OM  et  sur  laquelle  doit  aussi  se  trouver  le  point  de 
contact  de  la  tangente  MT ;  comme  il  doit  se  trouver  éga- 
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lement  sur  la  eírconférenee  donnée,  il  sera  á  rínterseclíon 
dc  ces  deux  circonférenccs. 

M9.  On  peut  ealeuler  directement  les  coordoiinées 
x\  y'  du  point  de  coniact  lorsque  la  tangente  doit  passer 
par  un  point  donné  (a,  |B). 

On  a^  en  eífet,  pour  déierminer  ce  point,  les  équations: 

y"  -♦-  «'*  =  R*,     py'  -+-  oix'  =  R', 
qui  donnent  pour  x'  et  y'  lcs  valeurs 

,       R*a  áz  R0  l/a«  -f-  6«—  R* 

X    =  ! í 


^        R'pzp  R«t/««-4-p«-^R* 

On  voit  que,  par  un  point  extérieur  á  la  circonfórence, 
on  peut  loujours  mener  deux  tangenles  puisque,  pour  ce 
point,  a*  -4-  P*  >  R2  et  qu'ainsi  le  radical  a  deux  valeurs 
réelles.  Si  le  point  (a,  (3)  est  silué  sur  la  circonfórence,  les 
deur  valcurs  se  réduisent  h  une  seule  :  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  langente.  Enfin,  si  le  point  est  á  rintérieur 
du  cercle,  on  ne  peut,  par  ce  point,  mener  aucune  tan- 
gente,  puisque  le  radical  est  imaginaire  á  cause  de 

a»  -f-  p»  <  R*. 

Siy  dans  Téquation  de  la  tangente  passant  par  le  point 

(«,p). 

ax  -f-  py  =  R', 
on  fait  successivement  x  =  0,  y  =  0,  il  viendra  : 

0B  =  ~,     0A  =  — . 

Comme  il  est  facile  de  conslruire  ces  longucurs  prises 
8ur  les  axcs  des  y  et  des  x,  on  aura  ainsi  la  droile  AB  qui 
rencontrera  le  cercle  aux  deux  points  de  contacl  cherchés. 


4H  SECO?tDC    PARTIE. 

M8.  La  normale  é  une  oourbe  quoleonque  est  la  per- 
pendieulaire  á  ia  tangente  élevée  au  point  de  contact. 

x'y  y'  étant  les  coordonnées  de  ce  poínt,  réquatíon  de  la 
normale  est  de  la  forrae : 

y  — y'  =  m'(x  — x'J. 

La  condítion  d  etre  perpendiculaire  á  la  tangente  fournit 

la  relation  : 

í  -4-  mm'  =  0. 

Comme  m  = ; ,  ainsi  qu*on  la  vu  précédemnjent,  il 

vient  : 

y'  y'  v' 

m'  =  ~;     d'oú      y  ^y' =±.(x  —  x')      el      y=,x: 

XXX 

ee  qui  prouve  que  cette  droite  passe  par  rorigine,  qui  esl 
ici  le  ccntre  de  la  courbe,  et  que  la  tangente  au  cercle  est 
perpendiculaire  é  rextrémité  du  rayon  mené  au  point  de 
conlact. 

Ave  radlcal.  —  Ce»lre  rmllcal. 

S69.  On  appelle  puissance  d'un  poinl  par  rapport  á  une 
circonférence  quelconque  O,  le  rectangle  constant  des  seg- 
roents  PA  X  PB  situés  sur  la  corde  AB  qui  passe  par  ce 
point. 

On  nomme  axe  radical  de  deux  circonférences  0,  0'  le 
lieu  d'égale  puissanceparrapport  á  ces  deux  circonférences. 

Soient  a:^,  y^  les  coordonnées  du  point  P,  R  et  R'  les 
rayons  des  circonférences  0,  0'  (fig.  177),  les  axes  élant 
rectangulaires  et  rorigine  des  eoordoimées  au  centre  0. 
L'axe  des  x  étant  dirigé  snivant  la  droite  des  centres 
00'=(K,  on  aura  : 

PA  X  PB  =  PT*«Pr, 

T,   T'  étant  les  points  de  contact  des  deux  tangentes 
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PT,  PT'  ;  le  lieii  eherché  est  donc  lel  que  de  chacun  de 
ses  poinls  partenl  deux  tangentcs  égales  aux  deux  circon- 
férences. 

Les  triangles  rectangles  PTO,  PT'O'  donnent  : 

PT"=  xl-^y]—  R',     PT '  =  yj  -+-  (x,  —  a)»  —  R'«. 

En  égalant  ces  deux  valeurs  x,^  -h  y-i*  —  R*  et  y^^-h 
(X|  —  a)2  —  R'2,  on  aura  réquation  du  lieu  demandé  qui 

est  : 

.       ,    ,  a       (R -f- R')  (R  —  R') 

2  2a 

On  voit  que  ce  lieu  est  une  droite  perpendiculaire  á  la 
droite  dcs  centres  OO',  qui  est  ici  Faxe  des  a:;  que  cette 
droite  est  plus  rapprochée  de  la  petite  ciroonrérence  que 


de  la  grande;qu'elle  se  confond  avec  la  corde  d'intersec- 
tion  lorsque  les  deux  circonférences  se  coupent,  et  avec  la 
tangente  conimune  lorsque  les  deux  cercles  0,  O'sont  tan- 
genls,  soit  extérieurement ,  soit  inlérieurement,  comme  le 
prouve  la  valeur  précédente  de  X|. 

seo.  Soient  C^  =  0,  C,  =  0,  C5  =  0  les  équations  de 
irois  circonférences  de  cercle  quelconques. 


4U  SECONDE    PÁRTIE. 

Celles  des  eordes  dlnterseclion  seront : 

C,  — C,=  0,    C|  — C,  =  0,    c~c,=  o. 

Les  irois  droites  représenlées  par  ces  équations  se  cou- 
pent  cvidemment  en  un  méme  point  appelé  centre  radkal 
des  trois  cercles. 

Puisque  réqualion  de  Tune  quelconque  de  ces  droites 
est  saiisfaíle  par  le  point  d'inierseciion  des  deux  autres,  b 
deuxiéme  C|  —  €3= 0  ou 

C,-C,^(C-C,)  =  0 

est  satisfaile  pour  les  équations  simultanées 

C,— C,  =  0,    C,  — Cs=0, 

c'est-á-dire ,  par  le  point  dlntersection  des  deux  autres 
droiies. 

S61»  Si,  par  un  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles 
donnésy  avec  un  rayon  égal  á  la  tangenle  menée  de  ce  point 
á  l'un  des  deux  cercles^  on  décrit  un  troisiéme  cerck, 
c^lui-ci  covpera  orthogonaleinent  les  deux  autres. 

Cherchoiis  réquation  de  ce  iroisiéme  cercle. 

Dirigcons  Taxe  des  y  suivant  Taxe  radical  des  deux 
cercles,  el  reprcsentons  ceux-ci  par  réquation 

k  étant  indéterminé. 

Prcnons  sur  Taxe  radical  un  point  dont  les  coordonnées 
soient  x  =  Oeiy  =  h.  En  snbstituant  ces  valeurs  dans 
réquation  précédente ,  on  aura :  A*  -+-  d^  pour  le  carré  du 
rayon  du  ccrcle;  de  sorte  que  I  cquatíon  de  la  circonrérence 
quí  coupe  orlhogonalement  deux  cercles  donnés  est : 

Si  lon  y  fait  y  =  0,  il  vient : 

x  =  ±:d. 
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Quel  que  soit  donc  le  poínt  prís  pour  centre  de  la  cir- 
conrérence  orthogonale  sur  l*axe  radícal,  cette  circonrérence 
ooupera  les  deux  cercles  donnés  aux  mémes  points,  á  des 
dístances  égales  de  Torigíne. 


S89.  L  A  quelle  condition  les  deux  cercles 

x'  -+-  y'  -4-  ay  -f-  6x  -♦-  c  =  0,    x*  -t-  y*  -♦-  a'y  -+-  6'x  -4-  c'  =  0 

se  coypení'ils  á  angle  droit? 

Si  lon  joinl  les  cenires  de  ces  deux  cercles  á  Tun  des 

points  d'inicrseciiony  langle  comprisentrecesdeuxrayons 

sera  droit  et  la  distance  des  centres  dcs  deux  cercles  sera 

rhypoténuse  d'un  triangle  rectangle;  ce  qui  donne,  aprés 

réduction  : 

aa'  -H  66'  =  2  (c  -+-  c') 

pour  la  condition  demandée. 

S8S.  II.  Trouver  un  cercle  coupant  orthogonalement  trois 
cercles  donnés, 

On  aura  pour  déterminer  a,  6,  c  troís  équations  ana- 
logues  á  celle  qui  précéde. 

554.  III.  Chercher  Vangle  &)  sous  lequel  deux  cercles  se 
coupent. 

Ona  :  d*=R*-f-  r*— 2Rrcos», 

R,  r  étant  les  rayons  des  deux  cercles  et  d  la  distance  des 
centres. 

555.  IV.  Si  un  cercle  mobile   rencontre  detix  cercles 

fixes  sous  des  anglés  constants^  il  rencontrera  tous  les  cer- 

cles  agant  même  axe  radical  sous  des  angles  constants. 

Soient 

S  =  0,    S'  =  0 

les  deux  cercles  fixes,  r,  r'  leurs  rayons  el  R  le  rayon  du 


il6  SECONDE    PAIITIE. 

cercle  variable.  Désignons  par  a,  ^  les  angles  eonsiants 
sous  lesquels  les  cercles  Gxes  sont  coupés  par  le  cercie  ino- 
bile.  D  ctant  la  distanee  du  centre  du  cercle  inobile  au 
centre  du  cercle  flxe  S  =  0,  on  a  : 

D*=  R*-t-  r*  -  2Rr  cosa ;     d'oú     D*-  r*=R*  -  2Rr  co8«. 

On  peul  poser  S  =  D"*  —  r*,  puisque  les  coordonnées 
du  centre  du  cercle  mobile  salisfont  a  cette  relatíon.  D'ail- 
leurs,  D  est  la  distance  du  centre  du  cercle  mobile  au 
centre  du  cercle  fixe  de  rayon  r.  II  vient : 

R*— 2Rrcosa  =  S    et    R' —  2Rr' cos p  =  S'. 

Soit  le  cercle  kS  -t-  /S'  =  0  qui  a  méme  axe  radical  que 
les  deux  cercles  S,  S',  r"  son  rayon  et  y  langle  constant 
sous  lequel  íl  est  coupé  par  le  ccrcle  mobile.  On  obtient 

R'—  2Rr"  cosr  ==kS-^  /S'. 

II  vient  également  : 

2Ritr  cosa  -¥■  Ir' COS&    *  tó  -♦-  IS' 

Di L.~ 

k^  l  k-^l  ' 

Si  l'on  a  : 

kr  cos  X  -♦-  /r'  cos  S 

r"  cos  r = -^fc • 

*:-♦-/ 

le  cercle  mobile  coupera  le  cercle  kS  -h  IS'  de  rayon  r" 
sous  Tangle  constant  y. 

Tanfentea  e«niniune«  il  4enx  eerele*. 

3IMI.  Si  nous  placons  Torigine  des  axes  rectangulaires 
au  centre  G  de  Tune  des  circonférenees  et  si  nous  dirigeons 
Faxe  des  x  suivant  la  ligne  des  centres  CC/  (fig.  178),  les 
équations  des  deux  circonférences  sont : 

a;«^y«=R« (I), 

(x-~-,)«.^.y«=R"      .     .  .      .     (2)- 
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Soit  ^^-^=1 (3) 

réquatíon  d*une  droíte  quelconque. 

Puisque  les  deux  lignes  représentées  par  les  équatlons 
(1)  et  (3)  se  eoupenty  on  a  : 

(m*  -*-  n*)  x'—  ^mn*x  -4-  w'  (n'  —  R")  =  ©• 

La  droite  devant  être  tangente  á  la  circonférenee  C,  les 
raeines  de  réqualion  sont  égales,  ce  qui  donne  : 

n*=(m«H-n»)(n«-.R«);    d'oú    n=       ^^       . 

l/m*— R« 

La  droite  eoupe  la  circonférence  C' ;  il  vient : 
(m* -f-  n*)  X*—  2m  (m^-^-am)  x  4-  m"  (a*-4-  n"—  R'«)  =  0. 

Pour  que  les  racines  de  cetie  équation  soient  égales , 
c'esl-á-dire  pour  que  la  droite  soit  tangente  á  la  circonfé- 
rence  C',  il  faut  qu*on  ait : 

{am  -H  m*)»=  {m*  -^  n*)  (a"  -*-  n'  —  R'*); 

,,   ,  mr 

dou  n  = -       — . 


»/(«  — m)'— R'« 
En  égalant  les  deux  valeurs  de  n,  on  a  : 

R*  R'« 


m»— R* 

(«. 

-m)* 



R*» 

ou 

m« 

2aR' 
R'  -  R'«  "• 

= 

a'R» 

R' 

—  R" 

ce  qui 

donne : 

V 

•    •    •    • 

•  m  = 

:  — — 

R 

>R 
-R' 

► 

2* 

•    •    •    • 

.    .  m  = 

aR 

» 

R-*:R' 

«7 
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Les  deiix  valeurs  correspondantes  de  n  sonl : 

aR 
!• fi  = 


2'» n 


l/a*  — (K  — K')« 
aR 


l/a«  —  (R  H-  K')" 

Les  premiëres  valeurs  de  m  et  de  n  répondent  aux  tau- 
gentes  externes^  et  les  secondes  aux  tangenies  internes;  de 
sorte  que  i'on  a  : 

(R  —  R')  X  =b  »/i«—  (R  -  R')*  .y  =  aR 

pour  Féquation  des  deux  langentes  externes,  et 


(R-HR')xdzl/a«-(K+R7.y  =  aR 

pour  réqualion  des  deux  tangentes  internes,  le  radical 
devant  étre  pris  dans  les  deux  équations  ehaque  fois  avec 
le  double  signe ;  ce  qui  fournit  lcs  équaiíons  des  quatre 
tangentes  communesauxdeux  circonférences. 

Les  deux  tangenles  externes  T^  T't'  se  coupenl  en  un 
méme  poinl  F,  situé  sur  la  droíte  des  cenires,  a  une  dis- 
tance  CF  =  i^  - 1^7  de  rorigine;  ce  point  F  se  nomme  le 
centre  de  similitude  directe  des  deux  circonférencesdoDnées 
C  et  C'. 

Les  deux  tangentes  internes  Ot\,B't^  (fig.  178)  se  cou- 
pent  en  un  point  F'  sur  la  droite  CC',  quí  est  ici  laxe  des 
X,  á  une  distance  CF'  =  r  ^  n> ;  ce  point  F'  se  nomme  le 
eentre  de  similitude  inverse  des  deux  circonférences  C  et  C'. 

Si  l'on  joint  directement  et  inversement  les  extrémiiés 
de  deux  diamétres  paralléles  de  deux  circonférences  C  et  C\ 
les  droites  qui  unissent  directement  les  extrémités  de  ces 
diamélres  pai^sent  loutes  par  le  point  F»  centre  de  simili' 
tude  directe;  celles  qui  unissent  inversement  ces  ménies 
extrémités  passent  toutes  par  le  point  F',  centre  de  simili' 
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tíide  inverse;  ce  qui  donne  un  moyen  bien  faciie  pour 
conslruire  les  tangentes  communesexternesetles  tangentes 
communes  internes,  lorsqu  on  connait  le  centre  F  de  simi- 
litude  directe  et  le  centre  F'  de  similítude  inverse. 

M9.  Soient  les  deux  cercles  C,  C'  (fig.  178)donnés  de 
grandeup  et  de  position  et 

(X  -  a)«  ^  (y  -  p)'=  R\     {X  -  a'Y  -4-  (y  -  p')«=  R'« 

leurs  équations,  a,  ^  élantles  coordonnées  du  centreCa'^  ^' 
celles  du  centre  C',  R  et  R'  les  rayons  de  ces  cercles. 

Fig.  118. 


L*équation  de  la  tangente  au  cercle  C  est 

arx'-f-yy'  — a(x-f-  x')  — p(y  -+- y') -f-  a»-4-p'— R'=0 
OU  (X  —  a)  (X'  — a)  +  (y  _  p)  (y'  -  p)  =  R«, 

«',  y'  étanl  les  coordonnées  du  point  de  contact  T.  On  a, 
en  désignant  par  «  Tangle  que  le  rayon  CT  fait  avec  Taxe 
des  X : 

«'  — a  =  R  costó,     y'  —  p  ==  R  ginoi. 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  I  equation  précédente, 
11  vient  : 

(x  —  a)  cos«  ^  (y  —  p)  sin «  =  R 

pocir  Féquation  de  la  tangente  au  ccrcle  C. 
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On  aura  de  méme  pour  réquaiion  de  la  (angente  au 
eerele  C' : 

(X  —  a')  €08  »'  +  (y  —  p')  sin  o'  =  R'. 

Ces  deux  droites  devant  eoíneíder,  on  conclut  que 
tg»  =  tg»';    d'oú    «  =  »'    ou  bien    w  =  i80*-4-w. 

II  reste  h  exprimer  que  les  termes  constants  sontégaux; 
ce  quí  donne  pour  cd  =  (>>' : 

(«'  —  «)  cos«  ^  (p'  —  p)  sin  «'  -^  R  —  R'= 0 
et,  pour  G>=  180"  -h  w': 

(a'—  a)  cosw'  -H  (P'—  S)  sin»'  -4-  R  H-  R'=  0. 

Ces  deux  valeurs  déterminent :  la  premiére,  les  valeurs 

detú'  pourlestangenles  communes  externes,  et  la  seconde 

ces  mémes  valeurs  pour  les  tangentes  communes  ínternes. 

Si  Ton  remplace  cos  &>'  el  sin  m'  par  leurs  valeurs  ■— ^ 
et^— -^,on  aura  : 

(«'_  a)  (x'-  a)  H-  (p'  -  p)  (y'-  p)  +  R  (R-  R')  =  0 
et   (a'—  a)  (x'  —  a)  -t-  (p'  —  p)  (y'—  p)  +  R  (R'  ^  R)  =  0. 

La  premíére  de  ces  équations  et  celle  du  cercle  C  font 
connaitre  les  points  de  contact  T,  T'  des  tangentes  exter- 
nes ;  la  seconde  et  réquatíon  du  méme  cercle  déterminent 
les  points  de  contact  6,  G'  des  tangentes  internes. 

Les  cordes  de  contact  66',  TT'  ont  respectivement  pour 
équatíons : 

(«'-  «)  (x-^a)^  (p'  -  p)(y  -  p)  H-  R(R  H-  R')  =  0, 
(«'-«)  ía?-a)-4-(|&'-p)(.y-p)-R(R-.R')  =  0, 

cette  derniére  étant  la  polaire  du  point  F. 
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De  méme^  la  polaire  de  ce  poínt  Fdonl  les  coordonnées 
sont  x\  y'f  par  rapporl  au  cercle  C  est 

(x-«)(x'-«)-H(y-p)(y'-p)  =  R\ 

En  rendant  les  seconds  membres  de  ces  équations  égaux 
eten  égalant  les  coeílicíents  de  x  —  aet  dey  —  (3 ,  puísque 
ees  deux  équalions  représentent  toutes  deux  la  méme 
droite,  la  polaire  du  point  F,  on  a  : 

(«'-«)R       .     .    (P'-P)R. 

R— R'         ^        ^        R— R 

,,  .  ,       «'R  -  «R'         ,       p'R  -  pR' 

d  ou  ar'  = »     v  =  ^ —  • 

R  —  R'        ^  R  —  R' 

En  procédant  de  la  méme  maniérejl  vient  pour  les  coor- 
données  x^^  y^^  du  point  F'  : 

_aR'-*.a'R  pR'-f-jíj'R 

^*~    R-f-R'   '     ^*""   R-4-R'   ' 

II  est  facile  de  prouver  que  la  droite  qui  passe  par  les 
deux  centres  de  similitude  externe 

ra'R  — «R'    p'R— pR'-i      ra"R— «R"    p'R  — pR"-j 
L  R-R'   '    R  — K'  J'    L  R  —  R"    '    R  -  R~J' 

passe  par  le  troisiéme 

V'R'  —  a'R"    |3"R'  —  p'R" 


r«'R'  — a'R'     p"R  —  p'R'  n 

L    R'  -  R"         R'— R"    J 


et  que  les  cenfres  de  similitude  de  trois  cercles ,  pris  deux 
k  deuXy  sont  situés  trois  par  trois  sur  une  méme  droite. 

sm.  Chercher  un  cercle  C  langent  á  trois  cercles  donnés 
C',  C",  C'"  (fig.  179). 

Les  équations  de  ces  trois  cercles  donnés  sont : 

C'...  X*  -f-  s«=  R*,    C"...  (x  -  «')» -f-  (y  -  p')*=  R'V 
C"'...(x--«"/-4.(y--n'=R"^ 


4« 
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rorígíne  éianl  au  cenlre  C',  R,  R',  R"  élanl  Ics  rayons  des 
irois  cercles,  et «',  p', «",  |3"  les  coordonnées  des  centres 
C",  C'".  Sí  nous  désignons  par  x^,  y^  les  coordonnées  du 

Fig.  179. 


point  de  contact  de  C  et  de  C',  ce  point  étant  le  centre  de 
simílitude  interne  des  deux  cercles  C  et  C',  on  aura  : 


X, 


yi 


P  -♦-  R      *'"       p  -h  R 

a^,  |3f  étant  les  coordonnées  du  centre  C  et  ple  rayon  de  ce 
eercle. 
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Lcs  valeurs 

R  ^'  R 

doivent  sausfaíre  aux  valeurs  de  X|  et  de  y^  de  réquation 

C'  —  C"  =  2p  (R  —  R'). 

Pour  faíre  celle  subslitulion  avec  facililé,  il  est  évident 
qu'il  suffit  de  multiplier  le  preniier  inembre,  qui  est  du 
premier  degré  en  X|  et  en  y^ ,  par  ^—^  et  de  reirancher 
^  ^-^  —  1  fois  le  terme  constant  R'^  —  R«  —  «'^  _  p'J;  ce 
qui  donne  : 

/Rj^J  ^^^  _  ^,^^  ^  p  j.^,^  ^  ^,,  ^  Ri_  R'i]  =  2p  (R  -  R') 
ou 

(R  +  p)  (C'  -  C")  =  p  [(R  -  R')*-  a'«-  p"]. 

On  a  de  la  méme  maniére 

(R  -I-  p)  (C'-  C'")  =  p  [(R  —  R")»—  «"•—  p"«]. 

En  éliminant  p  entre  ces  deux  équations  du  premier 
degré  en  x^,  y^y  il  vient : 

C'— C"  C'  — C'" 

a'«_Hp'«  — (R  — R')»"^  «"«  ^  P"«  —  (R  —  R")« 

pour  le  lieu  du  point  de  contact  du  cercle  C. 

Ce  lieu  est  une  droite;  de  sorte  que  le  point  de  contact 
cherché  se  trouve  á  rinterseclion  de  cette  droíte  et  du 
cercle  C'.  En  remplacant  C',  C'et  C'par  Ieursvaleurs,on 
irouve  pour  Téquation  de  cette  droite  : 

2a'x,  -f-  2p'v,  -+-  R"—  R*—  a'*—  p'* 

«''-t-p"— (R  —  RT 

2a"x,-^  2p"yi-l-  R"«-  R«-  a"«~-  p'^ 
""  «"«^  p"«-  (R  -  R")« 
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Ën  ajoulant  runíté  á  chaque  membre,  il  vienl: 
a'x,  -♦-  p'yi  -♦-  R  (R'-  R)       o!'x^  -♦-  p"y,  +  R  (R"  -  R) 


a 


"  H-  p''-  (R  -  R')«  «"•-*-  p"*  -  (R  -  R'/ 


GeUe  droíte  passe  évidemment  par  l'intersection  des 
deux  droites  : 

«%  -^  p'y,  -4-  R  (R'  -  R)  =  0,    «"xi  ^.  p"y,  -^  R  (R"  -  R)  =  0. 

La  premiére  de  ces  droites  est  la  polaire ,  par  rapport 
au  cercle  G^  du  cenlre  de  similitude  de  G'  et  C'" ;  la  seconde 
droite  est  la  polaire,  par  rapport  au  ccrcle  G',  du  ccntre 
de  símilitude  de  G'  et  G'";  de  sorte  que  rintcrsection  de 
ces  droiles  est  le  póle,  par  rapport  au  ccrcle  G',  de  Faxe 
de  símilitude  des  trois  cercles  G',  G",  G'".  D  oú  cctte  rëgle 
pratique  : 

Chercher  par  rapport  aux  cercles  G',  G",  G'"  les  póles  ir, 
tt',  tc"  d'un  axe  de  similitude;joindre  cespoints  w,  tt',  jt"  au 
centre  radical  a.  Si  ces  trois  droiles  aii,  n'a^  r"n  (flg.  179) 
coupent  les  trois  cercles  donnés  G',  G",  G'"  cliacun  en  deux 
points :  i,  e;  i',  e';  i",  e",  les  trois  points  i,  i',  i"  appartien- 
nent  á  l'un  des  cercles  tangents  aux  trois  cercles  donnés  et 
les  trois  autres  e,  e',  e"  détermineront  le  second  cercle.  Les 
trois  aulres  nxes  de  similitude  feront  connaitre  les  six 
autres  cercles  tangents  aux  trois  cercles  donnés. 

É^aaClM  polalre  da  eerele. 

M9.  Soient  O  le  póle,  OF  la  droite  fixe  passant  par  le 
centre  G  de  la  circonférence  de  rayon  R,  OG  =  c(,  M  un 
point  quelconque  de  ceite  courbe.  Désignons  par  0M=  p  y 
6o  =  angle  M0G,les  coordonnées  du  point  M  (fig.  180). 
Le  (rianglc  obliquangle  MOG  donne  : 

OM  -^  OC  --  20M  X  OC  X  cos  «  =  SC* 
et  p'  —  2(/p  cos«  -+-  d*  —  R"=  0. 
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En  résolvant  ceUe  équation  pnr  rapporl  á  p,  il  vient : 

p  =  d  C08u>  =b  V/Ri_  í/»8i„««. 

Cette  expression  de  p  fait  voir  que  pour  toute  valeur 
positive  de  gd,  il  y  a  deux  valeurs  inégales  de  p,OM  et  OM', 

Fif.  180. 


qui  sont  réelles  si  cP  sin^Go  <  R^.  Ges  deux  valeurs  sont 
égales  lorsque  la  sécanle  OMM'  dcvicnt  tangente;  alors, 
le  radical  s*annule  et  lon  a  pour  le  rnyon  vecteur  : 

p  =s  CÍ  COS  0, 

valeur  fournie  par  le  triangle  OGT  qui  donne  : 

OT  =  OC  cos  TOC    ou     p  =  cl  cos  «, 
CT  =  OC  sin  TOC    ou    p  «=  d  sin  u. 

£n  désignant  par  p',  p"  les  deux  racines  de  lequation 

p'— 2dpCos«-*-  cP— R'=0, 

on  a  pour  leur  sonnmc  : 

p'-*-p"=2rfcos«    ou    0M-+.0M'=20H, 

GH  étant  la  perpendiculaire  abaisséedu  centresurlacorde 
M'M. 

De  I  egalité  précédente,  on  tíre  : 

M'M 


2 


=  M'H. 
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Donc,  la  perpendiculaire  abaissée  ducenlresur  une  corde 
partage  celte^i  en  deuxparties  égales.  On  a  pour  le  produit 
(les  racines 

ee  produit  est  constant  et  reste  ]e  niéme  pour  une  autre 

sêcante  quelconque  ON'N,  íssue  du  point  0.  De  sorte  que 

Ton  a  : 

OM  X  OM'  =  ON  X  ON', 

eomme  on  le  démontre  en  Géométríe. 

Sí  le  póle  0  est  á  rextrémité  A  du  diamétre  ACB,  d=R 
ei  I  equation  précédente  du  cercle  devient : 

p  ==:2Rcos», 

équalion  trés-simple  qui  prouve,  comme  celle  qui  précêde, 
qu'á  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  decdcorres- 
pondent  des  valeurs  égales  de  p ,  et  qu'ainsi  le  diamétre 
partage  le  cercle  el  la  circonférence  en  deux  parítes  égales  et 
superposables. 

En  faisant  passer  gí  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis 
0*^  jusqu'á  90%  le  rayon  vecteur  p  passe  lui-méme  par 
Kfites  les  valeurs  correspondantes  depuis  le  diamêtre  2R 
jusqu  a  zéro,  et  le  lieu  décrit  par  le  point  M  est  la  circon- 
férence,  cest-á-dire,  le  lieu  décrit  par  les  sommets  M  de 
tous  les  triangles  rectangles  AMB  qui  ont  méme  hypoténuse, 
le  diamétre  AB. 

Enfin,  si  cí  =  0,  on  a  p  =  R,  comme  cela  doit  étre. 


870.  I.  Êtant  donné  un  cercle  de  rayon  mobile  0M=Ri 
de  l'extrémité  M  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur 
un  diamétre  fixe  AOB,  et  du  pied  P  on  abaisse  une  seconde 
perpendiculaire  PN  sur  le  rayon  OM.  Chercher  le  lieu  dicrit 
par  le  point  N. 
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Prenons  le  diamétre  AOB  pour  droite  fixc  et  désignons 

par  (ú  langle  que  le  rayon  vecieur  ON  =  p  fait  avec  cette 

droite.  On  aura  dans  les  triangles  rectangles  ONP,  ONQ  et 

OMP(fig.  181): 

p'=OPxOQ; 

mais  OQ  =  p  cos  &    ci    OP  =  R  cos « ; 

d  oú,  cn  substituant : 

II  est  facile  de  voir  que  la  courbe  est  symétrique  par 

rapport  aux  deux 
diamêtres  rectangu- 
laires  AOB,  DOE, 
puisquc  lcs  valeurs 
de  p  sont  les  mêmes 
pour  des  arcs  égaux 
et  dc  signes  contrai- 
resdeco.Cesvaleurs 
de  p  vont  en  dimi- 
nuant  dans  le  pre- 
mier  etiequatriéme 
quadrans  á  partir 
j  de  w  =  ±  0*  jus- 

1  quaw==fc90%va- 

leur  pour  laquelle  p  =  0;  comme  pour  &>  =  180''  =b  a,  le 
cosinus  ne  change  pas^  la  courbe  a  la  ménie  forme  dans 
le  deuxiéme  et  le  troisiéme  quadrans.  On  a  donné  á  cette 
coiirbe  le  nom  de  lemniscate;  elle  a  la  forme  d'un  huit 
renversé.  £n  remplacant  p^  et  cos'ci)  par  leurs  valcurs  dans 


l^équation 


p?«=R«C08*«, 


on  trouve  pour  réquation  de  cette  courbe  en  coordonnées 
ordinaires  : 
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On  peui  d  aílleiirs  trouver  cetie  équation  directemeni  de 
la  maniére  la  plus  simple. 

Si  lon  cherche,  d aprës  les  procédés  connus,  les  poínts 
remarquables  de  ia  lemniscate,  on  trouve  qu'elle  présente 
les  poínts  maximum  donnés  par 

21/5XR 


x  =  ázy—h     el    y  = 


27  "'  9 

On  a,  en  eflet,  pour  la  tangente  trigonométrique  de 
Tangle  que  la  langente  en  un  point  queleonque  dc  la  courbe 
faít  avec  Taxe  des  x : 

dy       l>^x[2V^R"'-5l^x«] 

En  égalant  le  numérateur  de  cette  fraction  á  zéro,  on 
obtient  les  points  qui  précédent  oú  la  courbe  s'éléve  á  son 
maximum,  et  en  annulant  le  facteur  V  R* — )^x^  =  0,  on  a : 

a:  =  =bR, 

c'est-á-dire  les  points  A  et  B  oú  la  tangente  est  perpendi- 
culaire  á  Taxe  des  x.  On  voit  d'ailleurs  par  réquation 

(x'-+.y«)»=RV 

que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes,  puísque, 

pour  des  valeurs  égalcs  et  de  signes  contraires  de  x,  celles 

résultantes  de  y  sont  aussi  égales  et  designesconlraires^ei 

réciproquement;  que  les  quatre  branches  de  la  courbc  pas- 

sent  par  Torigine,  le  centre  du  cercle,  puisque,  pour  y  =  0, 

on  a : 

RV=x*: 

il  y  a  donc  quatre  valeurs  de  x  qui  sont  nulles. 

S71.  II.  Le$  cordes  d'intersection  d'un  cercle  fix^  por 
des  cercles  variables  passant  par  deux  points  fixes  se  cou- 
pent  toutes  en  un  méme  point. 
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Dirigeons  Taxe  des  x  suivant  les  deux  points  fixes  A  et 
B.  Placons  lorigine  des  axes  rectangulaíres  au  milieu 0  de 
la  droite  AB  =  2c  (fig.  182).  On  aura  : 

x«-4-y'-2p'y-c«=0, 

pour  les  équations  de  deux  cercles  de  cenlres  C  et  G', 
p,  P'  étant  les  ordonnées  OC,  OC'. 

Fif.  181. 


Soit  (x  —  o)«  +  (y  —  6)»=  R* 

réquation  du  cercle  fixe  O',  a  et  6  étant  les  coordonnées  du 
centre  et  R  le  rayon.  En  combinant  cette  équatíon  par 
soustraction  avec  les  deux  équatíons  précédcntes,  on  aura 
poUr  les  deux  cordes  dlntersection  MN,  M'N'  les  équa- 

tions : 

4aa:  ^-  2  (6  —  p)  y  -♦.  R«  —  a«—  6«— <?— 0, 

2ax -♦- 2  (6  —  p') y -*■  R'  — a*  — 6»— c'^O. 

II  est  évident  que  ces  deux  droíres  se  coupent  en  un 
méme  point  I  sur  Taxe  des  x. 
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Tous  les  cercles  G,  C',  etc...,  ont  la  droíte  AB  pour  axe 
radical. 

399.  III.  Un  tríangle  ABC  est  inscrit  dans  un  cercle 
donné.  Des  extrémités  fixes  k  et  B  de  la  cords  AB,  m 
abaisse  des  perpendiculaires  AH,  BH'  sur  les  cótés  mobiles 
BCy  AC.  Chercher  le  lieu  décrít  par  le  point  M,  intersecHon 
des  perpendiculaires  XH,  BH'. 

Fig.  183. 
Y 


Comiiie  précéderament  (371),  pla^ons  rorígine  des  coor- 
données  rectangulaires  au  point  0,  milíeu  de  la  corde 
AB  =  2c(fig.  183). 

On  aura  : 

pour  réquation  de  la  círconrérence  circonscrite  au  tríaDgle. 

Soient  x\  y'  les  coordonnées  du  point  C. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  BC  étant -^ Ja 
droite  AH  qui  lui  est  perpendiculaire  aura  pour  équaUon : 


c 


y=— 


(x  —  c). 
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Comme  elle  passe  par  Ic  lieu,  dont  les  coordonnées  sont 
Xf,  y^y  il  viendra : 

yi  = p— (xi— c)      ....    {i). 

L'équation  de  BH'  est : 

y'= ;— (Xi-I-C) (2), 

x'*-t-i/"— 2py'  — c'  =  0    ....     (5). 

Ce  systéme  de  trois  équations  détermine  le  lieu ;  des 
deux  premiéres,  on  tire 

ce  qui  prouve  que  les  trois  hanteurs  du  triangle  se  eou- 
pent  en  un  méme  point.  Cette  valeur  dex'  dans  (3)  donne  : 

,       c«-.TÍ 

y  = 

yi 

En  remplagant ces  valeurs  de  x'  et  de y*  dans lequation 

c«=y"-2Sy'.f-x", 
on  a  : 

d'oú  yí  -^  «í  -*-  2?y,  —  c»  =  0 

pour  Féquation  du  lieu,  qui  est  un  cercle  égal  et  symétrique 
au  ccrcle  circonscrit  au  triangle  ABC,  puisqu'íi  a  lc  méme 
rayon  et  que  leurs  centres  sont  situés  sur  Taxe  des  ordon- 
nées,  á  égale  distance  de  I'origine. 

On  voit,  par  ce  quí  précéde,  que  les  circonférences 
passant  par  dcux  des  sommets  d*un  triangle  ABC  et  par  le 
point  de  concours  M  des  hauteurs  sont  égales  á  la  circon- 
férence  círconscrite  au  triangle,  comme  on  le  démontre  en 
Géométrie  synthélique. 
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Fig.  i84. 


S78.  IV.  Un  cercle  de  centre  fixe  et  d'un  rayon  variable 
rencontre  deux  droiíes  données  AB,  CD  en  R,  S,  R',  S'. 

Chercher  le  lieu  décrit 
» .  par  l'intersection  M  des 
perpendiculaires  SM, 
S'M  aux  deux  droites 
AB,  CD. 

Sí  l'on  prend  les 
deux  droites  données 
pour  axes  coordonnés, 
en  désignant  parOran- 
gle  qu'elles  font  entre 
eiles,  on  aura  pour  dé- 
terminer  le  lieu  les  deux  équations  des  perpendiculaires 
SM,S'M: 


ji  H-  X|  cos 0  —  p  —  a  cose  —  l^R*  —  a'  sin'o  =  0 , 

ffiCose  -¥-  X|—  a  —  p cosfl  —  \/R*  —  p* sin*e  =  0. 

En  éliminant  le  rayon  variable  R,  on  trouve,  aprés 
réduction^  pour  Téquation  du  lieu  : 

yí  —  xï  -+-  2«j:i  —  %,  =0; 

c'est,  comme  on  le  voit,  une  liyperl>ole  équilatêre  qui  passe 
par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  et  qui  a  méme 
centre  que  le  cercle. 

S74.  V.  Lecentred'un  cercle  de  rayon  constant  R  se  meut 
sur  une  droite  donnée  BD.  On  joint  le  centre  mobile  C  i 
un  point  fixe  A  par  la  droite  AMC.  Chercher  le  lieu  décrit 
par  le  point  M,  intersection  de  la  droite  AC  et  du  cerck 
mobile, 

Du  point  A,  abaissons  une  perpendiculaíre  AO  =  6  sur 
la  droile  BD,  les  axes  coordonnés  étant  dirigés  suivant 
BODetOA(flg.  185). 
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On  a,  en  désígnant  par  X|,  j/j  les  eoordonnécs  du  point 
M,  pour  l'équation  de  la  droite  AG  : 


Vi      ^i 
—  -f-  —  =  i 

0  a 

ei  pour  celle  de  la  circonférence : 

a  élant  rabscisse  OC  du  centre  du  cercle. 

Fig.  I85^ 
Y 


•  ■ 


•  (1) 


(2), 


On  trouve  pour  le  lieu  l'cquation 


*y=(y-t)'{R'-y*),   =c  = 


(y  -  6)  l/R«  -  y' 


La  plus  grande  valeur  que  lon  puisse  donner  á  y  est 

y  =  ztR, 
ce  quí  donne  :  x  =  0. 

Les  valeurs  de  y  allant  en  diminuant  k  partir  de  y  =  R, 
celles  de  x  vont  en  augmentant,  et  pour  j/  =  0,  x==oo  ; 
ce  qui  prouve  que  Taxe  des  x est  lasymptote de la  courbe  : 

S8 
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on  donne  h  cetle  courbe  le  nom  de  condunde.  Son  équa- 
tíon  est  trés-simple  en  coordonnées  polaíres. 

Sí  nous  pla^ons  le  póle  en  A ,  en  prenant  laxe  des  y 
pour  la  droite  fixe,  a>  étant  Fangle  que  le  rayon  vecteur 
AM  ou  AM'  fait  avec  eelle-ci,  on  aura  : 

6 


AC  = 


cos» 


suivant  qu*on  voudra  obtenír  le  point  M  ou  le  point  M' 
situé  d'un  cóté  ou  de  Tautre  de  la  droite  BOD,  il  viendra : 

6 


R. 


cos» 


Cette  courbe,  aínsi  quon  la  déjá  dít  (233},  possêde, 
comme  les  coniques,  un  foyer  qui  est  situé  sur  son  axe  de 
symétrie,  au  point  A. 

S76.  VI.  Une  droite  AB^  de  Umgueur  constante,  se  tneut 
de  maniére  queses  extrémités  sappuient,  lapremiére  A  swr 
une  circonférence  de  cercle  de  rayon  R  donné  et  la  seconde 
B  sur  une  droite  CBX  passant  par  le  centre  du  cerde. 
Chercher  le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque  M  pris  swr 
cette  droite. 

Fif.  186. 
Y 


Pla^ons   rorígine   dcs  coordonnées  rectangulaires  au 
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centre  du  cercle,  el  désignons  par  X|,  y^  les  coordonnées 
du  poínt  M. 

Posons  AB  =  /,  BM  =  a,  OQ  =  x',  AQ  =  y'  (fig.  1 86). 

Les  triangres  reclangles  semblables  BMP,  BAQ,  ainsi 
que  AIM,  BPM  donnent : 

y:yt  =  l:a (i), 

y'  —  yi :  x,  —  x'  =  y, :  l/o*  —  y]    .     .     .     (2). 

En  y  ajoutant  Téquation  du  cercle  : 

y'« -*.  ar'^  =  R« (3), 

on  obtíent  pour  lequalion  du  lieu  : 


Xi  = 


[l  -  a)  l/a»  —  y?  -h  l^aW  —  PyJ . 


Si  lon  y  fait  ?/  =  0,  on  a  : 

X  =  =b  R  zb  (í  —  a). 

La  valeur  de  x  est  imaginaíre  lorsque  y  >  ^  ou  >  a. 
37«.  VIL  Chercher  fe  /fet<  de«  points  réciproques  d'une 

Fif.   187. 


circonférence  de  cercle  0'  de  raj/on  r,  por  rapport  á  une 
circonférence  0  de  rayon  R. 
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PlaQons  rorigine  des  axes  reclangulaires  au  centre  0  et 
dirígeons  Taxe  des  x  suivant  la  droile  OO'. 

Les  triangles  semblables  OMP,ONQ  (fig.  187)  donnent : 

« 

y,:y'=x,\x'    .     '.     .     .     .     .    (1), 

x^y  j/i  étant  les  coordonnées  du  point  M  du  lieu  et  x',  y' 
eeiles  du  point  N  appartenani  au  cercle  0'  dont  Féqua- 

lion  esl 

y'«  +  (x'_a)»  =  r' (2), 

a  représenlant  la  distance  des  cenlres.  Mais,  les  poínts  M 
ct  N  étant  réciproqucs,  la  polaire  du  point  N  doit  passer 
par  M;  la  polaire  du  point  N  est  la  corde  de  contact  T'  T' 
qui  passe  aussi  par  M.  On  a  donc  : 

x,x'  -H  y^y'  =  R' .     .     .     .  .     (3). 

Au  moyen  de  ces  trois  équatíons,  on  irouve  pour  le 

lieu  : 

,      2aR'x,  R* 

y\-^A-  1 7=  -, i' 

ar — r       r' — cc 

qui  est  un  cerclc  dont  lc  cenire  se  trouve  sur  la  droite  des 
cenlres  OO'.  On  a,  en  effei: 

,       I  «R'    V      _I^r»_ 

^    "*"  r       «'  — rV  ■"(a*-'r*)«' 

Pour  obtenir  le  centre  0"  de  ce  cercle,  il  faut,  du  eenlre 

0,  menerla  tangente  OT  aucercle  O'etcliercherla  polaire 

AA'  du  point  T  ;  celte  polaire  rencontre  la  droite    des 

centres  au  point  0"  qui  est  le  centre  du  cercle.  En  effet, 

on  trouve : 

R»  =  OD  X  OT. 

Les  deux  iriangles  reclangles  ODO",  OO'T  donnent: 

00'  X  OD         aR« 


00":00'  =  OD:OT;     doú     00"  = 


OT  a'—r» 
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En  désignant  lc  rayon  du  ccrcle  O''  par  p,  on  a  : 


P  =  r  X 


a«— r* 


OA 


on  voilquc  ce  rayon  esl  proporlionnel  au.rapporl^^  . 

811.  VIII.  Êtant  donnéun  cercle  de  diamétre  AB=  2R, 

Pig,  ,8jj,  á    Vexlrémilé    B    on 

méne  une  tangentej  et 
au  point  A  une  sé- 
canle  quelconque  AIÏ. 
On  porte  sur  celle'CÍ , 
á  partir  du  point  A, 
une  /on</wetír  AM=IT. 
On  demande  le  lieu 
du  point  M. 
X  Lorigine  dcs  axes 
reciangulaires  é(anten 
A  et  laxe  des  x  dirigé 
suivant  AB(lig.  188), 
soient  AM  =  IT  et 
ap^,!/,  los  coordonnées 
du  point  M. 
On  a  : 

AP  =  BH  =  x,     cl     ÍH'=(áR  — ír,)^i- 
Les  deux  triangles  rectangles  semblables  AMP,  AIH 
donnent  : 

d'oú 


X, :  y,  =  2R  —  x, :  i^x,  |2R  —  x,); 


2R  — X, 


telle  est  réqualion  de  la  cissoïde.  Celle  courbe  est  formée 
de  deux  branches  syméiriques  par  rapport  á  Taxe  des  x; 
comme  elle  n'a  aucun  point  dans  Ic  sens  des  x  négatifs. 
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Ics  valeurs  de  y  grandissent  avec  celles  de  x,  Au  fur  ei  á 
mesure  que  la  valeur  de  x  se  rapproche  du  diamétre 
AB  =  2Ry  les  valeurs  des  ordonnées  deviennent  de  plus 
en  plus  grandes,  et  pour  x  =  2R,  y  =  oo  . 

Donc,  la  tangente  en  B  est  une  asymptote  aux  deux 
branches  de  la  courbe. 

Si  Ton  place  le  póle  au  point  A  et  qu  on  prenne  le  dia- 

métre  AB  pour  la  droite  fixe,  &>  ei  p  désignant  les  coor- 

données  polaires  du  point  M,  on  trouvc  pour  Téquation 

polaire  de  la  cissoïde : 

P  =  2R  tg  »  sin  a. 

Cetie  courbe  est  due  &  Dioclés  qui  la   trouvée  pour 

résoudre  lc  probléme  de  la  duplication  du  cube  si  fameux 

chez  les  aneicns. 

87S.  IX.  Deux  droites  OX,  OY  se  coupent  á  angle  droit. 

Sur  la  seconde  se  tnetit  le  centre  C  d'un  cercle  de  rayon 

variable  OC,  Chercher 
le   lieu  décrit  par  le 
point  de  rencontre  de 
cette  circonférenceavec 
une  droite  passant  par 
le  centre  C  de  ce  cercle 
el  par  un  point  fixeX 
situé  sur  la  droiteOX. 
Prenons    les   deux 
droiles  rectangulaires 
OX,  OY  pour  axes 
coordonnés ,    et    soit 
OA  =  a   (fig.  189). 
L'équation  de  la  cir- 

conférence  ayant  son  centre  situé  sur  Taxe  des  y  et  dont 

le  rayon  OC  =  P  est : 

a^i-^y?  — 2l3y,  =  0 (I), 

Xi,  yi  étant  les  coordonnces  du  líeu. 
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On  obtienc  pour  réquah'on  de  la  droíte  AG  : 


-í  -f-  ^  ==  i 

a       p 


(2). 


[  En  substituant  la  valeur  de  |3  tiréede  Téquation  (2)dans  (1 ), 
on  a  réquation  :  /a-—x 

yi  =  =t  X|  \/ 1 

^    a  -♦-  Xi 

qiii  est  eelle  de  la  sírophoïJe  (íig.  189).  Cette  courbe, 
symélrique  par  rapport  á  Taxe  des  x,  a  évídemment  une 
asymptote,  paralléleá  Taxe  des  y  5  une  distancex|= — a 
de  rorigine.  Pourx  =  |(l/5  —  l),  la  valeur  de  y  s'éléve 
a  son  maximum  ;  c  est,  comme  on  le  voit,  le  cdté  du  déca- 
gone  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  a. 

SIS.  X.  Chercher  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  A  sur  les  langentes  á  une  circonférence 
donnée.  ^.^  ,^^ 


On  peut  toujours  prendre  le  point  A  pour  origine  des 
eoordonnées  rectangulaires;  faíre  passer  Taxe  des  x  par  ce 
point  et  par  le  centre  de  la  circonférence  de  rayon  R 
(fig.  190). 
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De  sorte  que  réquation  de  eelle-cí  sera 

a  étant  égal  á  AC. 

x',  y'  étant  les  eoordonnées  du  point  de  contact  de  la 
tangente  MT  et  Xi,  ?/«  celles  du  lieu,  on  aura  : 

yy +  (x,— a)(x  —  «)  =  R«.     .     .     .     (1), 

y' 

et  yi  =  -; ^i (2), 

X  —  a 

pour  réquation  de  la  tangente  MT  et  ccUe  de  la  pcrpen- 
diculaire  AM. 

II  vient  pour  Téquation  de  la  círconférence  en  x\  y' : 

y'«  -4-  (x'  —  a)«  =  R«  .     .     .     .     .     (3). 

Si  Ton  substitue  dans  cette  derniére  équation  les  valeurs 
de  x'  et  de  y\  tirées  des  deux  premiéres,  on  obliendra  : 

R'  (yí  -^  xj)  =  [yl  -i-  X.  (X,  -  «)]« 

pour  Féquation  du  lieu. 

En  la  résolvant  par  rapport  h  y,on  Si : 


\  /R'-2x(ír-a)       1      ,,    ,  ^,  ^  ,11^ 

y==b  V  ^ ^=b- j/[R*-!2x(x-a)]«-4-4x*[x-(«-R)][R+.- 

Des  quatre  valeurs  de  y  fournies  par  cette  équation , 
deuxseulement  seront  réelles  pour  des  valcurs  de  x>  a  —  R 
et  <a  -I-  R.  Pour  x  =  a  —  R,  on  a 

7   =áz\/ixk    ct    y=0. 

Lorsqu*on  ax  =  a-hR,  j/=0. 

Pour  des  valeurs  de  x  >  a  -i-  R,  celles  de  y  deviennent 
imaginaires.  Pour  des  valeurs  de  «  >  0  et  de  x  <  a  —  R, 
les  quatrc  valeurs  de  y  sont  réelles:  l^  celles  qu'on  oblient 
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en  prenant  le  second  rndícal  avec  le  signe  h-,  á  savoir : 

/R«— 2x(x— a)       i     , 
'=dtY/ V-|/[R'-2x(x~«)P-4x«(a-R-x)(R-^«-x) 

et  qui  apparliennent  au\  deux  branches  symétriques  DPA, 
DP'A;  2**  celles  qu'on  obtient  en  prenant  le  signe — ,  et 
qu'on  pourrait  nonimer  les  petiles  valeurs  de  y,  á  savoir  : 


,=.v^ 


—  2xfx--a^         1       / 

-- — -^— -  j/[R*-2x(x-a)]*-4x'(a-R-x)(R-4-a-x). 


2 

Ces  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires  appartien- 
nent  á  la  branche  BQA  et  á  sa  syraélrique  BQ'A.  Si  Ton 
change  x  en  —  x,  les  valeurs  de  y  du  second  radical  res- 
teront  réelles  depuís  a:=  0  jusqu'á  x  =  —  dans  le  sens 
des  X  négatifs. 

Si  Ton  cherche  les  poinls  de  la  courbe  snsceptiblcs  dc 
maximum,  on  trouve,  aprés  les  catculs  et  les  réductions : 


4a'  —  R«  dt  R  l/R*  -4-  8a* 

X==:  » 

8a 

le  signe  supérieur  se  rapportant  á  la  grande  branche  DPA , 
et  le  signe  inférieur  á  la  branche  BQA. 
En  annulant  le  facteur 

[R'  —  2x  (X  -  a)]*  -♦-  4x*  f R«  —  (x  —  a)*], 

qui  se  irouve  au  dénominatcur  du  coefficicnt  angulaire^ 

de  la  tangente,  on  obtient : 

„      R 
x=— RX  — : 

4a 

en  cepoínt,  la  tangente  á  la  courbe  est  perpendiculaire  á 
Taxe  des  x.  On  a  dcjá  vu  que  la  paralléle  x  =  a  +  R  est 

é 

aussi  tangente  á  celle-ci,  puisque  les  deux  valeurs  de  y  qui 
sont  nulles  sont  égales  et  de  signes  contraires;  d'ailleurs, 
la  circonférence  et  la  courbe  sont  tangenles  cn  ce  point. 
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L  equation  de  cetle  courbe  en  coordonnées  polaires  esi 

trés-simple.  Prenons  le  poinl  A,  roriginey  pour  le  póle,  et 

Taxe  des  x  pour  la  droite  fixe. 

En  faisant 

x  ==  p  COSC0    ct    y  =3  p  sin 6) 

dans  réquation  précédente  ,  elle  devient 

p  =  a  cos  «  -+-  R , 

(ú  élant  I'angle  que  le  rayon  vccteur  p  fait  avec  la  droiie 
fixe.  On  voit  que  cette  courbe  est  celle  connue  sous  le  nom 
de  limagon  dc  Pascal. 

8SO.  XI.  Les  deux  cótés  BT  =  a,  BN  =  b  d'un  paral- 
lélogramme  sont  constants,  Le  sommet  T  doit  se  mouvoir 
sur  !a  perpendiculaire  AT  a  l'extrémité  du  rayon  CA  =  R 

Fig.  191.  ^"  cercleC,  et  le 

Y  sommet  B  sur  la 

circonférence  de  ce 
cercle,  le  cólé  TM 
devant  étre  con' 
stamment  égal  et 
paralléle  au  cóté 
BN.  On  demande 
lelieu  décritparle 
quatriéme  sommet 
M  de  ce  parallélo- 
gramme  mobile. 
Soient  x',  y'  Ics  coordonnées  du  point  B,  ar^,  yi,  celles 

du  point  M.  Posons 

AT  =  3/"; 

on  a  pour  I  equation  de  la  circonférence, 

yt  +  x"  —  í2Rx' =  0 (I). 

Les  deux  triangles  semblables   CBQ,   TMH   donnent 

(fig.  191)  R:y'  =  6:y"-yi (2), 

R:R— x'  =  6:x, (o). 


k 
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On  a  dans  le  tríangle  rectangle  TKB  : 

(f/"-yT-^x'*  =  a« (4). 

Aprês  éliminatíon  des  variables  y\  x'y  y'\  on  trouvepour 
I  equation  du  lieu  : 

[6y,  -+.  (6  —  R)  1/6«  —  xV^  -h  R*  (6  —  x,)*  =  a*b\ 

Cette  courbe  est  du  quatriéme  degré  ;  c'est  une  espéce 
de  lemniscate  que  devrait  décrirc  rextrémité  du  piston 
appliqué  bu  parallélogramme  de  Watt, 

891.  XII.  Êtant  donnée  nne  circonférence  de  rayon  R, 
on  trace  denx  diamétres  AD ,  OC  perpendiculaires  entre 
eux.  Par  rextrémité  A  de  l'un  d'eux,  on  méne  une  sécanfe 
variable  AB  qui  coupe  l'autre  diaméíre  en  un  point  R.  Par 
cepointy  on  éléve  une  perpendiculaire  á  cette  sécante ,  et  du 
point  B,  ou  /a  sécante  rencontre  le  cercle,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  le  second  diamétre.  On  demande  le 
lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  perpen- 
diculaires. 

Fig.  19i. 

y 


Prenons  AD  pour  axe  des  y  et  OC  pour  axe  des  x 
(fig.  192). 
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Dans  le  triangle  rectangle  MRB,  on  a: 

RP*=BP.y (1). 

De  méme,  le  triangle  ABD  donne  : 

j:«=:  AI  X  ID     ou     x*  =  (R  +  BP)  (R  —  BP), 

c'est-á-dire, 

a:'  =  R«  -  SP  ' (2). 

Dans  les  triangles  semblables  AOR  et  BPR,  11  vicDt  la 
proportion  : 

R:x-RP  =  BP:RP     ou     BP.  x-BP  x  RP  =  R x  RP(5). 

Remplacant,  dans  Téquation  (3),  BP  par  sa  valeur  (irée 
de  (1),  on  obtient : 

RP'.  a?       RP'  _t 

=  — -f-RxRP,     RP.x--RP=R.y.     í*. 

.y         y 

Si  lon  substiluc  également  dans  (2),  on  trouve 


xy==v*R*  — RP;  ^'^^  rp  =  w  y*  (r«  -  x*). 

Remplagant  RP  dans  (4),  on  a  : 

X \>y«  (R*  —  X*)  — .y  i/R^?  =  R.y 
et  X*  -4-  (y»  —  R*  —  4R  .y)  x'  -+-  4R» .y  =  0; 

d'oú    y=2RÍi -5-)=fc  (i-2X-,)  l/R^ 


X». 


On  voit  que  cette  courbe,  qui  passe  par  lorigine,  esi 
symétrique  par  rapport  á  Faxe  des  y;  qu'elle  devient  ima- 
ginaire  pour  toute  valeur  de  x  >  R,  et  que,  pour  x  —  Q,y 
est  infini;  ce  qui  prouve  que  Taxe  des  ordonnéesest  asyrop- 
tote  de  cette  courbe,  qui  est  tangenle  á  laxe  des  x  á Tori- 
gine. 
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Kac0»*cie^9. 


I.  Troiiver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  pro- 
duits  des  carres  des  distances  de  chacun  d'eux  á  n  points 
iminésy  par  des  quantités  constantes  m',  m",  m"'...  soit 
égalc  á  une  quantité  donnée. 

lí.  Chercher  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des 
distances  de  chacun  d'eux  á  deux  droites  et ,  en  généraly  á 
plusieurs  droites  données ,  soit  constante. 

III.  Sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  on  con- 
struit  un  rectangle  variable  OABC  ayant  un  périmétre 
donné  2a :  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  C  sur  ía 
diagonale  AB  passe  par  un  point  fíxe. 

IV.  D'un  point  fixe  P  on  méne  des  tangentes  aux  cercles 
qui  passent  par  de\ix  points  donnés :  trouver  le  lieu  du 
point  oú  la  corde  des  contacts  renconlre  le  diamétre  qul 
passe  par  le  point  P. 

V.  Lcs  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagonales 
d'un  quadrilatére  complet,  comme  diamétres,  ont  deux  á 
deux  méme  axe  radical. 

VI.  Chercher  le  lieu  du  point  tel  que  les  cordes  de  con- 
tact  des  tangenles  menées  de  ce  point  á  trois  cercles  donne's 
se  coupent  en  un  méme  point. 

VII.  Étant  donnés  divers  cercles  qui ,  pris  deux  á  deux, 
admettent  le  méme  axe  radical ,  si  un  cercle  variabte  coupe 
devx  de  ces  cercles  sous  des  angles  constants,  it  coupera 
igalement  chacun  des  autres  cercles  sous  unangle  constant. 

VIII.  Êtofit  donnés  une  circonférence  et  un  point  P,  un 
angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  placé  en  P. 
Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  menées 
á  la  circonférence,  aux  poinls  de  rencontre  avec  les  cótés  de 
Vasigle. 
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CHAPITRE    XXI. 


»E   L'ELLIPSB. 


889.  Nous  avons  vu  (197)  que  1  eqnation  de  reliipse 
rapportée  á  son  cenlre  0  et  á  ses  axes  de  symétrie,  prís 
pour  axes  coordonnés,  est : 

la  qnantité  F'  étanl  positive;  car,  si  elle  était  négaiive, 

réquation 

My»  ^  Nx'  =  —  F' 

serait  absurde,  et  ne  pourrait  représenter  aucun  point  réel, 
en  admetlant  que  M  et  N  soient  aussi  positifs. 

Si,  dans  la  premiére  équation,  on  fait  sucessivement 
y  =  0  eix  =  Of  pour  avoir  les  points  oú  la  courbe  ren- 
contre  Taxe  des  x  et  celui  des  y^  íl  viendra : 

Nx*  =  F'    et    wy  =  F'. 

Si  lon  représente  ces  valeurs  de  x  et  de  y  para  et  par 

b,  on  aura  : 

F'  F' 


a' 


et  réquation  homogêne  de  rellipse  deviendra,  en  divisant 

par  F' : 

y'       x' 

/>'       ar 

2a  et  26  étant  les  longueurs  de  ses  axes  de  symétrie, 
AOA'  =  2a,  BOB'  =  26  (fig.  195). 

En  chassant  les  dénominateurs,  il  vient : 

ay  ■+-  6  V  =  a  V, 

qui  est  aussi  la  forme  de  Féquation  de  lellipse  dont oo 
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fait  souvcnt  usage.  £n  la  résolvant  par  rapporl  á  j/,  on 

obtient : 

6   / 

^  a 

On  voit  qu'á  une  valeur  positive  ou  négative  de  x  plus 
petite  que  OA  =  o  correspondent  loujours  deux  valeurs 

égales  et  de  signes 
contrairesdey;ce 
qui  prouve  que 
Taxe  des  acAOA' 
partage  la  courbe 
et  toutes  les  cor- 
des  MM',  m\ 
qui  lui  sont  per- 
pendiculaíres,  en 
deuxpartieségales 
et«  superposables 
(fig.  193). 
£n  résolvant  de  méme  Téquation  par  rapporl  á  x,  on  a  : 


X 


6  ^ 


Pour  toute  valeur  de  j/  <  6,  il  y  a  aussi  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  x.  Donc,  Taxe  des  ordou- 
nées  partage  aussi  la  courbe  et  les  cordes  qui  lui  sont  per- 
pendiculaires  en  deux  parties  égales  et  superposables. 

A  mesure  que  xaugmente  depuis  0  jusqu'á  a,  les  valeurs 
de  j/,  en  restant  toujours  égales  et  de  signes  contraircs, 
diminuent  depuis  :i=  6  jusqu'á  zéro. 

Pour  tout  point  qui  se  trouve  sur  rellipse)  le  trinóme 
á^y^  -♦•  ft'^c*  —  fl*^*  ^sl  litil.  Pour  tout  point  pris  en 
dehorsy  il  est  positif,  puisque  pour  une  méme  abscisse  xja 
valeur  de  Fordonnée  eorrespondante  est  plus  grande  pour 
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un  point  cn  dehors  dc  la  courbc  que  pour  un  poínt  pris 
sur  celle-ci;  pour  tout  point  qui  sc  trouve  á  rintérieur  de 
rellipse,  le  trinóme  a^íp-  -h  6*x*  —  a^ft*  est  négalir. 

393.  Gherchons  le  plus  grand  et  le  plus  pctit  de  tous 
les  diamétres  de  rellipse. 

On  a  pour  la  distance  OM  du  cenirc  de  rellipse  á  un 
point  quclconque  de  la  courbe  : 


OM  =  Vx"  ^  y\ 

ct,  en  rcmpla^ant  y"^  par  sa  valeur  lirée  de  Téquation  de 
celle-ci  : 


<>-v/M^>'- 


Si  2a  esl  le  grand  axe  et  26  Ic  petit ,  a  est  toujours 
plns  grand  que  b  ;  la  quantité  a*  —  6*  est  toujours  positive. 
Comme  x  =  a  est  la  plus  grande  valeur  que  Ton  puísse 
donner  á  o;,  il  s'ensuit  que  la  plus  grande  valeur  de  OM 
répond  a  a:  =  a,  cc  qui  donne 

OM  =  a; 

donc,  le  plus  grand  de  tous  les  diamétrcs  est  le  grand  axe 
A'OA  =  2a. 

La  valeur  minimum  de  OM  correspond  évidemment  á 
o:  =  0;  ce  qui  fournit  pour  la  plus  petite  valeur  du  radíeal : 

OM  =  6. 

Donc,  le  pctit  axe  BOB'  est  le  plus  petit  de  tous  les 
diamétres. 

Constractlon  de  l^clllpoe. 

394.  Cherchons  a  quelles  conditions  un  point  M;  pris 
dans  un  plan,  dccrit  une  ellipse. 

Supposons  que  ce  point  M  soit  situé  sur  une  droite  mo- 
bile  AB  de  longueur  constante  a  +  6  dont  les  extrémílés 
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A  et  B  glÍ3sent  sur  deux  droites  reetangulaíres  OX  et  OY 

<fig.  194). 
Soient 

0P=X4,    MP=:y,,     BM»a,    AM=6. 
Les  triangles  rectangles  semblables  BMQ,  AMP  donnent : 


6  a 

quí  est  Féquation  d*une  ellipse  dont  2a  et  26  sont  les  axes. 


De  lá  résulte  la  eonstruction  suivante  : 

PreiBíer  pracédé.  D'unpoint  Bprís  sur  l'axe  0Y|  et  avec  une 
otiverture  de  compas  égale  á  a  +  b,  on  décrit  une  circonfé- 
rence  qui  coupe  l'axe  OX  en  deux  points  A  et  A'.  Á  partir 
du  point  B,  on  prend  sur  les  droites  BA  et  BA'  des  lon- 
gtieurs  BM  et  BM'=a  :  les  points  M  et  M'  sont  évidemment 
des  points  de  Vellipsey  comme  leprouve  l'équation  précédente, 

On  voit  donc  que  tout  point  pris  sur  une  droite  mobiley 
de  longueur  constante,  dont  les  extrémités  se  meuvent  sur 
les  deux  cótés  d'un  angle  droit,  décrit  une  ellipse  ayant 
nour  demi-axes  les  deux  segments  de  ceite  droite. 

S9 


430 


SECONDE  PARTIE. 


S96.  Dfniieme  procédé.  Par  un  point  H  pris  sur  Taie 
YOY',  menons  la  droile  HR  =  a  —  6,  el  prolongeons  cetle 
droite  d'une  longueur  RM  =  6  (fig.  194);  de  sorle  que 
HM  =  a.  Soient  MP  =  yi,  OP  =  HI  =  x^.  Les  triangles 
rectangles  MHI,  MRP  étant  semblables,  il  vient : 


MP 
MR 


MI 
MÏÏ 


ou     — 


b 


»/tt«- 


ce  qui  prouve  que  le  pointM  appartientá  rellipse  dont  a  et 
6  sont  les  demi-axes. 

Donc,  si  du  point  H  comme  centre  et  avec  a  —  b  pour 
rayoHy  on  décrit  une  drconférence ,  celle-ci  coupera  Vaxe 
XOX'  en  deux  points  R,  R'.  Si  Von  prolonge  la  droite  HR 
d'une  longueur  RM  =b,  le  point  M  appartiendra  á  Cellipêe. 

8M.  Troisiéme  procédé.  TraQons  un  cercle  sur  le  grand 
axe  AOA'  =2a  de  rellipse  comme  diamétre  (fig.  195). 

Fig.  195. 


Cette  corde  ayant  méme  eentrc ,  pris  pour  origine,  quc 
rellipse,  aura  pour  équation  : 

Y=i/an:i?. 
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Celle  de  relltpse  est : 

^       a 
Pour  une  méme  abscisse  x  =  OP,  on  a  la  proporlion 

Y      a 


—   » 


c'est-á-dire,  que  Tordonnée  de  rellípse  cstá  celle  du  cercle 
eomme  le  petit  axe  estau  grand. 

D  oú  résulte  la  conslruction  suivante  : 

Du  centre  0,  avec  le  grand  axe  et  le  petit  axe  commc 
diiimétreSy  on  décrit  deux  circonférences.  On  trace  un  rayou 
quelconque  ON  de  la  grande.  Au  point  I  oú  elte  rencontre 
la  pelite,  on  méne  une  paralléle  á  l'axe  des  x  :  celle'CÍ  ren- 
contre  l'ordonnée  INP  au  point  M  qui  appartient  á  l'ellipse. 
On  a,  en  eiTet,  dans  le  triangle  NOP,  ácause  dela  paralléle 
IM,  laproportion 

MP  _  01  y  _^b 

NPToN     ^"      Y""a* 

On  aura ,  par  cette  construction ,  autant  de  points  dc 
rellipse  qu*on  voudra;  en  unissant  tous  ces  points,  on 
obtiendra  le  tracé  de  la  courbe. 

897.  Quatriéme  procédé.  On  a  vu  (212)  que,  dans  IVI- 
lipse,  la  somme  des  rayons  vecteurs  menés  de  deux  poinfs 
fixes  F,  F'  á  iin  point  quelconque  M  de  la  courbe  est  égale 
au  grand  axe  2a  de  celle<i. 

Si  les  deux  foyers  F,  F'  sont  donnés,  ainsi  que  le  graiid 
axe  2a,  il  est  facile,  d'aprés  cette  définition,  de  décrire  IVI- 
Hpse  d*un  mouvement  continu. 

A  cette  fin ,  on  (ixe  aux  deux  foyers  F,  F'  les  extrémitós 
d*an  fíl  de  longueur  égale  au  grand  axe  2a.  On  fait  ensuiío 
glísser  un  style  ou  en^oo  contre  ce  fil ,  de  manicre  que 
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celui-ei  soit  toujours  tendu :  la  pointe  du  style  ou  du  crayon 
décrít  dans  son  mouvement  une  ellipse  dontles  deux  points 
íixes  F|  F',  seront  les  deux  foyers  et  2ale  grand  axe. 

Fíf .  196. 


En  effet,  soient  OP  =  ac|,  MP  =  yi,Ies  coordonnées 
rectangulaires  du  point  mobile  M, 

OF=«OF'  =  c,    FM«p,    FM  =  p'    (fig.i96). 

Les  triangles  rectangles  MPF',  MPF  donnent : 

p'"  =  yí  -^  (C  -f-  X|)«,      p«  =  yï  -H  (C  —  «i)» 

et,  par  soustraction, 

(p'-^p)(p'— p)=-4(?x,. 
Mais 

p'-4-p=2a;    dou    p' — p= ct    p'=OH -• 

a  a 

RemplaQant  cette  valeur  dans  p'^,  il  vient : 

aYi  -»-  («'—  c«)arí=  a«(a«—  c«); 
9i  lon  pose  a*  —  c«  =  6«,  on  obtient : 

a'yí  -♦-  U'x\  =  aV, 
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qui  est  bien  I  cquation  d'une  eilípse  donl  2a  et  26  sont  les 
axes. 

Pour  obtenir  le  demi-axe  6,  íl  suffit,  du  poínt  F  comme 
eentre  et  avec  un  rayon  a,  de  décrire  un  arc  de  cercle  qui 
eoupera  Faxe  des  ordonnées  en  un  point  B,  extrémité  du 
petit  axe.  On  a,  en  effet : 


888.  Réciproquement,  étant  donnés  lesaxes  2a,  26,  il 
sufBt  pour  déterminer  les  foyers  F,  F',  de  décrire,  de 
l*extrémilé  B  du  petit  axe,  avec  un  rnyon  égal  au  demi- 
grand  axe  a,  un  arc  de  cercle:  ceiui-ci  coupera  le  grand 
axe  XOX'  en  deux  points  F,F';  qui  seront  ies  deux  foyers. 
II  vient 

OF  =  OF  =  zb  i/o'  —  6*  =  =b  c. 

Si  i'on  porte  sur  Faxe  XOX',  á  partir  du  milieu  0  de 
FF',  OA  ==  OA'  =  a,  les  extrémités  A,  A'  seront  les  deux 
sommets  de  symélrie  du  grand  axe. 

Pour  avoir  d'autres  points  au  moyen  du  compas,  il  faut, 
des  foyers  F',  F,  décrire  des  circonférences  avec  des  rayons 
respectivement  égaux  aux  deux  segments  A'I,  AI,déter- 
minés  par  un  point  quelconque  I,  pris  sur  ie  grand  axe. 
On  oblienl,  en  effet : 

xV'I  H-  Al  =  AA'  =  2a  : 

donc,  les  deux  points  M,  M',  interseetion  des  deux  circon- 
férences,  appartiennent  á  l'ellipse  (íig.  196). 
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Foyers  et  dlreetrlres. 


899.  Reprenons  I*expression  du  rayon  vecleur 

FM=a--.         (Voirn<>214.) 
a 

Klle  est  toujours  posilive,  puísque  x  =  a  est  la  plus  grande 
valeur  qu'on  puisse  donner  á  x,  et  que  c  <  a.  Le  seeond 

rayon  vecleur  est  : 

cx 
F'M=a-f.  — 
a 

SoientRDR,,  R'D'R^,  (fig.196),  deux  droites  perpendi- 
culajres  á  Taxe  des  x,  á  égale  distance  OD  =  OD'  =  d  du 
centre  de  rellípse,  or,  y  élant  les  coordonnées  d'un  poíni 
quelconque  M  de  la  courbe.  Les  distances  MR,  MR'  de  ce 
point  aux  deux  droitcs  précitées  sont : 

MK  =  d  —  x,    MR'=d-*-x. 

MF      MF' 

On  aura  pour  les  rapports  ^9  g^  des  distances  d*un 
point  quclconque  de  la  courbe  au  foyer  le  plus  proche  et 
á  chacune  dos  droites  RDR^,  R'D'R'i : 


MF 

a  — 

cx 
a 

MK 

d- 

■  X 

MF' 

a«  ^ 

cx 

X  C  fv?  -¥•  CX\ 

x)      axcd-*-  cxl 


MR'      a(c/-4.x) 

Puisque  d  est  arbiiraire,  on  peut  en  disposer.  Faísons 
cd  =  á^;  d'oíi  Ton  tire  : 

a^  MF_MF'_c 

""7     ^^     MR^MR^a' 
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résullat  rcmarqiiable  qui  prouvc  quc  le  rapport  tïun  point 
quelconque  de  la  courbe  aux  foyers  et  aux  droites  RDRi, 
R' D'R'^,  est  constnnt  et  égal á\. 

Les  droiles  RDR„  R'D'R',,  perpendiculaires  au  grand 
axe  de  l'ellipse,  é  la  dislance  d  =  ^'de  rorigine,  se  nom- 
menl,  eomme  on  Ta  déjá  vu  (232),  directrices.  Le  rapport 
-  est  plus  pelit  (jjue  runité :  c'esl  pourquoi  on  a  donné  á 
celie  courbe  le  noin  d'ellipse. 

8O0.  Réciproquement,  cherchons  le  lieu  géomélrique 
des  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de  Fun  quel- 
conque  M  de  ces  poinls  á  un  point  fixe  F  et  á  une  droite 
íixe  AB  soit  constant  et  égal  á  ^. 

Abaissons  du  pojnt  F  une  perpcndiculaire  FD  sur  la 
droite  fixe  AB;  soient  OF  =  p,  OD  =  g,  de  sorle  que  le 

point    0,    que 

Fig.  i97.  ■^  ^ 

nous     prenons 

pouroriginedes 

axes    rectangu- 

^  laircs  OX  et  OY 

'         ^'      ""      ""     (fig.  197),  ap- 

partient  déjá  au 
licu  demandé. 

Soient  MP=yo  OP  =  ari,  les  coordonnées  d'un  poinl 
quelconque  de  ce  lieu.  On  aura : 

MF       V^yï-^(P  — a^i)'_P 
MH  ~"  q  -^  oci  q 

équation  qui  prouve  que  le  lieu  cherchc  a  au  moins  une 
directrice,  q  -h  x^  =  0,  á  une  dislance  x^  =  —  g  de  Pori- 
gine,  et  un  foyer  F,  x,  =p,  situé  sur  Taxe  des  x,  qui  est 
ici  Taxe  de  symétrie  de  la  courbe. 


A 

H 

y 

TW 

0 

\ 

X  D 

P    F 

B 

Y' 
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£n  développanl  i'équalion  précédenie,  il  vienl: 

9V  ■*-  (9'  —  P*)  «^i  —  2P7  (p  -^  9)  X|  =  0, 

courbe  qui  passe  par  l'origine,  comme  on  le  savait  á 
ravance,  et  qui  coupe  Taxe  des  x  é  une  distance 

apl  ess 9 

q—p 
longueur  du  grand  axe  OE  de  la  courbe.  Puisque 

OF=p    et    0C==-^. 

g  —  p 

C  étant  le  centre ,  on  aura  pour  rexcentricité : 

CF=-^5^ p=    ^ 


1—P  9—P 


»tr»í 


II  viendra  :   CF  x  CD  =     ^?    ,  =  ÓC*: 

(9-P)" 

ce  qui  prouve  que  la  droite  AB  est  bien  une  directrice  de 
la  courbe. 

Si  lon  cherche  la  position  des  foyers  en  partant  de 
lequation,  on  trouve : 

x=  — ; 

qáip 

ce  qui  donne :  x'  —  p  =  OF 

et  ^rr^P(?-^P)^Qp/ 

pour  la  position  du  second  foyer  F'. 

891.  Chercher  le  point  de  rencontre  d*une  droite  avec 
une  eílipse  donnée. 

On  sait  (386)  que,  pour  une  même  abscisse  de  Tellipse 
et  du  cerclcy  on  a  la  proportion  : 

V  6  h 

Y  a  a 
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Si  ron  considére  le  rapport  -  comme  élant  le  cosinus  de 
Tangle  par  lequel  il  faut  muhiplier  chaque  ordonnée  du 
cercle  pour  avoir  Tordonnée  correspondante  de  l'ellipse, 
on  pourra  considérer  aussi  rellipse  comme  étant  la  projec- 
tion  du  cercle  ayant  le  diamétre  AA'  commun  avec  cette 
courbe  (fig.  198). 

Fig.  198. 


Pour  chercher  le  point  d*intersectíon  d*une  droite  avec 
une  ellipse,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  construire  la 
courbe,  il  faut  regarder  ces  points  d'intersection  comme 
étant  les  projcctions  des  points  d'intersection  de  la  droite 
a\ec  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  rellipse  comme 
díamétre,  et  rechercher  ensuite  la  position  primilive  de  la 
droite  :  les  points  de  rencontre  de  celle-ci  avec  le  cercle 
feront  connaitre  les  points  de  rencontre  avec  rellipse. 

Prolongeons  la  droíte  donnée  MM'  jusqu*a  sa  rencontre 
en  R  a\ec  Taxe  AA'  de  rellipse.  Soit  S  un  point  quelconque 
pris  sur  celui-ci.  Unissons  ce  point  á  B  et  á  B',  extrémités 
du  petit  axe  et  du  rayon  OB'  =  a.  Par  le  point  I ,  menons 
IQ  paralléle  á  OB;  le  point  I'  appartiendra  á  la  droite 
cherchée,  de  sorte  que  Rl'  sera  la  droite  demandée.  Des 
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points  N,  N,  oú elle  rcncontre  le cercle,  si  lon  abaisse des 
perpendiculaires  sur  Taxe  AA^  les  dcux  points  d'intersec- 
tion  M  et  M'  de  ces  perpendiculaires  avec  la  droite  donnée 
seront  ceux  que  Ton  cherche. 


TAB^nle  el  normale  á.  I^elllpse. 

899.  Soil  y^mx-i-n 

lëquation  d'une  droite  quelconque  et 

ay-4-  6V=aV 
cclle  de  rellipse. 

Pour  les  points  oú  ces  deux  lignes  se  coupent,  les  x  et 
les  j^  ont  les  mémes  valeurs. 

En  substituant  la  valeur  de  j/,  tirée  de  la  premiére,  dans 
la  seconde,  on  aura  une  équation  du  second  degré  en  x  dont 
les  racines  feront  connattre  les  points  d*intersection  de  la 
droite avec  lellipse. 

On  obtíent: 

(a'm'  -+-  6*)  x'  -+-  ^a*tnnx  -+-  aW  —  aW  =  0, 

a^mn  dt  ab  V^ahn^  -\-  b* —  n* 
^^  a^n^^l? 

Si  la  droite  devient  tangente,  les  deux  valeurs  de  x  sont 
égales;  la quantité  sous  le  radical  s annulCy  et  lon  a  : 


n  =  l/a'm'  -*-  6'. 

En  substituant  cette  valeur  de  n  dans  réquation  de  la 
droitc,  on  obtient : 

y  =  mx  -*-  \/a*m^  -\-  6', 

quí  est  réqualion  la  pliis  générale  de  la  tangente,  pmV 
(|u'elle   est  indépendante  du  point  de  contact.   Si   ron 
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désígne  par  x'y  y'  les  coordonuées  de  ce  poini  de  contact , 
on  a  : 


x'=— 


y  =mx  -^  n=  — 


et,  par  divisíon  : 

6'x'  ,  6' 

——  ==  —  fw ;     d  oú     n  =  —  . 

«'y'  y' 

En  remplafant  m  et  n  dans  l'expression  dc  la  droite 
7y  =sfitx  +  n,  il  vient  ponr  Téquation  de  la   tangente  á 

rellipse : 

Vx'          6« 
V  == —  —r~  ^  -^ et     a'vv'  -♦-  6'xx'  ==  a'6*. 

Sí  lon  soustrait  membre  á  membre  le  double  de  cette 

équation  de 

a'y'*  -4-  6'x'»=  o'6S 

et  que  Ton  compléte  les  carrés,  on  aura  : 

a«  (y  —  yj  -^  6«  (x  —  X')*  =  oy  -♦-  6V  —  a'6% 

quí  est  toujours  Téquation  précédente  dc  la  tangente  aprés 
réduction. 

II  est  facile  de  voir  que  cette  droite  n*a  que  le  seul  point 
{x\y')áe,  commun  avec  la  droite  et  avec  la  coiirbe,  puisque 

le  irinóme : 

oy  +  6 V  —  o  V 

devíent  nul  seulement  lorsqu*on  a  : 

x  =  x',    y=»y'. 

8M.  Faisons  successivement  y  =  0  et  x  =  0  dans 
Téquation  de  la  tangente;  on  obtiendra  pour  les  valeurs  cor- 
respondantes  OT  de  x  et  OR  de  y^  oú  la  tangente  coupe 
Taxe  des  x  ei  celui  des  y  (fig.  199)  : 

0T=-,     0R  =  -. 

X'  y' 
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On  voit  quc  cette  valcur  de  OT  est  indépendante  de 
rordonnée  du  point  de  contact  (x\  y*)\  sí  Ton  fait  égale- 
ment  y  —  0  dans  l'équation 

yy'  -+-  xx'  =  o* 

de  la  tangente  au  cercle  ayant  pour  diamêtre  2a ,  on  aura 


aussi  : 


OT  ==  -  =  OT. 


D'oú  résuite  un  moyen  blen  simple  pour  mener  par  un 
point  M  une  tangente  á  rellipse  : 

On  proUmge  l'ordonnée  de  ce  point  jusqu'á  sa  rencontre 
en  M'  avec  le  cercle  décril  sur  le  grand  axe  comme  diamétrt 
(fig.  199).  Au  poínt  Wy  on  méne  la  tangente  M'T  au  cerck 
et  l'on  joint  le  point  T  au  point  M :  la  droile  MT  e$t  la 
tangente  á  Vellipse  au  point  M. 

••4.  La  longueur  PT  depuis  le  pied  P  de  rordonnée 

Fif.  f99. 
Y 


jusqu'au  poínt  T  oú  la  tangenle  renconlre  Faxe  des  x  se 
nomme  la  sous-tangente;  MN  étant  la  normale  au  poínt  de 


i 
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contact  My  PN  est  la  souS'nomiale ;  MT  et  MN  sont  les 
longueurs  de  la  tangente  et  de  la  normale.  On  a  pour  la 
sous-tangente  (6g.  199) 

PT  =  OT  —  OP  =  —  — a', 


PT 


a^— x'» 


X 

L*équation  de  la  tangente  étant : 

«  y 
celle  de  la  normale  est : 

Pour  t/  =  0,  on  a  : 

a«  — 6« 
0N  = —x\ 

Si  x'=  0,  ON  =  0,  et  si  x'  =  a, 

a*  — 6*  c 

0N= =  cX-' 

a  a 

valeur  maximum.  Si  la  tangente  passe  par  un  point  (tn,  n), 

réquatíon  sera  : 

a*ny'  -^  b^mx'  =  a'6" 

et  celle  de  rellipse  : 

ay*-4-6V'=aW, 

x'f  f/  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

En  éliminant  y'  et  x'  entre  ces  deux  équations,  íl 
vieodra  : 

,       o»  (6»m  =h  n  VaH^  -4-  6W  —  a V 

X    esBs » 

a  V  -4-  6'm" 


,  _  6*  (a'n  q=  m  l/aV^  6»m«—  aV 


M2  SECONDE    PAUTIE. 

Sí  le  point  (m,  n)  est  en  deliors  de  l'ellipse,  \e  irindme 
n%*  -h  6'ím'  —  0*0^  esl  positif ,  et  Ics  deux  valeurs  de  x' 
et  de  y'  sont  réelles  :  cc  qui  prouve  que,  de  ce  poÍDl, 
on  peut  loujours  mencr  dcux  tangentes  dificrentes  k  \a 
courhe, 

Si  le  poini  (ffl,  n)  est  situé  sur  l'ellipse,  le  trinóme, 
ainsí  que  le  radicai,  s'annulent  et  il  n'y  a  plus  qu'une  isn- 
genie. 

Enlin,  si  )e  point  (oi,  n)  est  á  rintérieur  de  relltpse,  le 
trinúme  esl  négalir,  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  sont  imsgi- 
naires  et  il  est  impossíble  de  mcner  par  ce  poíni  aucune 
(sngenic. 

SV5.  L'équation  de  la  langeiite 


y  =  mx  -I-  l/«'m'-H  fc' 

permet  de  Irouver  immédíatement  le  lieu  dccrit  par  le 
sommet  d'un  aiiglc  droit  dont  les  cótés  mobtles  sont  lan- 
genis  á  rellipse. 

Cherchons  le  produit  des  deux  racincs  dans  cctte  équa- 
lion. 

En  désignant  par  x,,  y^  les  coordonnécs  du  licu  par 
lequel  passcnt  lcs  deux  tangentcs,  on  aura,  en  raisanl  dispii- 
rallre  le  radical  : 

(tÍ  —  a*)m'' —  2miiy,  ■*■  y'  —  6'=(l, 

Si  m',  m"  sont  les  deux  valeurs  de  m,  il  vieodra  pour  le 
Iteu  demandé  : 

VÏ— 6' 

i-t-m'm  =0    011     l-t-- =0    n    t/í -t- xj  =!  d* -»- 6', 

x\  —  a'  J'        ' 

équation  qui  représente  une  circonrérencc  de  cercle  ayaiit 
pour  díaméfre  la  diagonale  du  rectangle  des  axes  de  rd- 
lipse. 
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S96.  Si  i  on  prend  pour  1  equation  de  la  ligne  droite  : 

X  COS  a  +  1/  8Ín  a  =s  (^, 

úcétant  Tangle  que  celte  droite  fait  avec  Taxe  des  x  et  d  sa 
distance  de  lorigine,  les  axes  coordonnés  étant  rectangu- 
laires,  on  aura  pour  réquation  de  la  tangente  á  rellipse  : 


X  cosa  -*-  y  sina=r  V/a*cos'a  -♦-  6*  8Ín*a 

et,  pour  déterminer  Tangle  a  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  de  contact  avec  relllpse, 

aVsina  6Vcosa 

; ,        y'= 

a'  sin'a  -*-  6'  cos*a  o'  sin'a  -*-  6'  cos'a 


x'  = 


II  vient,  par  divisíon  : 

6«x' 

On  a  déjá  discuté  cette  formule  en  s'occupant  des  pro- 
priétés  générales  des  courbes.  Cette  discussion  ne  présente 
d'ailleurs  aucunc  difficulté. 

S97.  Si  Ton  représente  par  a'  Tangle  que  le  diamétre 
mené au  point  de  contact  fait  avec  laxe  des  Xy  on  aura  : 

-,  =  tga 

ety  en  multipliant  membre  á  membre,  il  vient : 


6' 

tgatga'  =  --, 

comme  on  lobtient  en  partant  de  la  relation  générale 

2A  tga  tga'  H-  B  (tga  -f-  Iga')  -♦-  2C  =  0, 

irouvée  an  n*  270,  et  dans  IaqueIleB  =  0,  A  =  o*  ei 
C  =  6». 
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L'angle  OMT  =  MTX  —  MOT ;  de  sorte  qu'on  aura  : 


tgOMT  =  tg(a— a')  = 


tgg  — tgg^ 
i  -H  tgflctga' 

—  aW 


tff  OMT  =  — 

Pour  tous  les  poínts  de  l^ellipse  situés  sur  larc  BMA, 
eet  angle  est  obtus;  il  atteint  son  maximum  lorsque  x'=y\ 
e'est-á-dire,  lorsque  le  point  M  est  sur  la  bíssectriee  de 
Tangle  XOY.  Aux  extrémités  B  et  A  des  axes,  íl  est  droít, 
et  la  tangente  MT  est  perpendiculaire  aux  axes  BB',  AA'  de 
rellípse. 


Fif .  tOO. 

^ 

Y 

/ 

B 

— ^=:ís>wM 

X'    A'\ 

.  F' 

0 

B' 

N           F  Ja 

T 

X 

On  a  trouvé  pour  les  rayons  vecteurs  (387) : 

-,,„  ex     ^„  cx      „  ,    F'M       a*-4-cx 

F'M=aH ,    FM  =  a ï    d'oú    = -r 

a  a  FM       a*  —  ex 


On  a  aussi  : 

F'N  =  F0-4-0N  =  c 

Puísque 

F'N  = 


M"- 


a*—  c*  =  6«, 


c{a*-*-CX')        pjj^fj^^lfï}; 


O' 
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doú 


o' 


cx 


ar  —  cx 


F'M 

fm"' 


ce  qui  répond  á  la  proporlion  : 

F'M  :  FM  =  F'N  :  FN 

et  prouve  que  la  normale  MN  est  bissectríce  de  Tangle 
F'MF  (fig.  200).  • 

Donc,  les  deux  rayons  vecteurs  font  avec  la  tangente, 
(Tun  même  cóté  de  celle-cif  deux  angles  égaux. 

On  s'appuie  sur  cetle  propriété,  qui  a  déja  été  démon- 
trcc,  pour  la  construction  de  la  tangente  á  une  ellipse  par 
un  point  donné  sur  la  courbe  ou  extérieur  á  celle-ci. 

Ansle    execntrlqne. 


89S.  Soient  x',  y'  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque  M  de  rellipse 

ay  +  6  V  =  a  V. 

Décrivons  deux  cercles  concentriques  ayant  pour  rayons 

Fig  ioi.  ^^  «'  ^'  prolon- 

geons  Tordonnée 
MP  jusqu'á  sa  ren.- 
contre  en  N  avec 
la  circonférence  de 
rayon  a  (fig.  201). 
Joignons  le  point 
de  rencontre  B  du 
petit  cercle  avec  le 
rayon  ON  au  point 
M  de  rellipse  et 
désignons  par  gd 
Panglc   NOP  :  on 

30 
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aura,  d*aprés  ce  qu'on  a  vu  dans  la  constructíon  de  rd- 

lipse  : 

x'sacosoj    y'  =  bsino, 

Ces  valeurs  satisfont  évidemment  á  Péquation 

oy«-*-6V«=aV, 

et  il  n'y  a  plus  alors  qu*une  seule  variable  (o. 

Cherchons,  d'aprés  cela,  Téquation  de  la  sécante  qui 
passe  par  deux  points  (ac',  y'),  (x",  y")  de  rellipse. 

On  aura : 


'—»/ 


Si  Ton  désigne  par  u  et  a>'  les  angles  correspondants  á  ces 
deux  points,  on  obtient : 

x'=acostf,    j/'=s6  8Ínfi>, 
a:"=  a  cps  cj',   y"  =  6  sin  »'. 

En  ayant  égard  á  ces  valeurs ,  réqiiation  de  la  sécante 
devient ,  aprés  simplification  : 

^ 8in  i  (» -+-  »')  H — co8  }(»-♦-  »')  5=  cos  i  («' —  »); 
6  a 

d'oú  Ton  tire,  en  faisant  »'=  a>,  Téquation  de  la  tangente  á 
rellípse : 

7- sina -♦- -  cos ©  =  i  , 
6  a 

0)  étant  la  coordonnée  du  point  de  contact. 
Puisqu'on  a  : 

x'asacos»,    y'  =  6síno, 

on  déduit : 

1/'       6 

X       a 
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Mais  ati^  étant  les  angles  que  deux  diamétres  eonju- 
gués  font  avec  l*axe  des  x,  il  vient : 

lga=^«-tg«,     lgp  =  -tg» 

X       a  a 

et  tgatgp  =  — tgwlgw'. 

a 

Commetgatgl^ — p,  puisque  les  diamêtres  sont  con- 
jugués ,  on  obtient : 

•    i  -*-  tgutg»'  =  0; 

ce  qui  indique  que  si  l'on  prolonge  les  ordonnées  de  deux 
diamétres  conjugués  d'une  ellipse  jusqu'aux  points  de  ren- 
contre  de  la  drconférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  cette 
courbe  comme  diamêtre,  les  points  de  rencontre  appartien- 
dront  aux  extrémités  de  deux  diamétres  du  cercle  perpendi- 
culaires,  et  réciproquement. 

De  lá  résulte  un  procédé  bíen  simple ,  étant  donné  un 
diamétre  d'une  ellipse,  pour  trouver  son  conjugué. 

SM.  Application  I.  Chercher  les  longueurs  des  diamê- 
tres  conjugués  2a',  Sb'  en  fonction  de  Vangletú. 

II  suiBt  de  remplacer  tg  a  et  tg  {3  par 

6  6 

-  tg  «    et cotg  61 

a  a 

dans  les  formules : 

a«  (a'«  -  6*)  tg« «  «  6*  (a«  -  a' ) , 
a«(6'«— 6*)tg«p=fc«(a*-  6'*); 
ce  qui  donne : 

a'*  =  o*cos'«-*-  6'sin*«,     6"sssa*«in'«  -♦-6*cos'», 

et ,  en  ajoutant :      a"  h-  6'*  =»  a*  -♦-  6', 

comme  on  Ta  dcjá  vu  (274). 
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4M.  Applicátion  II.  II  sera  facile,  d  aprês  cela,  de  irou- 
ver  la  dístance  entre  deux  points  o),  o)'  pris  sur  rellipse. 
On  aura,  en  représentant  cette  disiance  par  3  : 

í'  =  a'  (cos  w  —  cos  «')•  -f-  6*  (sin  »  —  sin  «*')• 
et,  en  développant : 


í  =  2  sin  4  («  -  «')  l/a'  sin*  4  (» -♦- « )  -4-  6*  cos*  i  («  -h  »'). 

D'aprês  la  formulc  qui  précêde,  la  quantitë  sous  le  radi- 
cal  représente  le  demi-diamétre  conjugué6^qui  est  paral- 
léle  á  la  tangcnte  menée  par^  (a>  +  &)')•  On  a  donc  : 

(?=  28in  4  («— »')*>'• 

.    401.  Application  III.  On  demande  le  lieu  d£  Vintersec- 
tion,  en  un  point  M  de  l'ellipse,  d'une  normale  avec  le  rayon 
ON  quijoint  íe  centre  au  point  N  correspondant  du  cercle 
décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  diamétre. 
L'équation  de  la  normale  á  rellipse  est  (394)  : 

aW  0«  6' 

y-y'==^(x  — x')     ou     -^  (x  —  x')  ==  -  (y  -  y') 

o'x      6*t/ 

et  ^^^' 

X'       y' 

Mais  x'  =  aco8«,    i/'  =  68in«; 

de  sorte  que  cette  équation  devient : 


C08»        8IQ  a 

Comme  x  =  p  cos  &)  et  j/  =p  sin  (ú^  on  obtíent  pour  Féqua- 
tion  cherchée : 

tt     6      c' 

-  =  -- ;    d*ou    p  =  a-|.6; 

P      P       P 
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ce  qui  prouve  que  le  lieu  esi  un  cercle  de  cenire  0  et  de 
rayon  a  ■+■  b. 

409.  L'équation  de  rhyperbole  est 


i^M)'-'-- 


Fig.  209. 


il  est  évident  que  si  Fon  y  fait 

x'  =  aséctí>     et     y'  =  6  Ig  «, 

cette  équation  sera  satisfaite. 

Décrivons  sur   Taxe   transverse    2a  d'une    hyperbole 

comme  diamétre  une  circon- 
férence  et,  du  pied  P  dc 
lordonnée  MP=j/', menons 
la  tangente  PT  au  cercle 
(fig.  202). 

Si  nous  désignons  par  co 
Tangle  TOP,  rabscisse  du 
point  M  étant  x',  on  aura  : 

a  =  x'  cos  a ,     PT  =  a  Ig  « ; 
d'oú        y'  =  6  Ig  ». 

4M.  Cherchons  le  lieu  géométrique  décrít  par  le  centre 

M  d'un  cercle  mobile 
tangent  á  deux  cercles 
flxes  de  centres  C  el  C' 
et  de  rayons  donnés 
CA'==r  et  C'A  =  R, 
T,  T'  élant  les  deux 
points  de  contact  du 
cercle  mobile  de  rayon 
variable  p  avec  les  deux 
cercles  fixes. 


Fig.  tOS. 
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On  a  (flg.  203) ; 

CM  =  CT-MT  =  R-p,    CM  =  Cr-i-Mr  =  r  +  p; 
d  oú  C'M  -H  CM  =  R  -4-  r  : 

ce  qui  prouve  quc  le  líeu  décrit  par  le  point  M  est  une 
ellipse  qui  a  la  somme  des  rayons  donnés  pour  grand  axe 
et  pour  excentricité  la  dístance  des  centres.  De  sorte  que 
I  equation  de  cette  ellipse  est : 

mv^[m'-(r]- 

404*  II  est  facile,  d'aprés  cela,  de  mener,  par  un  point 
M  donné  sur  rellipse,  une  tangente  á  cette  courbe.  II  suflit, 
á  cette  fin ,  d  abaisser  du  point  M  une  perpendiculaire  sur 
la  corde  de  contact  TT  du  cercle  mobile  avec  les  deux 
cercles  Gxes. 

Le  point  T  s'obtient  en  prolongeant  le  rayon  vecteur 
C'M  jusqu'á  sa  rencontre  avec  la  grande  circonférence  :  le 
second  rayon  vecteur  CM  rencontre  la  petite  circonférence 
au  point  T. 

On  a  donc  la  corde  de  contact  TT'  sans  tracer  le  corcle 
mobile  qui  passe  par  M. 

Si  lon  prolonge  le  rayon  C'T  d'une  longueur  TD  =  r 
et  que  lon  unisse  C  á  D,  la  tangente  MI  passera  par  les 
milieux  I,  r  des  bases  des  triangles  isoscéles  semblables 
MTT',  CMD  et  sera  perpendiculaire  cn  I  et  en  I'  aux  droites 
TT',  CD  (fig.  203). 

On  retrouve  ainsi  les  procédés  déjá  indiqués  (2il) 
pour  mener,  par  un  point  M  situé  sur  rellipse  ou  par 
un  poínt  P  en  dehors  de  cette  courbe,  une  tangente  á 
celle-ci. 
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En  effet,  pour  obtenír  un  second  point  I'  de  la  tangente, 
il  suffity  puisque  le  triangle  CPr  est  rectangle,  de  décrire 
sur  CP  eomme  díamêtre  une  circonférence ,  et  du  point  0, 
milieu  de  CC',  comme  centre  et  avec  ^-^  pour  rayon  une 
seeonde  circonférence  qui  coupera  la  premiére  en  deux 
points  appartenant  aux  deux  tangentes  passant  par  le 
point  P. 

406.  Nous  venons  de  mener  iine  tangente  á  rellipse  : 
1®  par  un  point  M  sur  la  courbe;  2®  par  un  point  P  en 
dehors  de  celle-ci. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  mener  á  cette  courbe  une 
tangente  paralléle  á  une  droite  donnée  QR. 


Fig.  104. 


Du  foyer  F'  comme  centre 
et  avec  le  grand  axe  comme 
rayoHy  on  décrira  une  cir- 
conférence.  De  l^autre  foyer 
F,  on  abaissera  une  perpen- 
diculaire  á  la  droite  QR; 
cette  perpendiculaire  rencon- 
trera  la  circonférence  en  E, 
E'.  Par  le  point  I,  milieu 
de  EF,  on  élévera  á  cette 
droite  la  perpendiculaire  IM 
^t  sera  lu  tangente  deman- 
dée  (fig.  204). 
Chercherlepoint  de  rencontre  d'une  ellipse,  donnée 
par  ses  foyers  F,  F'  et  son  grand  axe  AA',  avec  une  droite 
LN  déterminée  de  position  (fig.  205). 

Du  foyer  F',  avec  le  grand  axepour  rayon,  décrivons  une 
circonférence,  Du  foyer  F,  abaissons  une  perpendiculaire  á 
la  droite  donnée;  prolongeons  cette  perpendiculaire  d'une 
longueur  égale  á  elle'même,  et  soit  f  le  point  symétrique  de  F, 
Par  ces  deux  points  F,  f  il  faut  tracer  une  circonférence 
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Fig.  105. 


qui  touche  la  circonférence  décrite  de  F'  avec  xm  rayon 

égal  au  grand  axe.  Par 
les  deux  points  F,  f,  me- 
nons  une  circonférence 
quelconque  qui  coupera 
la  premiere  en  R  el  R'. 
Du  point  0,  inlersec' 
tion  des  deux  droites  Ff, 
RR',metions  latangente 
OT'  á  la  circonférefice 
de  rayon  2a  et  umssons 
T  áV'  :la  droite  F'T' 
rencontrera  la  courbe 
en  M,  qui  sera  le  point  de  rencontre  demandé, 

4MI7.  Si  d'un  point  P  dans  le  plan  d'une  ellipse  et,  en 
général,  d'une  courbe  du  2"''  degré,  on  méne  deux  tangente^ 

á  la  courbe,  la  droite  qui 

unit  le  point  P  á  l'un  dcs 

foyers  F  est  bisseclrice  de 

^  l'angle  des  deux  rayons  vec' 

teurs  partant  de  ce  foyer  et 

/A    aboutissant  aux  points  de 

contact  Ty  T  des  deux  tan- 

gentes  PT,  PT'  (fig.  206). 

Prolongeons  les  rayons  vecteurs  FT'  el  F'T  d'une  lon- 

gueur  égale  á  Tautre,  de  maniêre  que  lon  aít : 

FT'  H-  T'D'  =  F'T  ^  TD  =  AA', 

longueur  du  grand  axe  de  Tellipse. 

Lcs  deux  triangles  PFD'  et  PF'D  sont  évidemroent 
égaux  :  donc,  les  angles  F'DP  ct  FD'P  sont  ég?^ux.  Mais 

F'DP  =  PFT  =  PFD'; 
de  mëme ,  FPT  =  F'PT'. 


Fig.  906. 
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Puisque  les  angles  FPD'  et  F'PD  sont  égaux ,  ainsí  que 
les  angles  PFT  =  TDP  et  TTD'  =  T'PF',  les  deux  lan- 
gentes  partant  du  point  P  font,  avec  les  droites  partant 
de  ce  point  et  passant  par  les  foyers  F  el  F'^  des  angles 

* 

égaux. 

Dlamétres. 

409.  On  a  vu  (269)  que 

(2Ay  -+-  Bx  -f.  D)  í  -H  2Cx  ^-  Bj  -f-  E  =  0 

est  réqualion  généraledes  diamétres  des  courbes  du  second 
degré. 

Sí  Ton  applique  cette  équation  á  celle  de  rellipse, 

oy  -f-  6 V  =  o  V, 

on  aura  :  b* 

•^  oV 

qui  est  réquation  d'une  droite  passant  par  rorigine  laquelle 

est  icí  le  centre  de  la  courbe. 

Donc,  tous  les  diamêtres  passent  par  le  centre  de  Vellipse, 
La  relation  géncrale  des  diamétres  conjugués  (270) 

^AJJ'  -f-  B  ((í  -f-  (T)  -f-  2C  =  0 

se  réduit  pour  Téquation  précédente  de  rellipse  á  : 

6« 


7*' 


d'  étant,  comme  on  le  sait,  la  directíon  du  diamëtre  qui 
divise  les  cordes  de  direction  S  en  deux  parties  égales. 

Enfln,  a  étant  la  tangcnte  trigonométrique  de  Tangle  que 
la  tangente  fait  avec  Taxe  des  x,  et  a'  celle  de  Fangle  que  le 
díamétre  au  point  de  contact  de  cctte  tangente  fait  avec  le 
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inéme  axe,  on  a  trouvé  (28S)  enire  ces  quantités  pour 
toutes  les  courbes  du  second  degré  : 

2Aaa'  -♦-  B  (a  -♦-  a')  ^  2C  =  0; 

comme  ici  B  =  0,  A  =  a',  C*=  6*,  íl  vienl : 

6' 


aa  == 

a' 


En  partant,  de  méme,  de  la  relatíon  générale  des  cordes 
supplémentaires,  on  obtient  (^Si)  : 


rr  =  — -T» 
a' 


d'oú  lon  tire  de  nouveau  : 

Sia'  =  /,  ona  a  =  y. 

On  a  vu  (285)  par  quel  procédé  trés-simple,  au  moyen 
de  cette  propriété  remarquable,  on  mêne  une  tangente  á 
l'ellípse  ou  á  Thyperbole  par  un  point  donné  sur  Tune  de 
ces  courbes. 

409.  Gomme  la  relation  des  diamétres  conjugués 

6» 

ÍJ'  = 

ar 

est  la  méme  que  celle  des  cordes  supplémentaires 

ry  = — i» 
ar 

íl  est  facile,  d*aprés  cela ,  de  construire  dans  rellipse  deux 
diamëtres  conjugués  qui  fassent  entre  eux  un  angledonnéo». 

Deux  diamétres  quelconques  sont  conjugués  lorsqu'iU 
8ont  parallélex  á  deux  cordes  supplémentaires  partaní  de$ 
deux  extrémités  d'un  diamétre  quelconque. 

Sur  le  diamétre  DOD',  décrivons  un  segment  capablede 
Tangle  &>  et  unissons  les  points  d'intersection  de  ce  segment 
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avec  rellipse  aux  exlrémités  D,  D'  du  diamétre  DOD'; 

Tangle  DID'  sera  Tangle  cherehé. 
Du  centre  0  de  rellipse,  me- 
nons  des  paralléles  OE,  OE'  aux 
cordes  D'I,  DI  :  si  Tangle  w  est 
compris  entre  le  plus  grand  angle 
obtus  des  deux  cordes  supplémen- 
taires  et  le  plus  petit  angle  aigu, 
ou  égal  á  Tun  d'eux,  il  y  aura  deux 
solutions  ou  une  seule. 
4I1#.  Cherchons  Tangle  BMA  des.deux  cordes  supplé- 

mentaires  partant  des  extrémités  A  et  B  du  grand  axe  2a 

dereIIipse;ona(fig.  208)        ^ 


y 


tg  BMA  =  tg  (M  AX  —  MBX)  = 


X  —  a 


x-t-a 


2ay 


\ 


y'-t-x' — a* 


x'— a« 


le  point  M  étant  sur  rellipse 

de  laquelle  on  Ure  «V  "^  ^'^'  =  «***' 


a:«  — a' 


ay 


Fif.  108.        ^  Substituant  cette  va- 

leur  dans  Texpression 
de  Tangle  demandé^  il 
vient : 

/A       X                        _  2a6* 
tffBMA= 

^  (a»-6«)y 

Gette  Tormule  nous 
apprend  que,  pour  toute 
valeur  positive  de  j/,  cet  angle  est  obtus  et  qu'il  atteint 
son  maxímum  en  méme  temps  que  rordonnée  y,  c'est-&- 
dire,  ii  rextrémité  D  du  petit  axe  DOD'  =  26;  qu'á  partir 
de  ce  pointy  il  va  en  diminuant  jusqu'aux  extrémités  A  et  B 
du  grand  axe  2a,  oú  il  est  égal  &  un  angle  droit. 
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BUmélres  eenjnynés. 


411.  On  a  vu  (274)  que 


,ft 


ou 


«  y''  -H  6"x'*  =  o'»4'« 


est  réquation  de  rellipse  rapporlée  á  ses  deux  diamêires 
cónjugués  2a',  26'. 

Cetle  équalion  monlre  que  pour  toute  valeur  de  x'<a , 

Fig.  209.  í'  y  a  loujours  deux  valeurs 

Y I  égales  et  de  signes  conirai- 

res  pour  y\  et  qu  a  parlir 

de  x'  =  0  jusqu  a  x'  =  a', 

-    lesvaleursdey'depuisifcré' 

jusqu'áOvontendiminuani; 

de  sorte  que  laxe  X'OX, 

partage  rdlipse  en    deux 

P^'^lies    égales,   mais   non 

supcrposables, et qu'il en est de même de laxe des y  TQY 

4M.  On  a  déjá  vu  (391)  que  Pon  pouvait  considére^ 

^'^'  '''•  ''ellipse  comme  étant   la 

projeetion  d'un  cercle  dé- 
crit  sur  le  grand  axe  de 
cette  courbe  comme  dia- 
métre. 

LesdeuxdiamétresNOR', 
RON'(Gg.210)dececer- 
cle,  qui  se  coupent  á  angle 
droit,  étant  projetés  sur 
rellipse,  y  forment  deux 
diamêtres  MOS',  SOM',  qui  sont  conjugués. 

Des  extrémités  N  et  R  de  ces  diamêtres  du  cercle,  abais- 
sons  les  perpendiculaires  NP,  RQ  sur  le  grand  axe  AA'  de 
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rellipse,  et  soient  M  et  S  les  points  de  reneontre  des  perpen- 
diculaires  avec  rellipse ;  on  aura  : 

MP      tg  MOA 


NP      tg.NOA 


6       tg .  MO  A 

ou     —  = 

a      tg .  NO  A 


et  — =— tg.SOA  X  tg.NOA     ou     -=-tg.SOA  x  tg.NOA. 
En  multipliant,  il  vient : 

-  =  — tg.MOAXtg.SOA; 
a 

ce  qui  prouvc  que  les  deux  diamétres  MOS',  SOM'  sont 
bíen  conjugués. 

418.  Êtant  donnés  deux  diamêtres  conjugués  2a'= AA', 
2b'=  DD'  de  l'ellipse,  construire  cette  courbe. 

Fig.  911. 

Y  I 


íLMX 


Du  milieu  0  de  AA'=  2a',  élevons  une  perpendiculaire 
BOB'=  26',  el  sur  AA'  et  BB'  comme  axes,  décrivons  une 
ellipse.  Soit  MP  une  ordonnée  quelconque  de  cette  courbe: 
sí,  du  pied  Pdecetle  ordonnée,  on  méne  une  parallêle  au 
díamétre  conjugué  donné  OD  et  que  Ton  prenne  sur  cette 
parallélc  PN  =  PM  (fig.  21 1),  il  est  évídent  que  le  point  N 
appartiendra  á  rellipse  demandée.  On  aura  ainsi  autant  de 
points  de  la  courbe  que  Ton  voudra. 
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En  supprímant,  pour  plus  de  sirapHcité,  les  aceents  des 
coordonnées  x\  y\  réquatíon  de  rellipse 

rapportée  á  ses  diamêtres  conjuguésy  ayant  la  même  forme 
que  celle  de  cette  courbe  rapportée  á  ses  axes  de  symétríe, 
il  s'ensuit  que  toutes  les  propriétés  indépendantes  de  rin- 
clinaison  des  axes  eoordonnés  seront  les  mémes  pour  ies 
diamêtres  conjugués  que  pour  les  axes. 

Pour  tout  point  pris  sur  rellipse,  le  trinóme 

o'y  ^  6' V  —  a'»6'* 

est  nul ;  pour  un  point  en  dehors  de  la  courbe,  il  est  positif 
ety  pour  un  point  pris  á  rintérieur,  il  est  négatif. 

Les  carrés  de  deux  ordonnées  quelconques,  paralléles  á 
Fun  des  diamétres,  sont  entre  eux  comme  les  rectangles 
des  segmenis  qu'elles  déterminent  sur  son  conjugué. 

414.  Si  lon  chercbe  par  une  méthode  quelconque 
réquation  de  la  tangente,  on  trouvera  : 

a'*yy'-i-6"xa;'=a'*6'*, 

x\  y*  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact,  el  (x,  y) 
un  point  quelconque  de  cette  tangente. 

Le  coeffieient  angulaire  a  =  —  -^  de  la  tangente 
représente  iei  le  rapport  des  sinus  des  angles  que  cette 
droite  fait  avec  Taxe  des  x  et  celui  des  y. 

Pour  avoir  I'équation  de  la  normale  au  poínt  [x\  y'),  il 
fauty  dans  Téquation 

de  cette  droite,  remplacer  a!  par  sa  valeur  donnée  par  h 
relation 

1  -I-  jta'  -♦-  (a  -♦-  a')  COS  0  =  0, 

dans  laquelle  «=  —  ^  ,  6  désignant  Tangle  des  diamé- 
tres  2a'y  26',  auxquels  Tellipse  est  rapportée. 
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4t&.  Si ,  dans  a' V  "*-  6'*aï*=  «'**'*>  <>»  ^»1  *'  =  a',  il 
viendra  : 

qui  esl  réquation  de  rellipse  rapportée  á  ses  deux  diamê- 
trcs  conjugués  égaux.  On  voil  qu'elle  est  la  méme  que  celle 
du  cercle  rapporlée  á  des  axes  rectangulaires. 
416.  Si,  dans  réqnation  de  la  tangente 

on  fait  successivement  y  =  0,  x  =  0,  on  aura  pour  les 
valeurs  correspondantes :  de  ac,  0T  =  ^;  de  y,  OR  =  -r  , 
et  pour  la  sous-langente  :  PT  =  "  *"* 


X' 


Comme  pour  une  valeur  de  OP  =  «',  11  y  a  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  PM  =  PM'  (fig.  21 2)  pour  y', 

on  voit  que,  si  d'un 
point  T  queleonque 
en  dehors  de  Tel- 
lipse  on  mêne  deux 
tangentes  TM,  TM' 
et  qu  on  unisse  Ic 
point  T  au  centre 
0  de  la  courbe,  la 
corde  de  contact 
MM',  conjuguée  de 
OT,  jsera  parta- 
gée  en  deux  parties 
égales,  au  point  P. 
On  peut  toujours  prendre  la  droile  OTX  et  le  diamêtre  OY 
comme  formant  un  systéme  de  deux  diamêtres  conjugués. 
Si  Ton  cbercbe  les  relations  qui  existent :  l""  entre  deux 
diamétres  conjugués  í,  í';  2*  entre  les  coelBcients  angu- 
laires  a,  a!  de  la  tangente  et  du  diamélre  qui  aboutit  au 
point  de  contact ;  V  entre  les  directions  7,  7'  de  deux 
cordes  8uppIémen(aires,on  obtíent,  en  partant  des  formules 
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généralcs  dans  lesquellles  on  fait  B=0,  A  =a'«,  €=6"»: 


É«ttatl«ii  polalre  de  IVlllpse. 

41».  L'ellipse  est  une  courbe  telle  que  la  somme  des 

distances  de  chacun  de  ses  points  á  deux  points  fixes  F  el 

Fig.  íi3.  F'  cst  égale  á  une  quanlilé 

constante  2a. 

Plagons   le  póle  en  F' 
(fig.  213)  et  dirigeons  la 
droite  fixe  suivam  FF'.Soit 
M  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Posons 

F'M  =  p',     FM  =  p. 
Ona:  ^^^'^^^ 

Soit  FF'  =  2c.  Le  triangle  F'MF  donne  : 

p*  =  4c»  -H  p'"  —  4cp'  cos  w. 

Rempla^ons  p  par  sa  valeur  2a  —  p' ;  il  vient : 
4a*  -4-  p'»  —  4ap'  =  4c«  h-  p'«  —  4cp'cos« 
ou  ap'  —  cp'  cos  6)  =  a*  —  c'  =  6'; 

dou  p'  = 

a  —  c  cos  « 

Divisant  par  a,  on  trouve 

a  ,  P 

p=- ou     p'  = L. , 

.       c  í  —  c  cos « 

1  —  -  cos  « 
a 

si  l'on  fait  ^=p  et  ^  =e.  Telle  est  réquation  polaire  de 
lellipse,  le  póle  étant  placé  au  point  F. 
Si  le  póle  se  trouve  au  foyer  F,  w  étant  Tangle  MFX  que 
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le  rayon  vecteur  FM  =  p  fail  avec  la  droite  fixe,  on  aura 
pour  Téquation  polaire  de  l'ellipse  : 


4  -+-  e  cos  « 


de  sorie  que  p  = 


ídb  e  cos  » 


est  réquation  polaire  de  Fellipse  pour  les  cas  oú  le  póle  se 
trouvc  en  F  ou  en  F'. 

418.  II  est  facile  de  discuter  cette  équation. 

Supposons  que  le  pdle  soit  en  F'.  On  obtient  alors  : 


P  = 


i  —  e  cos  » 


Faisons  passer  langle g>)  par  tous  les  états  de  grandeur 
depuis  0*  jusqu'á  =b  180". 

Plus  langle  (ú  est  petit,  plus cosinus &)  est  grand. 

Le  produit  e  cos  (ú  =  e  atteint  donc  son  maximum  lors- 
que  &)=  0°;  la  fraction  p  =-j-£-^  s*éléveá  son  maximumy 
puísque  le  dénominateur  1  —  e,  qui  rcste  toujours  positif, 
est  h  son  minimum.  Cos  &)  restant  le  méme  pour  des  valeurs 
.égales  et  de  signes  contraircs  de  w,  le  rayon  vecteur  p  con- 
scrve  aussi  la  méme  grandeur :  ce  qui  prouve  que  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  á  la  droite  íixe  F'F;  elle  est  par- 
tagée  en  deux  partíes  égalcs  et  superposables  par  cette 
droíte,  qui  est  ici  Taxe  de  symétrie  de  rdlipse. 

A  mesure  que  (o  augmente,  á  partir  de  0%  e  cos  &) 
diminue,  le  dénominateur  de  la  fraction  devient  plus  grand 
et  le  rayon  vectcur  p  diminue. 

Pour  a)  =  ±  90%  il  vienl  : 

P=p,     2p  =  — . 

a 

quí  est  la  grandeur  de  la  double  ordonnée  MF'M'  pas- 

31 
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sant  par  le  foyer  F'  el  qu'on  nomme  le  paramêtre  de  Tel- 
lipse  (íig.  214). 

Pour  des  valeurs  de  od  toujours  égales  et  dc  signes  con- 

traires,  >  90*,  cos  »  devieni 
négatif,  — €  cos  «  devienl 
positif  et  la  valeur  de  p  dimi- 
nue  dc  plus  en  plus  jusqu  a 
w  =  ±  180%  cos  w  =  —  1 
ei  p  =  ^  =  a  —  c,  qui 
est  la  plus  petilc  valeur  de 
p  :  c'est  la  distance  du  som- 
met  A'  de  rellipse  au  foycr  le  plus  proche  F'. 

Pour  les  valeiirs  de  w>  180%  cos  «  repasse  en  dimi- 
nuantpar  les  mémes  états  degrandeurqueprécédemmcnt, 
ainsi  que  le  rayon  vecteur  lui-méme. 

4tO.  Le  rectangle  FP  x  F'P'  des  perpendicttlaires 
abaissées  des  deux  foyers  F,  F'  sur  la  tangenle  á  Vellipse  est 

équivalent  au  carré  b' 
du  demi'petit  oxe. 

Les  deux  triaiiglcs 
reclanglesFPT,F'P'T 
donnent(Bg.  215) : 

—  FP  =  psinat, 

FP'=p'sin«, 
FPxF'P'  =  pp'sm«a, 

p,  p'  élant  les  deux  rayons  vecleurs  menés  au  poinlde  con- 
tact  T,  et  a  désignant  l'angle  FTP.  Soit  FF'  =  2c. 
On  adans  le  triangle  quelconque  FF'T: 

4c"=  p'*  +  p*  -♦-  2pp'  oos  2a;     mais     p  -«-  p'  =  2a. 

p*-i-  p'«=4o«-2pp';    d'oú    4c*=  4o«-  2pp'-4-  2pp'  cos2ji, 

ff^a^-^  p/sin'a,    6*=  p/>'sín*a=r  FP  X  F'P'. 


Fig.  S15. 
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Aire  de  relllpM. 

MO.  Décrivons  un  cercle  sur  le  grand  axe  AA'  =  2a 
de  rellipse  comme  diamétre,  et  ínscrivons  dans  la  demi- 
eírconférence  A'MM'M"A  un  polygonc régulier  d'un  certain 

nombre  de  cótés  (fig.  216).  Si,  des  points  M,  M\ ,  on 

abaisse  des  perpendiculaires  MP,  MT',  ces  perpendí- 

eulaires  rencontreront  rellipse  en  des  points  N,  N',  N" 

On  aura  : 

MP-f-M'P'      ^_ 
XPP', 

XPP'; 


^in^vt'XJ  uiiuuiaiic  miTi  rjr  — 

2 

trapéze  elliptique  NN'PP'  = 

NP 

-♦-N'P' 
2 

niais. 

on  sait  que  Ton  a  (412) : 

NP       N'P' 

b 

MP      M'P' 

a 

6  éianl  le  demi-petit  axe  de  rellípse;  d  oú  Ton  tire  : 

NP-^  N'P'  _  6 

MP  -^  M'P'  ""  o  * 
On  a  donc  : 

trapéze  elliptique  NN'PP'       6 
trapêze  circulaire  MM'PP'       a 

Ce  rapport  des  dcux  trapézes  subsisle,  quelque  rappro- 
cliés  que  soient  les  poinfs  M,  M'...  et  leurs  correspondants 
N,  N'... 

II  subsiste  encore  pour  leur  somme  et ,  par  conséquenr, 
pour  les  aires  des  deux  polygones  dans  le  demi-cercle 
A'MM'M^A,  quelque  rapprochés  que  soient  les  sommets 
M,  M',  M",  N,  N',  N",  des  polygones;  de  sorle  qu'on  aura,  & 
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la  limiie,  en  représenlant  par  E  ei  C  les  airesderellipseei 

du  cercle  : 

E       h 

-.  =  -  ;      d'ou     E  =  irab , 

C       a 

en  rempla<jant  C  par  sa  valeur  na^, 
Ainsi ,  l'aire  de  l'ellipse  est  égale  á  celle  d'un  cercle  dont 
Fig.  ai6.  '^  rayon  est  moyen  proportiomd 

entre  les  demi-axes  a  e/  b  cf^  celU 
courbe. 

On  a  vu  précédemmenl  (274) 
que,  a'y  b'  éíani  les  deux  diamé- 
|a  tres    conjugués    d'une    ellipse, 
on  a  : 

a6  =  a'6'sino, 

0)  désignant  l'angle  que  fonl  entre 
cux  ces  deux  diamétres  conjugués.  II  vient  donc  aussi  pour 
Taire  de  rellipse,  cn  fonction  des  diamélres  conjugués: 

E  =  va'b'  sin  «. 

4tt.  Cherchons  Paire  d'un  segment  elliptique  compris 
cntre  les  pieds  des  abscisses  P,  P',  priscs  sur  le  diamélrc 
AOA',  el  les  ordonnées  NP,  N'F,  paralléles  au  diamélrc 
BOB',  conjugué  de  AOA'  (fig.  217). 

MP  -4-  M'P' 
On  a :  trap.  circ.    MM'PP'  = x  ^P', 


trap.  cllipt.  NN'PP'  = 


NP  -*-  N'P' 


XP'I, 


P'lélantla  perpendiculaire  abaissée  du  point  P'  sur  I'or- 
donnée  PN,  paralléle  au  diamélre  conjugué  BOB'. 
Mais,  dans  le  Iriangle  rcctangle  PP'I,  on  a: 

P'I=:PP'sin«, 
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Gd  étant  Tangle  des  diamétres  eonjugués;  de  sorle  qu'íl 
vient : 

trap.  ellipl.  NN'PP'       (NP  -t-  N'P')  X  PP'sin  » 


M'P')  X  PP' 


M" 


trap.  circ.  MM'PP'  """    (MP  - 

On  sait  que  lon  a  (412): 

PN       P'N'       6'        „  ,      trap.  ellipt.  NN'PP'       6' 

= =  ~;     d  ou =  —  sin  w. 

PM       P'M'       o''  Irap.circ.  MM'PP'        a' 

Ce  rappori  reste  constant,  quelque  rapprochés  que  soienl 
p.    ji^  les  poinls  M,  M'...,  N,  N'.  II  reste 

le  méme  pour  la  somme  de  tous 
ces  irapézes;  de  sorte  qu*on  aura, 
á  la  limiie,  en  représentant  par  s 
le  segmenf  elliptique  et  par  S  le 
lA  segmeni  círculaire  correspon- 
dant  : 

s  =  — Ssm  ». 
a' 

Pour  avoir,  au  moyen  de  cctie  formule,  Faire  d'une 
ellipse,  il  faut  remplacer  la  surface  S  du  cercle  par  sa 
vaieur  jra'*;  ce  qui  donne 

s  =  jr«'6'  sin  a  , 


conime  précédemment. 


Appllenllon*. 


4tt.  Théoré.iíe  I.  On  joint  im  point  quelconque  M  d'une 
eltipse  aux  foyers  F,  F',  par  les  deux  droites  MF,  MF' 
qu'on  prolonge  jusqu'á  leur  renconlre  en  P  eí  Q  avec  la 
courbe.  Démontrer  que  l'on  a : 


MF     MF' 
FP"*'rQ 


=  constante. 


0) 
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Désignons  par  p,  p'  les  deux  rayons  veeieurs  FM,  F'M, 

et  par  &>,  tí!  ies  angles  qu^ils  foni 
avee  Taxe  de  rcllipse,  AB  =  2a, 
la  distance  des  deux  foyers  élant 
FF'  =  2c  (fig.  218).  Le  póle  se 
trouvanl  au  poínt  F,  on  a  : 

^         P 

1  -♦-  C  COS  w 

pour  réquation  polaire  de  rellipse  au  point  M,  et 

FP= ^ 

4  —  e  cos  6j 

Le  póle  éiant  siiué  au  foyer  F',  on  a  de  méme  pour 
I  equalion  polaire  do  rellipse  au  point  M  : 

p'— _ (2) 

i  —  e  cos  » 

( l  F'Q  ==. 


1  -*-  e  cos  »' 


En  subslituant  ces  valeurs  dans  réqualion  préeédente, 

il  vient  : 

MF       MF'       4  — ccos»      4-*-ccos«' 
1 = 1 . 

FP       F'Q       1+ecosw       i  —  ecosa' 

Si  lon  reinplace  cos  on,  cos  oi>'  par  leurs  valeurs  lirées 
de(l)etde(2),  on  a  : 

FM       FM       2(p  -♦-  p^)  —  2p  _  2(Sa'  —  6*) 
FP"*"  F'Q"^  p  ""         6* 

499.   TuÉORÊNE  iL  La  somme  de  deux  cordes  facales 
conjnguées  d'une  ellipse  est  constanle. 
Soient  MFP,  NFQ  deux  cordes  conjuguées  (fig.  219). 
L^équalion  de  rellipse  étant 

oy.h6V  =  a'6« (1), 
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ies  équations  dcs  deux  cordes  MF,  NF  sont  : 

y=:(í(X  — c).     .      .     (2), 
y  =  cf(x — C).      .      .      (3). 

En  combínant  (1)  et  (2),  on  a  : 


X  = . ■ 

La  diíTérenee  des  racines  donne : 


X  —  X    = 


on  a  de  méme  : 

^  ~*  «V» -♦-  6' 

Comme  lwF'=(x'— x")*  +  {y'—y")\  il  en  résulte 

On  oblicnt  égalcment : 

2ay(i  -«:  o 

'^"    a'í^-t-6'    • 
et  en  ajoutant : 

*"^-^^^=    a'<r'-^6'    ■"     a'í--*-6'    ' 
Mais  í'^  =^4ii  ;  ^íonc 

/a*  -♦-  6^  W 

MP  H-  NQ  =  2   ==  2a  ^  — 

\      a     I  a 

qui  esl  vérifiée  pour  les  foyers. 

4lt4.  ThéoríIíe  III.  La  portion  SR  d'tine  tangente  mo' 
bile  á  l'ellipse,  comprise  entre  detix  tangenles  fixes  PT,  PT' 
et  vue  d'un  foyer  de  cette  cotirfte,  est  constante. 
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Fig.  HO. 


La  droite  PF,  qui  joint  le  point  donné  au  foyer  F,  esl  la 

bissectrice  de  langle  constant 
TFT'  =  2a  (407).  Les  droites 
RF,  SF,  quí  unissent  les  points 
de  rencontre  de  la  tangente 
mobile  RTS  ct  des  tangentes 
fixes  au  même  foyer,  divisent 
ch.'ícun  des  deux  angles  égaux 
TFP,  T'FP  en  deux  parlies 
égales;  donc,  langle RFS  ==  a.Celte  propriété estgénérale. 
4)ift.  TiiÉORÉME  IV.  Dans  une  courbe  du  deíixiéme  degréy 

la  perpendiculaire 
abaissée  du  foyer 
sur  une  corde  et  le 
diamétre  conjugué 
se  coupent  sur  la 
directrice. 

Démontronseette 
propriété  pour  Tel- 
lipse.  LadroiteF'R 
passant  par  le  foyer 
F'  et  perpendicu- 
laire  á  MN,  dont  S  est  le  coefficient  angulaire,  a  pour  cqua- 

tion  : 

i 

y  =  — j(a;^-c). 

Le  diamétre  conjugué  OR  est : 

avec  la  relaiion  W'= —  ^  ,  on  a  pourlepoint  de  rencontre 
des  deux  droites  F'R  et  OR  : 

i 

J'a:  =  — -(XH- c)     ou     JíTx  =  —  (x -4- r) 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       i89 


et 


—  X 


(X  -4-  C), 
.1 


cequi  donne  : 


a' 
c 


Fig.  Í39. 


4M.  Théoréme  V.  Lorsqu'une  droite ,  de  longueur  con- 
stantey  se  meut  de  maniére  que  ses  extrémités  glissent  sur 
deux  droites  fixes,  se  coupant  á  angle  droit  ou  sou^  un  angle 

quelconque,  on  a  vu  (384) 
qu'un  point  quelconque  pris 
sur  cette  droite  décrit  pen- 
dant  le  mouvement  de  celle- 
ci  une  ellipse.  Si  l'on  con- 
sidêre  cette  droite  dans  une 
de  ses  positions,  qu'on  élêve 
par  ses  extrémités  des  per- 
pendiculaires  aux  deuxcótés 
de  Vangle  et  qu'on  trace  la 
normale  au  point  décrivant 
rellipse,  ces  trois  droites  se 
coupent  en  un  même  point. 
Soient  AB  =  o  -h  6  et  AN  =  a,  BN  =  fr,  x, ,  y^  étani 
les  coordonnées  du  point  N. 

Le  point  N,  dans  le  mouvement  de  la  droite  AB,  décrira 

reliipse 

aY  +  6'x?  =  aV. 

L'angle  YOX  étant  droit,  la  normale  au  point  N  de  cette 
ellipse  est : 

Les  iriangles  rectangles  semblables  ABO,NBQ  donnent : 


AO 


a 
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de  niéme,  les  trianglcs  reclangles  semblables  AMN,  AOB 
fonrnissent  : 

a       a  -\-  b 

xl^    OB    ' 

La  perpendículaire  AR  a  pour  équntion : 


y 


(o  +  6)  y, 


celle  de  la  perpendienlaire  BR  esl : 

(a  -¥■  b)  X, 

x  =  ^ 

a 

Ces  valeurs  de  x  el  de  y,  subslitnées  dans  réquatíon  de 
la  normale 

0  Xi 

satisfont  &   celle  éqnalion  :  ce  qui  prouve  que  les  trois 

droites  se  coupent  en  un  même  poinl. 

Atl.  Problême  I.  Deux  diamêlres  mobiles  d'une  ellipse 

forment  entre  eux  un 
angle  constant.  De  l'extré- 
mité  de  l'uny  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur 
rautre;  on  denmnde  le 
lieu  décrit  par  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires. 

L'éqnation  du  diamétre 
OB  est : 


Vi  =  P^i 


(«); 


d'oú 
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X|9  yi  élant  les  coordonnées  du  lieu.  II  vient  pour  I  equa- 
tion  de  OA  : 

X, 

o/y  y'  désignant  ies  coordonnées  du  point  A ,  ct  K  la  (an- 
gente  trigonométríque  de  Tangle  constant  AOB. 
La  perpendiculaire  AM  a  pour  équalion  : 

1 

y  —  y'  =  —  (^  —  a?'). 

Or,     -i=-íi;      d'oú     y.-y'  =  -^(x,-x')    (5). 

p        yt  .       Vi 

L'équation  de  lellipse  est  : 

ay*-h6V'  =  aV (4). 

Combinons  (2)  et  (3),  il  vient  : 

y,  -4-  Kx,    ,  Xi 

y  — ^ x'= (x,  —  x'  ; 

d'oii  x'  =  X,  —  Ky, ,     y'  =  y,  -♦-  Kx,. 

Rempla^aiit  a/,  y'  par  ces  valeurs  dans  Féquation  de  la 
courbe,  on  obtient : 

a*(y,  -♦-  Kx,)«  -♦-  6«(x,  -  Ky,)«  =  aV, 

équation  d*une  ellipse  (fig.  223). 

498.  Problême  U.  Chercher  le  lieu  géométrique  décrit 
par  fe  potní  d'intersection  M  de  deux  tangentes  TM ,  T'M  a 
tine  ellipse,  et  qui  êe  meuvent  parallélement  á  un  systéme 
mobHe  de  deux  diamétres  conjugués. 

Eh  prenant 

y  es  mx  -4-  V/o'm*-*-6' 
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pour  réquation  dela  tangente  &  rellipse,  il  vient: 

(xj  —  a*)m*  —  !2xiyim  -*-  yï  —  6'  =  0, 

Xf,  y^  étant  les  eoordonnées  du  point  M  et  2a,  26  les  axes 
de  cette  courbe. 

Fig.  t94. 


Puisque  les  tangentes  sont  paralléles  á  deux  diamétres 
conjugués,  pour  lesqucls  on  a  la  relation  dS'  =  —  ^  ,  on 
aura  pour  le  produit  des  deux  racines  dans  I  equation 
précédente : 

xj  —  a'  a*' 

qui  est  réquation  du  lieu  ;  ce  qui  donne  : 

a«t/í -f-6*xí  =  9aV, 

c'est-á-dire,  une  nouvelle  ellipse  semblableetconcentrique 
á  la  premiére:  c'est  le  lieu  des  sommets  de  tous  les  parallé- 
logrammes  conjugués  circonscrits  á  rellipse  donnée. 

4M.  Problême  III.  Deux  cordes  conjuguées  passent  par 
le  foyer  d'une  ellipse.  Aux points  de  rencontre  de  ces  cordes 
avec  la  courbe,  on  rnéne  deux  langentes;  chercher  le  lieu 
décritpar  l'intersection  M  de  ces  tangentes. 
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Soient  {x',  y')f  (x",  y")  les  coordonnées  des  points  de 

Fig.  «5.  «^ní^ct  T,  T'  (fig.  225). 

On  aura : 

ay»-f-6V'=oV  (1), 

oV«y'  ■*-  í^'^i^' = «*'>'  (2). 

En   désignant   par  f 


rabscisse  du  foyer,  Té- 
quation  de  FT  est : 

y'  =  í(x'-/-).    .(3), 

et  celle  de  FT' : 

y"==^(x"— /) (4). 


On  a  larelation 


JJ'^  — 


o' 


Multipliant  (3)  par  (4),  il  vient : 

yY=or{x'-nK-n    ou    y'y"^^^[x'x"-f{x''^x")-^r] 
et ,  en  remplagant  W  par  —  ^ : 

yy ' = - -^!  [^'^"  -  A^' -*- ^")  ■*- r]  .  .  (n 

De  la  simultanéité  des  équations  (1)  et  (2),  on  tire  pour 
la  somme  des  racines  : 


X  -*-  X  = 


et  pour  leur  produit : 


o'yj  H-  6*xJ 


X  X    í — 


a*y*  -4-  6*xJ 


On  aura  de  méme : 


,  ,_6^(o'-xï) 
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Remplacant  dans  (4%  il  víent : 

uYi  ■+-  b*x\  -4-  2aVx«  =  2a*, 

équation  d'une  ellipse. 

480.  Problêmé  IV.  Deux  diamêtres  mobiles  d'une  eUipu 
soni  perpendiculaires  entre  eux.  Aux  extrémités  T,  T'  de 
l'un  de  ces  diamétres,  on  méne  des  tangentes  qui  rencon- 
trent  le  second  diamétre  en  des  points  M  dont  on  demande 
le  lieu, 

Fig.  «96. 
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L'équation  de  Tellipse  pour  le  point  de  contact  T  (x',y') 


est 


«-.'» 


oy 


6«x'«  ==  aV 


0); 


celle  de  la  tangente  MT  est 


o'yiy'  -^  6*X4x'  =  aW (2), 


xx^xfx  étant  les  coordonnées  du  point  M.  L'équalion  du 
diamêtre  OM  est  de  la  forme : 


f/  =  WÍX, 
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ct  comme  íl  est  perpcndiculaire  au  diamêtre  TOT'  dont  le 
coeiTicient  angulaire  est  ^, ,  réqualion  de  OM  est : 

X 

y  =  — ;  ^- 
y 

Puisquc  cettc  droite  passe  par  le  licu,  on  a  : 

x' 
2/4  = -^i (3). 

Si  Fon  substiiue  dans  réquation  (1)  les  valeurs  fournies 
par  (2)  et  (3),  on  (rouve  pour  réquation  du  lieu  : 

Pour  x=  00,  il  vient 

y  =  ±%h,     y=OP  =  OP', 
c 

ce  qui  détermine  les  deux  asymptotes  LL',  Hlf'  paralléles 
á  Taxe  dcs  x.  De  méme,  pour  j/  =  oo  ,  on  a  : 

x  =  =h--o,      x  =  OR  =  OR' 
r 

61,  en  menant  par  les  points  R,  R'  des  paralléles  á  Taxe 
des  y,  on  obtient  lesdeux  asymptotes  NN',  VV'(fig.  226). 

481.  Problême  V.  Des  foyers  F,  F'  d'xme  ellipsey  on 
abaisse  des  perpendiculaires  FP,  F'P'  sur  une  tangente 
mobile  á  cette  courbe.  On  joint  inversement  les  foyers  F,  F' 
aux  pieds  P,  P'  des  perpendiculaires,  Chercher  le  lieu  décrit 
par  le  point  M,  intersection  des  droites  FP',  F'P. 

La  droile  FP  étant  pcrpendiculaire  á  la  tangente  á  Tel- 
lipse  au  point  (x',  y'),  a  pour  équatíon 

c  élant  Tabscisse  du  foyer  F  et  2a,  26  les  axes  de  rellipse. 
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Pour  avoir  lcs  coordonnées  du  poínt  P,  il  suffit  de  com- 
biner  cette  équalion  avec  celle  de  la  langentcá  rellipse,  á 
savoir :  ^.^^,  ^  ^,^^,  _  ^.^.. 

ce  qui  donne  :  flc  ==  — ^^ ;-,     y=  — 


a'  -^-  cx  o"  -h  cx 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  P'  (Gg.  215),  il 
suffit  de  changer  dans  ces  valeurs  c  en  —  c;  de  sorte  qu'on 
aura  pour  les  droites  FP',  F'P,  les  équations  : 

ay(^i  — c) 


!/i  = 


a*  (x'  —  c)  —  c(a*  —  cx') 
a^y'  (j-i  -+-  c) 


^*       a'(x'-fr-c)  4-c(o*-4-cxV 

2a*x, 

doú  Ton  tire  :    y'=^yi,     x'  =  — r- 

a*  -^  c^ 

Ën  remplacantdans  Téquation  de  rdlipse 

o'y'*  -t-  6*x'«  =  oV, 

on  obtient  pour  le  líeu  Téquation  : 

4  (2o'  —  6*)  ^;  -♦-  4a»6^x!  =  fc«(2o'  —  t«)« 

qui  représente  unë ellipse.  Cetle courbe  rencontre  laxe des 
^  á  la  dístance  ^  de  rorigine^  et  celui  des  x  á  la  dístance 

Mt.  PnoBLÊME  VI.  On  donne  une  ellipse  et  une  tangente 
mobile  á  cette  courbe.  Aux  deux  extrémités  AetBdu  grand 
axe,  on  éléve  des  perpendiculaires  qui  rencontrent  la  ton- 
gente  mobile  en  S  et  en  R.  On  joint  ces  deux  points  inver- 
sement  et  directement  aux  deux  foyers  F,  F'.  Chercher  les 
lieux  de  Vintersection  de  ces  droites. 

Soient  x\  y\  les  coordonnées  du  point  de  contact  T. 
L'équation  de  rellipse  est : 
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Celle  de  la  tangente  pour  le  mêní)e  point  est : 


«'yy' 


Lescoordonnées  des  points 
R  et  S  sont : 

^^         a6«--6V 
1/= » 


On  a  pour  réquatíon  de  la 
droiteF'R: 

ay^ (a  •♦-  c)y'  -^  6*(x,  -+-  c)x' 
=  a6*(a(rj-*-  c); 


celle  de  FS  est  : 


—  ayi  (o  -+-  <^)  y'  -^  6*(c  —  ^i)  3c'  =  —  a6'(c  —  X|). 
De  ces  deux  équations ,  on  tire  : 


X 


ax, 
c 


»'=- 


6»(c«  — xï) 
c(a-^  c)yi 


En  substituant ces  valeurs dans  lequation 

a*y'«  -♦-  6*x"  =  aV, 

on  trouve  pour  le  lieu ,  aprés  simplification  : 

(a  -♦-  c)  y,  -+-  (o  —  c)  xí  =  (a  —  c)  c' 

qui  représente  une  ellipse  coupant  Taxe  des  x  aux  distances 
±  c  de  Forigine  et  Taxe  des  y  aux  distances  ±  c  y*^^' 
Si,  au  lieu  de  joindre  les  points  R  et  S  inversement 
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aux  foyers,  on  les  joini  direclcinent,  on  irouvora  pour  x'  cl 
pour  y'  les  valeurs  : 

eX  pour  le  lieu ,  rellipse 

(a  —  c)  yj  -^  (a  -+-  c)  arj  =  (a  -+-  r )  c', 

quí  renconlre  Taxe  des  x  aux  dislances  ±  c  de  l'origine  el 
Taxe  des  y  aux  dislances  d=  c  [/^—-^. 

4SS.  PnoBLÉMB  VII.  Un  angle  constant  &>  dont  le  sommet 
est  Bitué  á  Vexlrémilé  A  de  Vaxe  de  symétrie  d'une  ellipse, 
tourne  aulour  de  ce  poinl;  les  cótés  de  cet  angle  rencon- 
tvent  la  courbe  aux  points  variables  C,  D ;  on  joint  le  point 
(i  au  centre  0  de  Vellipse,  Chcrcfier  le  lieu  décrit  par  le 
point  M,  intersection  des  droitcs  CMO  et  AMD. 

Pla^ons  Forigine  des  axes  coordonnés  au  cenire  de  VcU 
lipse;  2a,  26  étant  les  axes  dc  eelle-ei,  on  a  réquation 

ay  +  6  V  =  aV. 

Soient  x',  y'  les  coordomiées  du  point  C,  oc^,  y^  eelles  du 
point  M  et  a  Tangle  variable  DAX. 
La  droite  AC  a  pour  équation 

y'  =  tg(»  -^  «)  (o;'  H"  a) (I) 

et  la  droitc  AD  qui  passe  par  le  point  M  : 

yi  =  tga(x, -^a) (4). 

L'équation  de  la  droite  OC  est : 

»i=f,^. (3); 

X 

en  y  ajoulant  celle  de  rellipse  pour  Ic  point  C,  il  vient : 

o*i^'«-*-6V'  =  aV (4). 
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On  oblíent  donc  nn  syslënie  de  qualre  équalions  á  troís 
variables  x',  y'  ei  a;  on  trouve  pour  x'  et  y'  les  valeurs  : 

ox,  [(a  -♦-  a:,)  tg  »  ^-  y  J 


X 


y'  = 


oy,[(a-4-a:,)tg«-^y,] 


«yi  —  (y?  -^  apj  -♦-  ajc,)  tg  M 

En  les  substituant  dans  I  equation  (4),  et  en  représentant 
tgtú  par  c,  on  a  pour  le  lieu  I  equation 

(o'yj  -H  6'x7)  [y,  -f-  c  (a  -♦-  x,)]'  =  6'  [oy,  —  c  (yj  -+-  xj  -f-  ox,)]% 

qui  est  une  courbe  du  quatriéme  degré. 

Si  Tangle  (i)  =  0,  on  retrouve  Tellipse  donnée,  et  si 
tíi  =  90**,  on  obtient  Téquation 

{x\  -4-  ty?  -f-  ax,)*  =  (a  -*-  x,)*  (o*yí  -4-  Vx\) , 

qui  est  également  une  eourbe  du  quatriéme  degré. 

4S4.  Problêmb  VIII.  Chercher  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires  abaissées  du  cenlre  d'une  ellipse  donnée  sur 
les  tangentes  á  cette  courbe. 

En  prenant  des  axes  comme  précédemment  (452),  on  a : 

Fig.  tts.  a'y*  -*-  6 V  =  oV 

^  pour  réquatíon  de  cette 

ellipse. 

Le  coefficientangulaire 
de  la  tangenle  au  point 

(x',y')étant— ^,,réqua. 

A!      X  lion  de  la  perpendiculaire 
abaissce  du  centre  sur  la 


tangente  scra  : 


b*x- 


(1). 


X|,  Vi  désiguant  les  coordonnées  du  lieu. 
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Puisque  la  (angente  a  l'ellipse  passe  par  ce  point,  on  a 

également : 

a'y,y' -^  b'x,x' =  a'b' (2), 

ei  aY* -*- b^x"*  =  a'b^ (S) 

pour  Tellipse  passant  par  le  poínt  de  contact  (x'y  y').  Si  Ton 
prend  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  entre  les  deux  premiéres 
équations  et  qu'on  les  subslitue  dans  la  troisiême,  on 
obtient : 

qui  est  I  equation  du  lieu. 

On  voit  que  c'est  une  courbe  du  i""  degré  qui  touehe 

rellipse  aux  cxtrémiiés  des  axes  de  cclle-ci.  Si  Ton  cherche, 

d'aprês   les   procédés  connus,  pour  quelle  valeur  de  x 

lordonnée  cofrespondante  s'éléve  á   son  maximum,  on 

(rouve 

a  V'-Jíi?  —  a*  a' 

X  =  d:  et      y  =  ±  — 

Ën  coordonnées  polaires,  cette  équation  est  plus  simple. 
Ën  plagant  le  póle  á  rorigine  et  dirigeant  la  droite  íixe  sui- 
vant  Taxe  des  x,  on  a  : 

x  =  pcosu,     ysspsinu, 

ct  réquation  du  iieu  est : 

p'==a' —  c*sin*». 

Sur  le  grand  axe  2a  de  rellipse  comme  diamétre,  décri- 
vons  une  circonférence,  et  par  le  foyer  F,  menons  une 
droite  quelconque  FM,qui  rencontre  en  M  la  círconférencc. 
Du  centre  0,  menons  une  parallële  á  la  droite  FM»  et  du 
point  M  abaissons  la  perpendiculaire  MP  sur  cette  paral- 
Íéle :  lc  pied  P  sera  un  poínt  de  la  coúrbe  donnée  (fíg.  328). 

En  eflet,  on  a : 

OP  =  OM'—  MP"=  a* -^  c'  sin*«; 


i 
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d'oú 
el 


p*=  a' —  c'sin'w 

c'  sin'  a 
i^»=p'sin'tó  = —  (a*  —  c'sin'w). 


La  somme  des  deiix  facteurs  de  ce  produit  étant  con- 
stante,  le  maximum  de  y  répond  á  I  egalité  de  ces  facteurs, 
ee  qui  donne : 

a 


c'sin'w 


a* — c*sin*w;     d'oíi     sinw  = 


1/2 


4S5.  PnoBLÉME  IX.  Chercher  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires  ahaissées  du  centre  de  l'hyperbole  sur  les  tan- 
gentes  á  cette  courbe. 

En  suivanl  la  méme  marche  que  précédemment  (434)  , 
on  trouve  pour  Téquation  du  lieu 

(y'-f-x*)'  =  aV— 6y, 

et  en  coordonnées  polaires 

p'=a* — c'sin'». 

Cette  ëquation  est  trop  simple  pourque  nous  nous  y  arré- 

tions.   La  courbe 
représentée     par 
cctte  équation  cst 
uneespécedelem- 
niscate  (fig.  229). 
Pour    obtenir 
un  point  P  de  la 
T  courbcjil  faut  me- 
ner,  du  foyerFde 
rhyperbole,    une 
sécante    quelcon- 
que  FM  qui  ren- 
contre  la  circonfé- 
rence  décrite  sur  Taxe  iransverse  2a  de  cette  courbe  en 
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un  point  M.  De  ce  point,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
MP  sur  la  paralléle  á  FM  menée  par  le  centre  O  de  rhyper- 
bole;  il  est évident que  lon  a ,  comme  précédemment : 


Op'=Om'— MP 


ou       p'= 


p*=  a* —  í'sin'tt. 


La  valeur  qu'il  faut  donner  á  Tabscisse  x  pour  que  lor- 
donnée  y  s*éléve  á  son  maximum  est 


X=s 


~2c 


•^       2c 


4S6.  Problêmb  X.  Êíant  donné  un  systéme  mobile  DD', 

Fig.  «30.  AA'  de  deux  diomé- 

tres  eonjugttésy  par 
Vextrémité  D(x',y') 
de  l'un,  on  abaisse 
uneperpendiculaire 
DP     sur     fautre. 


X  Chercher  le  lieu 
géométrique  décrit 
par  le  point  P. 

La  droite  DP  qui 
esl  perpendiculaire 
au  second  diamêtre, 
et  qui  passe  par  le  lieu,  a  pour  cquation  : 


yi  — y'= — ?(x,— x'). 


(I). 


La  relation  des  diamétresconjuguésa*í(ï'=  —  6^dcvient 
pour  les  points  D  et  P  (flg.  230)  : 

a'y,y'=  —  b^x^x' (2). 

L'équation  de  rdlipse  passant  par  D  est : 

aV -*-*>*«'*=  «V (3)- 

Les  équations  (1)  et  (2)  déterminent  les  valeurs  dex'  el 
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Fig.  331. 


Ý\ 


de  y';  en  substíluant  celles-ci  dans  (3),  on  a  pour  I  equa- 

tíon  du  lieu : 

(aVÍ  H-  bV,)  (yl  -*.  x\Ý  =  c*x?y!. 

4S7.  Problême  XI.  Un  quadrilatére  est  circonscrit  á 
ime  ellipse.  Deux  cótés  opposés  de  ce  quadrilatére  sont  tan- 
gents  aiix  extrêinités  d'un  méme  diamétre,  Chercher  lepéri- 
métre  minimum  de  ce  quadrilatére. 

Prenons  ce  diamétre  A'OA^  pour  axe  des  x  et  son  conju- 

gué  pour  axe  des  y  (fig.  231 ). 
Soient  2a',  26'  les  longueurs 
de  ces  deux  diaméires  con- 
jugués. 

I/ëqualion  de  la  tangente 
k  rellipse  sera  : 

a'^yy' -^  b'* XX' =^  a%'\ 

^'       Soit  AD  cette  (angente; 

'"■'  elle  passe  par  A  dont  les 

coordonnées  soni  a:  =  a'et  y  =  Y.  L'équation  précédente 

devient : 

a'Yy'  -4-  b'*x'  =  c'6'*, 

x',  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact.  On  sait 
que,  si  x'  augmente,  y'  diminue,  el  réciproquement.  Si 
x'  =  0 ,  y'  =  6' ;  ce  qui  donne  : 

Yy'  =  6'«. 

Ce  produit  de  deux  facteurs  est  constant;  puisque  y'—b' 
atteint  son  maximum ,  il  s'ensuit  que  Y=6'  descend  5  son 
roinimum.  Les  cótés  du  quadrilatére  dont  le  périmétre  est 
minimum  sont  donc  tangents  aux  extrémitcs  des  deux  día- 
rnêtres  conjugués;  de  sorte  que  ce  parallélogramme  est 
conjugué. 

4Sft.  Prodléme  XII.  Inscrire  dans  un  parallébgramme 
donné  une  ellipse  dont  la  surface  soit  maximum. 
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Soient  2a,  26  les  longueurs  des  diagonales  du  parallé- 
logramme  donné ;  2x,  2j/  les  deux  diamëtres  conjugués 
inconnus  dirigés  suivant  ces  diagonales.  On  aura,  comme 
on  la  vu  précédemment,  les  équations : 


(I), 


Ttxy  sinu  =  E, (2), 

(li  étant  Tangle  des  deux  diagonales  du  parallélogramme, 
et  E  la  surface  inconnue  de  rellipse.  Ën  éliminant  y,  il 
vient : 


ce  qui  donne  pour  la  surface  maximum  : 
nah  sin  w 


E  = 


2 


d'oú 


a  h 

— -     el     y  =  — -^' 

|/2  |/2 


On  voit  que  cettc  ellipse  est  tangente  aux  milieux  áe^ 
cótés  du  parallclogramme. 

439.  Problême  XIII.  Inscrire  dans  un  triangle  domié 

Fig.  m,  ABC  une  ellipse 

qui  totiche  les  trois 
cótés  de  ce  írton- 
gle  en  letirs  mi^ 
lieux  (fig.  233). 
PrenonsIamé> 
diane  AM  =  m 
^' ^  \  >v    "  ^j  ung  paralléle 

HOE  á  la  corde 
de  contact  M'M'' 
^   pour  les  deux  dia- 
^\  métres  conjugués 

de  cette  ellipse.  Soit  BC=6,  et  posons  OD=a'  el  0E=6', 
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2a^  26'  étant  les  deux  deux  diamétres  conjugués  inconnus. 
Cctte  ellipsc  aura  pour  équation  : 

a'y  H-  b'V  «=  a%'\ 

Si,  dans  réquaiion  de  la  tangenle,  on  fait  y  =  0,  \\ 
viendra  : 


01  xOA  =  OD; 

mais ,  01  =  IM  -  OM  =  ^'  ~  a', 

OA  =  iw  —  a'. 
On  a  donc,  pour  déterminer  a'  el  b\  lcs  équations  : 


g-_a')(m-ci')  =  a''     ....     (I), 
aV  fm  \* 

ce  qui  donne  :       a'  =  —     ct     6'  = -' 

5  21/5 

On  voit  que,  pour  obtenir  la  grandeur  du  demi-diamétre 
eonjugué  a',  ii  faut  joindre  le  sommet  C  du  iriangle  au 
inilieu  M'  du  cóté  opposé  :  les  deux  médianes  AM  et  CM' 
se  rencontrent  au  cenlre  0  de  rellipse,  qui  est  le  centre 
de  graviié  du  triangle.  Quant  au  demi-diamétre  conjugué  6', 
il  est  cgal  á  la  moílié  du  rayon  du  ccrclc  circonscrit  au 
iriangle  équilaléral  dont  BC  est  le  cóté.  On  connail  donc 
tous  les  éléments  voulus  pour  construire  cette  ellipse. 

440.  Problêbie  XiV.  Êlant  donne  un  parallélogramme 
et  une  drotte,  décrire  une  ellipse  tangente  aux  cótés  du 
parallélogramme  et  á  la  droite  (fig.  233). 

II  est  permis  de  considérer  les  deux  diagonales  du  paral- 
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lélogramme  comme  deiix  diamélres  conjugués  de  rellipse, 
les  grandeurs  ^a',  26'  élanl  inconnues,  et  rorigine  se  (rou- 
vant  au  centre  du  parallélogramme.  OA,  OB  étant  les  axes 

Fig.  «33.  <*es  X  el  des  y,  il 

''Xn  viendra  : 

pour  1  equation  dc 
Tellipse. 

Soient  AD=2fl, 
BG  =  3fr  les  lon- 
gueurs  des  diago- 
nales  du  parallélogramme,  et  OK  =  m,  OH  =  n,  les  dis- 
tances,  á  pnrtir  de  lorigine,  oú  la  droite  donnée  coupe 
les  axes  coordonnés.  Les  deux  cótés  BA  et  AG  du  parallélo- 
gramme  ctant  tangents  é  rellipse,  on  aura  réquation 

qui  est  satisfaite  pour  lcs  coordonnée$  du  point  A  ou  y=Oi 
x  =  a;  ce  qui  donne  : 

ay==a'\ 

On  obtient  de  méme  pour  le  point  B  :  by'  =  b'^. 

La  courbe  passe  évidemment  par  le  point  de  contact 
(x',  y').  On  a  donc  Téquation  : 


't 


a*        6' 

quí  nous  apprend  que  les  diamétres  conjugués  2a',  36 
sont  les  axes  coordonnés  d'une  ellipse  dont  ^a,  26  sont  ies 
diamêtres  conjugués. 

La  droite  HK  a  pour  équation  : 

n      m 
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Celte  droíte  doit  élre  tangeiue  á  Tellipse 

ee  qui  fournit  réquation 

n V* -^  ♦i4»6"  =  m V (-2), 

qui  est  celle  d*une  ellipse  dont  2m,  2n  sont  les  dian)élres 
conjugués.  Les  deux  diamétres  conjugués  2a',  26'  seront 
délerminés  par  riniersection  des  denx  ellipses  (1)  ei  (2). 


L  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection 
de  la  perpendiculaire,  abaissée  du  centre  d'unc  ellipse  sur 
une  (angente,  avec  Vordonnée  prolongée  du  point  de  contact. 

L'équalion  du  lieu  est 

6'ty*  -h  o'xj  =  a*  : 

la  courbe  est  une  ellipse. 

IL  Le  sommet  A  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
ABC  et  le  sommet  B  de  ce  triangle  glissent  sur  deux  droites 
fixes  perpendiculaires  entre  elles,  On  demande  le  lieu  décrit 
par  le  troisiéme  sommet  C. 

En  désignant  par  6  et  c  les  cótés  de  Tangle  droit,  I  equa- 
tíon  du  lieu  est : 

h*x\  H-  (6«  -h  c")  y?  —  26cx,yi  =  6*. 

IIL  Une  droite  AT  se  meut  autour  du  sommet  de  symé- 
trie  dCune  ellipse.  Au  point  oú  cette  droite  rencontre  la 
caurbe^  on  méne  une  tangente  á  celle<i.  Du  centre,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  tangente :  on  demande 
le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  de  cette  perpendicu- 
laire  avec  la  droite  AT. 
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On  oblicnt : 

o V  ^  xí  (2a'  -  6')  -^  2axt  (6*  —  a*)  =  aV 

pour  réqualion  du  lieu.  La  courbe  est  une  ellipse. 

IV.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  sécante 
qui  lourne  autour  du  foyer  d'une  ellipse. 

II  vient  : 

a*yj  -H  6*xJ  —  6*fXi  =  0. 

V.  Trouver  le  lieu  des  intersections  des  normales  mtnées 
aux  extrémités  d'une  carde  focale, 

L'équation  du  lieu  est  : 

a'6'(x  -f-  cf  -*-  (a*  ^  c*)»  y'  =  6*c(o»  +  c»)  (x  -+-  c). 

VI.  On  donne  une  ellipse  fixe  et  une  circonférence  coh' 
centrique,  de  rayon  variable.  Aux  points  oú  cette  circonfê^ 
rence  rencontre  Cellipse^  on  méne  des  tangentes  aux  deux 
courbes.  Du  centre,  on  méne  une  paraUéle  á  la  tangenle  á 
Vellipse.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  d'inlersec- 
tion  de  cette  droite  avec  la  tangente  á  la  circonférence, 

On  aura  réquation  : 

(a'  H-  hyiay,  -f.  6«xí)  x]y]  =  (6*xí  -4-  a'ylý. 

VII.  On  donne  une  ellipse  fixe  et  une  circonférence  con- 
centrique  de  rayon  variable.  On  méne  les  tangentes  com- 
munes  aux  deux  courbes,  Du  centre ,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires  sur  ces  tangentes.  On  demande  le  lieu  décrit 
par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

Le  lieu  est 

fl'^í-4-6V  =  Cyí-^-x?)*. 

VIII.  Un  rectangle  quelconqu£  etant  circonscrit  á  um 
ellipsey  le  parallelogramme  qui  a  pour  sommets  les  points 
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de  contact  a  vn  perímétre  constant,  et  detix  cótés  consécutifs 
fonty  avec  la  tangente,  des  angles  égaux. 

IX.  Dans  un  trapeze,  on  donne :  une  des  bases  paralléles 
en  grandeur  et  enposition,  l'autre  base  en  grandeur  seule- 
ment  et  la  somme  des  deux  autres  cótés.  Trouver  le  lieu 
de  l'intersection  des  diagonales. 

X.  Un  des  sommets  d'un  parallélogramme  circonscrit  á 
une  ellipse  glisse  sur  une  directrice;  prouver  que  le  sommet 
opposé  décrit  Vautre  directrice,  et  que  les  deux  autres  som- 
mels  sont  sur  un  cercle  ayant  le  grand  axe  de  rellipse  pour 
diamétre. 

XI.  Si,  dans  une  conique  ayant  F  pour  foyer,  on  méne 
une  corde  PP'  par  un  point  fixe  0 ,  le  produit 

lang.  i  PFO  X  tang.  4  P'FO 
est  constant. 

XII.  Siy  par  un  point  0,  on  méne  deux  droites  passant 

par  les  foyers  d'une  ellipse  (ou  tangentes  á  une  conique 

homofocale)  et  coupant  la  courbe  aux  points  R,  R',  S,  S', 

on  a  la  relation 

i  ^    _  ^ L 

0R^0R^'~0S""0S' 
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CHAPITRE   XXII 


DE  L'HYPRttBOLE. 


441.  Lorsque  les  coefficienls  M  et  N  de  y^  el  dex* 
sont  de  signes  contraires,  réquatíon  (197) 

My'  -  Nx'  =  —  F' 

représente  celle  de  Thyperbole  rapportée  á  son  cenire, 
comme  orígíne,  et  á  ses  axes  de  symétrie. 

Faisons  successivement,  dans  cette  équation,  a;  =  Oet 
y  =  0;  désignons  par  b  ct  par  a  les  valeurs  eorrespondantes 
de  y  et  de  x.  On  aura  pour  les  distances  oú  rhyperbole 
rencontre  les  axes  coordonnés  : 

M  X  ÓB  =  —  F'     et      N  X  OA  =  h-  F'. 

On  voit  déja  que  Thyperbole  ne  rencontre  pas  Taxe  des 
ordonnées.  On  porie  cependant  sur  cet  axe,  á  partir  de 
lorigine  ou  cenlre  de  la  courbe,  des  longueurs  égales et 
de  signes  contraires  OB  =  OB'  =  b  (flg.  234);  d'oú 

F'        F' 

DB       ^ 

Comme  N  x OA  =  F',  on  prend  sur  laxe  des  x  des  lon- 
gueurs  égales  OA  =  OA'  =  a,  el  il  vient : 

F' 

N ;. 

En  remplagant  M  et  N  par  ces  valeurs,  on  aurti : 

6*      a'  ' 


GÉOMÉTRIE  AjNALYTIQUE  A  DEt'X  DIMENSIONS.      511 


pour  réquation  de  I'hyperbole,  ou  bien  eneore : 


ay  -  6  V  =  —  a«6 


«Aí 


(1), 


\ 


Fig.  934 
Y 

S 


dont  on  se  sert  souvent. 

Cette  cqualion  ne  différe  de  celle  de  reilipse  que  par  le 
signe  de  6*  qui  est  devenu  négaiif,  c'est-á-dire  que  h  s'est 
ehangé  en  by—J. 

Cetie  équation,  comme  celle  de  rellipse,  est  homogéne. 

L'axe  A0A'  =  2a 
(lig.  SSi),  qui  rencon- 
tre  la  courbe  aux  deux 
sommets  A,  A',  se 
nomme  Vaxe  trans- 
veí'se  de  riiyperbole, 
eiraxeBOB'  =  26se 
nomnie  Vaxe  imagi- 
naire,  Vaxe  non  Irans- 
verse  ou  bien  encore  le 
second  axe. 

449.  Pour  transporter  Forigine  au  sommet  A  de  Thyper- 
bole,  il  faut  évidemment  changor,  dans  Péquation  précé- 
dente,  x  en  x  -t-  a;  on  a,  dans  cc  cas  : 


X' 


/A' 


B' 


/JR' 


y*  =  —  (2ax  -H  x') 


(2)- 


Si  rhyperbole  esl  équilatére,  2a  =  26  et  les  équations 
(1)  et  (2)  deviennent  : 

y*  s=  2ax  -¥-  X*     ct     y*  —  x*  =  —  a\ 

A  rinspection  de  réquaf lon  a^y^  —  b^x^  =  —  aVi^,  on 
voit  qu'ó  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  x 
correspondent  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
de  y ,  et  réciproquement. 
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Puisque  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaíres,  rhy- 
perbole  est  donc  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes 
A0A'  =  2a,  BOB'=26,  qui  sont  nommés  les  axes  dt 
symétrie  de  cette  courbe. 

De  réquation  (1),  on  tire  : 

y  =  áz~  l/jc'  —  tt' ; 
a 

la  plus  petite  valeur  que  Ton  puisse  attribuer  á  x  est  évi- 
demment  oc  =  dz  a;  d  oii  j/  =  0. 

A  mesure  que  x  grandit,  á  partir  de  a,  les  valeurs  de  y, 
toujours  égales  et  de  signes  contraires,  vont  en  augmen- 
tant  et  deviennent  d'autant  plus  grandes  que  celles  de  x 
sont  elles-mémes  plus  grandes. 

Ainsi,  en  faisant  passer  rabscissex  par  tous  les  états  de 
grandeur  possibles,  á  partir  de  a  jusqu'é  rinfini,  y  passe 
lui-méme  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  0  jusqu'á 
riníini;  ce  qui  donne  la  branche  SAS'. 

En  faisant  passer  x  négativement  par  les  mémes  états 
de  grandeur  que  précédomment,  depuis  x  =  —  a  jusqu  a 
x  =  —  00  ,  les  valeurs  correspondantes  de  y  passent  aussi 
par  les  mémes  états;  il  sVnsuít  que  la  branche  RA'R',  que 
Ton  obtient  ainsi,  est  égale  et  superposable  é  la  premiére 
SAS'.  Ges  deux  branches  sont  séparées  par  un  intenalle 
X  =  2a. 

448.  Deux  hyperboles  sont  conjuguées  lorsqu  elles  ont 
le  méme  centre  et  que  laxe  imaginaire  de  Tune  est  dirígé 
suivant  Taxe  réel  de  lautre,  et  réciproquement.  Ainsi, 
riiyperbole  qui  a  pour  équation 

ay  —  6  V  =  aV 
est  conjuguée  de  eelle  représentée  par  Téquatíon 

ay  —  6  V  =  -  aW. 
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CoBMlrnellOB  de  l'hyperfeole. 

444.  Cherchons  la  courbe  décritepar  unpoint  mobile  M, 
ielle  qtte  la  différence  des  distances  de  ce  point  á  deux  points 
fixes  F,  F'  soit  égale  á  une  longueur  constante  2a. 

Plagons  rorigine  des  coordonnées  rectangulaires  au 
milieu  0  de  FF'  =  2c. 

Fig.  S35. 


Soient  Xj^  =  OP,  y^  =  MP  (fig.  23S)  les  coordonnées 
du  point  M,  et  FM  =  p,  F'M  =  p'.  On  a  : 

p'—  P  =  2a,    p"  =  y?  -^  (xi  -»-  c)\    p*  =  yí  ■+-  {x^  -  c)», 

el ,  par  soustraction  : 

2cx,  ,       ,      cx,  cxt 

p-f-p= ;     d'ou     p= h  a,     p=: a. 

a  a  a 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  p  ou  de  p'  dans  Tune  des 
équations  précédentes,71  vient : 

a«y}  -  (c»  —  a«) xí  =  —  a^ic*  —  a"). 

En  posant  c^  —  a'  =  &^  ct  en  supprimant  les  indices, 

on  obtient : 

ay  —  6 V  =  —  a V, 

qui  esl  lequation  de  Tbyperbole  dont  2a  et  26  sont  les 
axes. 

53 
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On  a  évidenimeiu  c  '^  a,  car  le  triangle  FF'M  donoe: 

2c  >  p'  —  p  =  2a. 

Prenons  les  distances  OA  =  OA'  =  a.  Les  points  A  et 
A'  appartiennent  é  la  eourbe  demandée  et  en  sont  Ics  som- 
mels,  et  AA'  =  2rt,  le  premier  axe.  En  eflfet, 

FA  =  FO  — tt    et    F'A  =  F0-4-a;    d*oú    F'A  — FA  =  2a. 

Pour  obtenir  d'autres  points,  prcnons  sur  le  prolonge- 
ment  de  OF  un  poini  quclconque  K,  et  des  points  F'  ci  F 
eomme  cenires,  avec  les  rayons  A'K  cl  AK,  décrívons 
deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  en  M  ei  en  M' 
(fig.  235)  :  les  points  M  et  M'  apparliendront  á  Thyper- 
bole,  car  F'M  —  FM  =  2a.  On  obliendra  ainsi  aulanl  de 
points  qu'on  voudra. 

445.  Cherchons  Ic  plus  grand  et  le  plus  petit  des  dia- 
métres  de  cetle  courbe. 

On  a  pour  la  distance  OM  du  ccntre  0  á  un  point  quel- 
conque  M  de  rhypcrbole  (fig.  234)  : 


La  plus  peiite  valeur  que  Pon  puisse  donner  á  x  est 
x  =  a;  donc,  la  plus  petite  valeur  du  demi-diamétre  est 
OM  =  a. 

L'axe  transverse  AOA'  =  2a,  qui  partage  rhyperbole  en 
deux  parties  égales  et  superposabies*,  est,  en  méme  temps, 
le  plus  petit  de  tous  les  díamétrcs  de  cette  courbe.  Comme 
le  demi-diamétre  OM  augmente  avec  x,  ce  diamêtre  est 
infini,  lorsque  x  lui-méme  est  infini. 

446.  Soient  flc  =  OP,  y  =  MP  les  coordonnées  dHin 
point  quelconque  M  (fig.  234).  II  vient : 

t^«  =  —  (a; -4- a)(x  —  a)     ou      MP  =  —  X  A'P  X  AP. 
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Ori  oblient  aussi  pour  un  autre  point  quelconque  M' 
donl  les  coordonnées  sonl  x  =  OP',  y  =  M'P' : 


MP   __  A'P  X  AP 


MT'  =  —  A'P'x  AP';     d*oú 


ce  qui  prouve  que  les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires 
á  Vaxe  transverse  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
distances  des  sommets  de  cet  axe  aux  pieds  de  ces  ordonnées. 
Suivant  que  le  trinóme  a^y^  —  6^x*  -4-  a%^  est  nul, 
positif  ou  négatif,  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y 
est  situé  sur  la  courbe,  en  dehors  ou  cn  dedans  de  celle-ci. 

447.  On  peut  aussi  tracer  rhyperbolc  d'un  mouvement 
continu.  On  flxe  au  point  F'  rexlrcmilé  d'unc  régle  F'M ; 
on  attache  á  l'autre  point  fixe  F  et  au  point  M  les  extrémités 
d'un  fil  d'une  longueur  telle  que  F'M  — FM=AA'  =  2a. 
Pendant  qucj  la  régle  F'M  tourne  autour  du  point  fixe  F', 
on  fail  glisser  le  long  de  celle-ei  une  pointe  M,  de  maniêre 
qu'une  porlion  du  fil  y  soit  toujours  attachée  :  la  pointe, 
dans  ce  mouvement,  décrit  une  portion  de  Phyperbole. 

448.  II  est  facile  de  construire  rhyperbole  équilatére 

j^a  —  x^  =  —  a^. 

Du  point  0  comme 
centre  et  avec  un  rayon 
égal  au  demi-grand 
axe  a,  décrivons  une 
circonférence  de  cer- 
cle ;  aux  deux  extrémi- 
tés  A  et  A'  de  ce  dia- 
métre,  menons  deux 
langentesRAN,R'A'N' 
(fig.  236). 

Si,  par  un  poínt  quelconque  R  de  cette  tangente,  on 
mëne  une  sécante  OR;  que  Fon  porie  parallélement  á  Taxe 
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XOX'  unc  longueur  RM  =  IR ,  le  poinl  M  appartiendra  á 
rhyperbole. 

En  cflet,  rorigine  des  axes  coordonnés  rectangulaires 
élant  au  cenire  du  cercle ,  soient  OP  =  x,  MP  =  y. 

Le  triangle  reclangle  OAR  donne 

x'  =  a*  -♦-  y* ; 

ainsi,  le  point  M  appartienl  bien  á  Thyperbole. 
De  l'équation  qui  précéde,  on  tire : 


On  voit  par  eette  valcur  que,  si  Ton  prend  sur  une  per- 
pendiculaire,  élevée  &  rextrémité  A  de  laxe  transverse, 
une  longneur  quelconque  AR  =  j^,  rhypoténuse 


OR  =  I/oaV  AR  =  {/0"  ^  y«  =  OP 

sera  Fabscisse  de  rhyperbole;  le  point  M  se  trouvera  á 
rinlerseclion  des  paralléles  aux  axes  menées  par  les  poinls 
P  ctR. 

Lorsqu'on  a  construit  rhyperbole  équilatcre  y^=x^ — a\ 
la  construction  de  rhyperbole  a^y^  —  b^x^  =  —  a^b^  esi 
bien  facile,  puisque,  pour  une  même  abscisse,  on  a  : 

a 

Y  représentant  lordonnée  de  rhyperbole  équilatëre,  el  y 

lordonnée  de  rhyperbole  demandée. 

449.  La  construction  suivante  est  aussi  três-simple : 
Soit  une  droite  OA  =  a.  A  partir  du  point  O,  prenons 

sur  cclte  droite  une  longueur  0C  =  6;  aux  exlréraitésO 

et  A,  élevons  á  OA  des  perpendiculaires  indéíinies  et,  par 
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le  pointCy  menons  une  droite  queleonque  qui  rencontre  en 

Pig  837^  D  et  en  E  les  deux  per- 

pendiculaircs  précilées 
(fig.  237).  Si,  par  le 
^  poinl  D,  on  méne  une 
paralléle  h  la  droite  OA 
et  que  lon  porte  sur 
ce(te  paralléle  une  lon- 
gueur  DM  =  DE,  le 
point  M  appartiendra 
á  rhj  perbole. 


Foyera  et  dlreetrlees. 

4&0.  Gherchons  la  position  des  foyers  de  rhyperbole 
en  partant  de  son  équatíon 

ay  —  6«x»  =  —  oV, 

oomme  on  Ta  fait  pour  rellipse  (214). 
II  víent  : 

<í*=a;'  — 2axH-a«-^j/«  —  2py-+-p*  -  R', 

í»  =  x«  — 2ax+a'-t--(x«  — a») Q  í/x' —  a« -^  p*  —  R'. 

o'  o 

Puisque  S  doit  étre  rationnel,  il  faut  qu'on  ait : 

p  =  0;     d'oú     (r«=  (^— )  ^'-  2ax  H-  a'-  6«-  R». 

La  condition  pour  que  le  trinóme  du  second  degré  en  x 
soit  un  carré  parfait  est : 

aV  =  (a'  ^  6«)  (6*  -f  R*). 
Si  R  =  0,  on  obtient  pour  Tabscisse  a  du  foyer  : 
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Fig.  S58. 


Donc,  si  du  poínt  0  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal 
á  rhypoténuse  du  triaiigie  rectangle  dont  OA=a  et  AB=6 

sont  lescótésde 
l'anglc  droit,  on 
décrilunecircon- 
férencedecerclc, 
celle-ci  conpera 
l'axe  transverse 
AA'  aux  deux 
points  F,  F'  qui 
seront  les  deux 
foyers  (Bg.  238). 
Rempla(^ant  a  par  sa  valeur  dz  c,  il  vicnt  pour  les  deux 
rayons  vecleurs  qui  parlent  des  foyers  F,F'  de  riiyperbole: 

cx  cx 

TM  =  - a,     F'M  =  ---i-a; 

a  a 


d'oíi  Ton  tire : 


F'M  —  FM  =  2a. 


Ainsi,  Vhyperbole  est  une  courbe  telle  que  la  différence 
des  deux  rayons  vecteurs  menés  de  Vun  quelconque  de  ses 
points  aux  deux  foyers  F,  F'  est  constante  et  égale  á  Faxe 
transverse  AA'  =  2a. 

Pour  un  point  N  situé  hors  de  rhyperbolc,  on  a  : 

F'N  —  FN  <  2a. 

Soit  M  le  point  de  renconlre  de  FN  et  de  la  courbe.  On 
obtient  évidemment : 

F'N  <  F'M  -f-  MN; 
retranchant  FN  de  chaque  membre,  il  vicnt : 

F'N  —  FN  <  F'M  —  FM    ou    2o. 
Pour  un  point  intérieur  N',  on  a : 

FN'  <  FM  -4-  MN',    F'N'  =  F'M  -*-  MN' 
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et,  par  soustraclion : 

F'N'  —  FN'  >  F'M  —  FM  >  2a. 

DonCy  suívant  qú'un  point  est  sur  riiyperbole,  au  dehors 
ou  h  rintérieur  de  celle-ei,  la  diíférence  des  rayons  vecteurs 
est  égale  au  premier  axe,  moindre  ou  plus  grande  que  cet 
axe. 

461.  Soit  RDR'  une  parall6le  6  Taxe  des  ordonnées  á 
une  distance  quelconque  OD=d  de  Torigine,  et  soient  x,  y 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  rhyperbole.  On 
a  pour  le  rapporl  des  distances  du  point  M  au  foyer  F  et  á 
la  droite  RDR'  : 

MF        cx  —  a'        c  (cx  —  a*) 
MR       a{x  —  d)      a  {cx  —  cd) 

et,  en  posant  cd  =  a^9 

MF_  c 
MR^ó' 

On  oblienl  de  méme  (fig.  238)  : 

MF'       c  (cx  -¥-  a*)       c 
MR|       a  (cx  +  cd)       a 

Les  deux  droites  RDR',  RiD'R'j ,  distantes  du  centre  de 
rhyperbole  dc  OD  =  0D'  =  ^»  ^^"*  '^^  ^^^^  directrices 
de  celte  courbe;  celle-ci  a  regu  le  nom  áliyperboley  parce 
qiie  le  rapport  sw  =  ï  ^st  plus  grand  que  runilé. 

Les  deux  directrices  sont  situées  entre  le  centre  el  les 
deux  sommets  A,  M  de  rhyperbole.  On  a,  en  effet : 

a» 
OD'  =  OD  =  — 

c 

Le  produit  a  X  "  est  <  a,  puisque  c>  a, 

Pour  construire  ces  droites,  il  suflSt  de  porier  sur  Taxe 
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non  transverse  une  longueur  01  =  a;  delever  aii  poiotl 
une  perpendieulaire  ID  á  la  droitc  F'I :  le  point  D  appar- 
tient  á  la  directrice  RDR'  (fig.  238).  . 
Le  triangle  rectangle  F'ID  donne  : 

Ol*  =  OF'  X  OD;  d'oú  OD  =  -  =  á. 


TanfeBto  ei  aorMale  h  l'kyperbele. 

45S.  Pour  trouver  I  equaiion  de  la  tangente  á  Thyper- 

bole,  on  procédera  eomnie  on  la  fait  pour  rellipse;on 

aura  : 

a'yy'  —  6'xx'  =  —  oV 

pour  Téquation  demandée.  II  suffit^  d*ailleurs,  de  changer 
b^  en  —  fr^  dans  Téquation  de  la  tangente  á  rellipse. 

La  droite  reprcsentée  par  cette  équatíon  a  tous  ses  points 
en  dehors  de  la  courbe,  á  rexception  du  point  (x'»  y'), 

Pour  le  prouver,  rempla^ons  dans  le  trindme 

ay  —  6V  -♦-  oV 

la  valeur  de  y,  tirée  de 

a«yy'  _  6'xx'  =  —  oW, 

6'(xx'  — o') 
et  qui  est :  «  =  — ^ ; 

il  Yiendra : 

oy— 6V  +  aV 

6«[6«(xx'--o«)«-t-  (o'—  x')(6V«  — o'6»)]       6*(x  — x^ 
"  oy  ""        y" 

Le  second  membre  n'est  égal  á  zéro  que  pour  le  seul 

point  (x  =  x\  y  =  y');  donc,  la  droite  représentée  par 

réquation 

o'yy'  —  6"xx'  =  —  oV 

n'a  que  le  seul  point  (x',  y')  de  commun  avec  la  courbe. 
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458.  OL  représentanl  la  tangente  irigonométríque  de 
Tangle  qiie  la  tangenle  au  point  de  contaet  (x',  j/')fait  avee 
Taxe  des  x,  on  a,  en  rempla^ant  y'  par  sa  valeur  tirée  de 
réquation  de  Thyperbole : 


aY       a  V 


d 


y 


Pour  x'  =  a  el  j/'  =  0,  a  =  oo;  donc,  la  tangente  au 
sommel  A  cst  perpendiculaire  k  Taxe  AA'. 
La  méme  propriété  a  lieu  au  point  A'. 
En  faisant  grandir  rordonnée  y'  du  poínt  de  contact^ 
la  valeur  de  a  diminue  et  atteint  son  minimum  a  =  =i=  -, 
iorsque  y'  est  infini. 

A  partir  du  sommet  A  de  Thyperbole,  la  tangente  MT 

(fig.  239)   va   tou- 

jours  en  s'inclinant 

^  sur  Taxe  des  x,  et  si 

nous    cherchons    á 

quelle  distance  OT 

_  de  rorigine  la  tan- 

gente  MT  renconlre 

ect  axe,  en  faisant 

g,  2^  =  0  dans  réqua- 

tion 

a^yy'  —  6*xx'  =  —  a'6*, 

a* 
0T=-; 


nous  aurons 


maisy  si  x'  =00 ,  OT  =  0. 

Donc,  é  mesure  que  le  point  de  contact  M  (x',  y') 
s*éloigne  du  sommet  A  de  rhyperbole,  la  tangente  MT  s'in- 
clíne  de  plus  en  plus  sur  Taxe  AA';  lorsque  le  point  de 
contaci  est  a  Tinfini,  la  tangente  MT  passe  par  le  centre  0 
de  la  courbe  et  se  confond  avec  la  diagonale  BOD'  du 
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rectangle  BB'DD',  eonstruit  sur  les  deux  axes  2a  ei  26  de 
rhyperbole  (6g.  239). 

Puisqu'on  a  :  fg  .  AOB  =  ^,  on  peut  dire  que  Tangle 
AOB  est  le  plus  petit  angle  que  puisse  faire  une  tangente 
á  la  courbe  AS  dans  Tangle  YOX,  puisque  celle-ci  est 
symétrique  pour  chacun  des  axes.  Celle  diagonale  est  aussi 
la  limite  des  tangentes  que  Ton  peut  mener  á  la  courbe 
A'R'  dans  Tangle  opposé  Y'OX'. 

Les  équalions  des  deux  droites  diagonales  BOD\  DOB' 
du  rectangle  des  axes  2a,  26  sont : 

^  O 

Si  rhyperbole  est  équilatêrey  elles  se  réduisent  á 

y  =  =fcx; 

elles  soni,  comme  on  le  voit,  perpendiculaires  entre  elles, 
puisque  le  rectangle  BB'DD'  devient  un  carré. 
Les  équations  de  ces  droites  proviennent  de 

M^  — Nx'r=  — F', 

lorsque  F'  =  0 ;  ce  qui  donne 


Quant  á  Téquation  Ny*  —  Mx'  =  F',  elle  revienl  á 

My«  —  Nx*  =  — F', 

que  nous  avons  examinée,  en  changeant  j/  en  x  et  x  en  y 
et  en  prenant  les  abscisses  sur  l*axe  OY  el  les  ordonnées 
sur  Taxe  OX. 

La  sous-tangente  PT  =*'^~°  ;  cette  valeur  et  cellc  de 
OT  sont  indépendantes  de  Taxe  26  dans  rellipse  et  dans 
rhyperbole;  elles  restent  donc  les  mémes  pour  toutes  les 
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ellipses  et  les  hyperboles  qui  ont  méme  axe  2a,  quel  que 
soit  le  second  axe  26. 

454.  Si;  dans  la  relation  générale  du  coeflicient  angu- 
laire  a  de  la  tangcnte  et  a  du  diamétre  qui  aboutit  au  point 
de  conlact,  on  fait  B  =  0,  A  =  a*,  C  =  —  6*,  on  aura  : 

et  pour  Tangle  OMT  que  fait  la  tangente  MT  avec  le  día- 
mêtre  MOM'  au  point  de  contact  (fig.  239)  : 

a*6» 

tgOMT: 


(a«  -+-  6')x't/' 

Pour  tous  les  points  situés  dans  langle  YOX,  Tangle 
OMT  est  aigu  et  va  en  díminuant  á  partir  du  sommet  A 
de  rhyperbole,  oíi  il  est  droit,  jusqu*á  zéro,  lorsque  le 
point  de  contact  M  est  á  riníini  :  donc,  pour  ee  point,  la 
tangente  passe  par  le  centre  de  rhyperbole. 

455.  Pour  déterminer  les  coordonnées  x',  y'  du  poini 
de  contacl  de  la  tangente  á  rhyperbole  menée  par  le  point 
M,  dont  les  coordonnées  sont  my  n,  on  a  les  équalions  : 

a*ny'  —  b^mx'  =  —  aV,    a'y''  —  6V*  =  --  a'6«. 

En  éliminant  y'  entre  ces  deux  équations,  il  vient : 

(6«,„«_  aV)x'»  —  2aVnix'  -4-  a*(6«  -♦-  n')  =  0. 

Si  6*7w*  <  ahi^y  les  deux  racines  de  celte  équation  seront 
réelles  et  de  signes  contraires,  et  il  y  aura  évidemment  une 
tangente  á  chaque  branche. 

Si  6*wi'  >  a^*,  les  deux  racines  seront  réelles  á  la  con- 
dition  que  á^n^  —  6*m*  ■+-  a'6*  >  0 ;  alors,  elles  seront  de 
même  sígne,  et  les  deux  droites  partant  du  point  extérieur 
é  rhyperbole  sont  tangentes  é  la  méme  branche. 

Lorsque  6*m*  <  á^n'^,  le  trinóme  á^n^  —  6^2-í-a^62  est 
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évidemment  positify  et  le  point  est  en  dehors  de  rhyperboie. 
II  se  trouve  dans  langle  BOD  ou  son  opposé  des  deux 
diagonales ,  puisque  Ton  a 


n 

6 

— 

> 

=b 

—  f 

m 

a 

en  joignant  lc  point  donné  M^m,  n)  au  eenire  O  de  Fangle 
MOA>AOB. 

Dans  le  cas  oíi  b^nfiy  ahí\  le  point  M(w,  n)  se  irouve 
au  contraire  dans  Tangle  BOB'  ou  son  opposé;.il  vient 
alors  ~ < it  - :  on  en  conclut  que  langle  MOA  <  AOB, 
quelle  que  soit  la  position  du  poínt  M,  dans  Tangle  BOB' 
ou  dans  son  opposé  (íig.  259). 

Enfin ,  si  bhn^  =  ahi^^  Tune  des  racines  de  réquation 
précédente  cst  infinie  et  Fautre  finie;  le  poínt  est  situé  sur 
une  des  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes 
2a,  26  de  rhyperbole :  ces  díagonales  (ouchent  cette  courbe 
á  rinfini ,  comme  on  vient  de  le  voir  (453). 

456.  L'équation  de  la  normale  á  rhyperbolc  est 


Fig.  240. 


en  y  faisant 
y  =  0,  on  ob- 
tient : 


0N  = 


(a«-+-6V 


La  plus  pe- 
tite  valeur  que 
Fon  puissedon- 
ner  á  x'  étant  a, 


íl  s^ensuit  que  le  minimum  de 


ON 


a' 


a 


a 
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valeur  plus  grande  que  c.  Donc,  la  normale  MN  (fig.  240) 
n'atleínt  jamais  le  foyer. 

457.  La  tangente  á  rtiyperbole  divise  Tangle  des  deux 
rayons  vecleurs  nienés  au  point  de  contaet  en  deux  parties 
égales.  On  a  : 


F'M 


rx 


a^ 


el 


FM       cx'  —  a« 

a' 

FT       ^  "*"  x'       cx'  -H  a« 

F'M       F'T 

FT               o'       cx'  —  a'          oíi 

FM        FT 

c 

x' 

Fig.  S4t. 


ainsi,  la  tangente  MT  est  bissectrice  de  l'angle  F'MF  des 

deux  rayons  vecteurs  F'M,  FM  au  point  de  contact  M 

(fig.  240). 

On  (ire  de  cette  propriété  remarquable  un  procédé  trés- 

simple  pour  mener^  par  un  point  donné  sur  la  courbe,  une 

tangente  á  rhyperbole. 

Comme  ce  probléme  a  déjá  étc  résolu,  quelle  que  soit 

la  position  du  point  donné  (242),  nous  ne  nous  y  arréte- 

rons  pas. 

45§.  Cherchons  la  courbe  décrite  par  le  cenlre  d*un 

cercle  mobile  M, 
derayonvariable, 
tangent  extérieu- 
rement  á  deux 
cercles  fixesdon- 
nés  de  grandeur 
et  de  position. 
Soient  F,  F'  les 

centres  de  ces  cercles,  et  R,  r  leurs  rayons  (fig.  241). 

On  a ,  en  désignant  par  p  le  rayon  du  cercle  variable  : 

F'M  =  F'T'-*-rM,    F'M=Rh-p,    FM  =  FT-^TM, 
FM«r-*-p;    d'oú    F'M  — FM  =  R  — r. 
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Ainsí,  la  courbc  décrile  par  le  point  M  est  telle  qiic  la 
différetice  des  distances  de  diacun  de  ses  points  aux  deux 
points  fixes  F\  F  est  constante;  cette  courbe  est  donc  une 
hyperbole  qui  a  pour  axe  iransverse  R  —  r,  et  la  demi- 
distance  des  centres  F'F  =  d  pour  excentricité. 

L  equation  de  celte  hyperbolc  sera  : 


Ftg.  943. 


D  aprés  cela,  pour  mener,  par  un  point  M  donné  sur 
cettecourbe,  une  tangentc,  il  suílit  évidemment  dabaisser 
du  point  M  une  perpcndiculaire  Mt  sur  la  corde  de  con- 
tact  TT',  qui  est  déterminée  lorsque  le  point  M  est  donné 
(fi«.  241). 

459.  Mener^  parallélement  á  une  droile  donnée,  une 
tangente  á  Vhyperbole, 

Par  le  centre  0  de  cetle  courbe ,  menons  une  paraliéle 

ON  a  la  droite 
donnée,etdufoyer 
F'  comme  cenlre, 
avec  un  rayon  égal 
a  Taxe  transverse 
AA'=  2a,  décri- 
vons  une  circonfé- 
rence. 

Du  foyer  F, 
abaissons  une  per- 
pendiculaire  sur  la  droite  ON;  cette  perpendiculaire  ren- 
contrera  la  circonférencc  en  deux  points  I,  T.  Par  les 
milieux  M,  M'  des  droites  FI,  FF,  on  ménera  des  paral- 
lcles  á  ON,  et  lcs  droites  MT'  et  MT  seront  les  tangenies 
demandées  (flg.  242). 
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460.  Chercher  les  points  .de  rencontre  d'une  droite 
donnée  et  d'une  hyperbole  représentée  par  Vaxe  transverse 
et  les  foyers. 

Soient  F,  F'  les  deux  foyers  et  PQ  la  droíte  donnée 
(íig.  243). 

Du  point  F'  comme  centre,  avec  I'axe  transverse  2a 
comme  rayon,  décrivons  une  circonférence;  du  poinl  F, 
abaissons  sur  la  droite  PQ  unc  perpendiculaire  FI  quc 
nous  prolongerons  d'une  longueur  IF|  =  IF.  II  reste  á 
décrire  un  cercle  qui  passe  par  les  deux  points  F,  F^  et 
qui  touche  le  premier  cercle.  Dans  ce  but,  tracons  une  eir- 

Fig.  943. 


conférence  quelconque  qui  coupe  la  premiëre  aux  deux 
points  R  et  S.  Par  le  point  de  rencontre  0  des  deux  droites 
RS9  Fi|F,  on  ménera  deux  tangentes  OT,  OT'  á  la  circon- 
férence  de  centre  F';  les  rayons  F'T,  F'T',  prolongés, 
couperont  la  droite  PQ  aux  poínls  voulus  C,  C',  centres 
du  ccrcle  mobile  générateur  de  rhyperbole. 

461.  L'ellipse  et  Vhyperbole  homofocales  se  coupent 
orthogonalement. 
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Soient  une  ellipse  et  une  hyperbole  qui  ont  les  mêmes 

Fig.  «u.  %ers  F,  F,  H 

v^                                                /y  éiant    ruii    des 

\              V          J^  points     d'inter- 

X^x-"''""^          ^""""^§f  section    de    ces 

/\             /^\v  ^^^^      courbcs 

i \ ""^   /{  \    yVT'  (%  2U). 

A'V    F'  /  0  T  l     F     /a     \         r 

\      /  \    /  ^^     langenle 

NC^  \/  MT    &   Thyper- 

/      ^^ \  bole  est  bissec- 

/  \v         trice  de   Tangle 

F'MF  des  dcux 
rayons  vccleurs  menés  au  point  de  contacl  (457);  ceite 
droite  MT  est  donc  la  normalc  á  rellipse  au  point  M. 
Donc,  la  droite  MT',  perpendiculaire  á  MT,  est  tangente 
á  rellipse  au  point  M. 


DlaméCre*  et  eorde*  ■applémentalre*. 

46t.  Faisons  A=a«,  B  =  0,  C=  — 6«,  D=0,  E=0 

dans  réquation  générale  des  diamétros  des  courbes  du 
2"'  degré;  on  aura  : 

pour  réquation  du  diamétre  de  riiyperbole. 

On  voit  que  ce  diamétre  passe  par  Torigine ,  qui  est  le 
centre  de  la  courbe. 

Si  Ton  représente  par  d'  la  tangente  trigonométrique  de 
langle  que  le  diamétre  fait  avec  Taxe  des  x,  on  obtiendra : 

.       6«  6« 

í'  =  —     et     í(r=-r. 
aV  o* 
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quí  est  la  relatíon  des  diamétres  conjugués  de  rhyperbole, 
comme  le  prouve  d  ailleurs  la  forniule  : 

^X^S'  -4-  B((r  -f-  <r)  -+-  2C  =  0, 

en  y  remplagant  A»  B,  G  par  les  valeurs  préeitées. 

Ces  formules  indiquent  qu'il  y  a  pour  Thyperbole, 
eomme  pour  rellipse^  autant  de  systémes  de  diamétres 
eonjugués  qu'on  veul,  puisque,  pour  une  valeur  quel- 
eonque  de  í,  il  y  en  a  une  auire  correspondante  pour  S'. 

Les  diamêtres  de  dírection  S,  $'  sont  tels  que  chaciin 
d'eux  partage  en  deux  parlies  égales  les  cordes  paralléles  á 
rauire. 

La  relation  Sd'  =  ^  ne  peut  jamais  se  réduire  á 

(ÍJ'  =  — 4. 

II  ne  peut  donc  y  avoir  d-autres  diamétres  conjugués 
rectangulaires  que  les  axes  de  symétrie  de  Vhyperbole. 

46S.  Cherchons  les  points  de  rencontre  de  Tun  de  ces 
díaniétres  y  =  d'x  avec  rhyperbole 

ay  -  6V  =  —  aW. 
En  éliminant  y  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  : 

_      zhaó 
~  1/6»  __  oV« 

Pour  que  cette  valeur  de  x  soit  réelle,  il  faut  que  Ton  ait : 

6 

(r<-. 

a 

Mais,  alors  iï>^;  d'oii  l'on  conclut  que,  si  Tun  des  dia- 
inélres  rencontre  rhyperbole,  son  conjugué  ne  la  ren- 
eontre  pas. 

Si  í'=  -  ,  le  point  de  rencontre  x  esl  á  Tínfini,  et  le  dia- 

3i 
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mctrc  cstdírigc  suívant  la  diagonale  BODdii  reetangledes 
axes  2a,  26. 

4114.  En  appliquant  la  relation  générale 

2Arr'  -4-  B(r  -h  y')  -^  2C  =  0 

des  cordes  supplémentaires  á  Téquation  de  rhyperbole  qiii 
précéde,  on  obtient : 

la  méme  que  ccllc  des  diamétres  conjugués. 

On  voit  que  deux  cordes  paralléles  á  deux  diamêires 
eonjugués  sont  loujourssupplcmentaires;  réciproquemenl, 
deux  díamétres  paralléies  a  deux  cordes  supplcnicDiaires 
sont  toujours  conjugués. 

Comme  on  a  trouvé  la  méme  relalion  entre  le  coefficíent 
angulairc  de  la  tangcnte  á  rhyperbole  ct  celui  du  diamétre 
qui  aboutit  au  point  de  conlact,  on  a : 

.      6* 

<yj'  =  OLx'  =  yy  = 

a' 

Si  a!  =  y\  on  conclut  quc  a  =  y,  c'est-á-dire  que,  si 
Tune  des  cordes  supplémenlaires  est  paralléle  á  Pun  des 
diamétres,  Tautre  eorde  supplcmentaire  sera  paralléle  au 
conjuguc  du  premicr  et  á  la  tangentc  parallélc  k  eelui-ci, 
car,  il  vient  y=ex.  lorsque  y'=(x'. 

Doú  résulte,  comme  on  Ta  déjá  vu,  un  procédé  trés- 
simple  pour  mener,  par  le  point  T  sur  la  courbe,  une  tao- 
gente  TG  á  rhyperbole,  puisqu'il  suffit  de  mener,  par 
rexlrémité  D'  d'un  diamétre  quclconque  DOD',  une  corde 
supplcmentaire  paralléle  au  diamétre  OT  qui  aboutít  au 
point  de  contact:  la  tangente  T6  est  parallêle  á  I'autrc 
corde  suppléraentaire  DN  (íig.  245). 
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4e&.  On  a  pour  Pangle  A'MA  (flg.243)  dc  deux  cordes 
supplcmentaires  : 

y         y 


tgA'MA  = ,     lgA'MA=-^ 1_^ 


1 


X*— o* 


Fig    Í48. 


>t..t 


KeinplaQanl  x^ —  a*  par  sa  valeur  ~|-,  lirée  de  rëqua- 
tion  de  rhyperbole,  il  vieni  : 


tg.A'MA  = 


^ay 


^ab' 


ay        (a'  -H  6»)y 


Cel  angle,  comme  le  prouve  celle  formule,  est  toujours 
aigu  pour  tous  les  points  de  la  courbe  situés  au-dessus  de 
Taxe  des  x,  et  il  va  en  diminuant  á  parlir  des  sommets 
A,  A',  oú  il  est  droif,  jusqu'á  zéro. 

41M.  En  procédant  comme  pour  rellipse,on  trouve  que 
rcqnation  de  la  tangente  á  rhyperbole  est : 


y  =  mx  di  l/a*m*  —  6*. 
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En  résolvant  cctte  équation  par  rapport  á  m,  on  a : 
(jc*  —  o')»i'  —  ^ym  H-  y*  -♦-  6*  =  0. 

II  est  facile,  au  moyen  de  cette  équation,  de  prouver  que 
le  lieu  des  perpendiculmres  abaissées  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes  est  un  cercle  ayant  méme  centre  que  Vhyperbole  et 
pour  diamétre  Vaxe  transverse  2a ,  comme  on  ta  fait  pour 
VeUipse. 

4117.  L'équalion 

(x'  —  c^)m^  —  ^xym  -h  y*  -♦-  6*  =  0 

fait  voir  que  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle  droity 
dont  les  cótés  mobiles  restent  tangents  á  l'hyperbole,  esl 
un  cercle,  puisque  l'on  a,  en  représentant  par  m',  m"  les 
racines  de  l'équation  précédente  : 

i  -♦-m'm"  =  0  ou    í  -♦-  ^,  "*"    ,  =  0    el  t/»-4- a:'=a*— í»*: 

de  mênie ,  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection  de  deux 
tangentes  mobiles,  qui  sont  constamment  paralléles  á  deux 
diamétres  conjugués  ou  á  deux  cordes  supplémentaireSy  est 
une  hyperbole. 
On  a ,  en  effet : 

et,  comme  les  tangentes  sont  parallêles  aux  díamétres  con- 
jugués  ou  aux  cordes  supplémentaires,  il  vient  : 

m'==:<f=r,    m"  =  í'  =  r'. 

Donc,  m'm"  =  íí'  =  yy'  =  ^  et,  par  suite, 

V*  -H  6*       6' 

i- =  - •     d  oú  lon  tire :    a*i/' -  6 V  =  —  2a*6«, 

X*  —  cr       ar 

qui  est  I  equation  d'une  hyperbole. 
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M8.  Examinons  s'il  cxisle,  dans  le  plan  de  rhyperbole, 
dcux  axes  eoordonncs  obliqiies  tels  que  réquation  de  Thy- 
perboie,  rapportée  á  ces  axes,  conserve  la  méme  forme  quc 
celle  rapportée  aux  axcs  de  symctrie  dc  cctle  courbe 

l*origine  des  coordonnées  étant  la  méme  et  siluée  au  ccntre 
de  rhyporbole. 

Les  rormules  pour  passer  d'un  systéme  d'axes  rectangu- 
laires  a  un  syslémc  d*axes  obliques,  de  mémc  origine,  sont: 

X  =  x'cosa -4- y'cosp,     y  =  x'sina -H  y'sin  p. 

En  substituant  ces  valeurs dans  lcquation 

ahf  —  6V  =  —  a«6*, 
il  vicnt  : 

(a*sin'^  —  5*cos*^)y'*  -4-  (a*sin*a  —  6'cos*a)x'* 
-4-  $(a*sinasín^  —  6*cosacosp)x't/' =  —  a*6*. 

Pour  que  cclle  équation  conserve  la  même  forme  que  la 

précédente,  il  faut  qu'on  ait: 

6^ 
a'sinasin^  —  6*cosacosp  =  0     ou     tgatgp=— » 

cc 

qui  est,  commc  on  lc  sait,  la  rclation  des  diamêtrcs  eonju- 
gués. 

II  faut  donc  que  les  nouveaux  axes  coordonnés  X|OX', 
YiOY'  soient  dirigcs  suivant  detix  diamétres  conjugués 
qnelconques  (íig.  246). 

Puisque  lc  terme  en  x'  y'  a  disparu,  il  reste  pour  la 
nouvelle  équation  de  rhyperbole  : 

(a'sin'p  —  6*cos*%'*  -♦.  (a»sin*«  —  6*cos*a)x'*  =  —  a*6*. 

Faisons  y=  0  dans  cette  équation,  et  désignons  par 
a'ss  OA  =  x'  la  distancc  de  rorigine  au  point  oú  la  courbe 
rencontre  le  nouvel  axe  dcs  x'.  En  égalant  de  méme  x'  á 
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zéro,  cl  en  posarit  6'  =  0E  =  y'  poiir  la  distancc  poricc,  á 
partir  dc  Toriginc,  siir  l'axc  des  ordonnées,  on  aiira  poiir 
les  longueurs  dcs  deux  dínmétres  conjugués  2a'  et  W  : 

«''=-r^i — T^— r- (0. 

a'siil  a  —  6'cos'a 
__-aV__ 
""a'sin«p-6'cos«? ^^^ 

On  saít  que,  si  le  díainétre  a',  dirigé  suivant  OX',  ren- 
contre  Thyperbole,  son  conjugué  6',  dirigé  suivant  OY'',  nc 
peut  la  renconlrer;  cependant,  on  porte  á  partír  du  point 
O,  sur  OY',  une  longucur  0E  =  0E'  =  6',  qui  es!  alorsle 
diamélre  conjugiic  ímaginaire. 

Pour  que  a'  soit  réel,  il  faut  que 

a  sina  <  6cosa; 
alors,  asinj3  >  6cosp. 

Remplagant  lcs  coefficients  de  y'*  et  de  x'^  par  leurs 
valeurs.  tirécsdes  équations  qui  précêdcnl,  on  obticndra : 

|r,-^=  — 1     ou    aV  — ^'*^'*=  — o"'^'*; 

telle  est  Téquation  de  rhyperbole  rapporiée  á  ses  diamétrcs 
conjugués  2a',  26'. 

En  résolvant  cette  cquation  par  rapport  á  y\  íl  víent,  en 
supprimant  les  accents  des  varíables  : 

y  =  d=-  Vx^  —  a'*. 

Pour  une  valeur  de  x>  a',  il  y  a  deux  valeurs  égales  ct 
de  signes  contraires  pour  y  ;  comme  ccs  valeurs  sont  les 
mémes, soit que  lon  prenne  x  positifou  négatif,  il  scnsuít 
que  toutes  les  cordes  paralléles  á  Taxe  des  ordonnées  sont 
partagées  en  deux  parlíes  égalcs  par  laxe  des  x,  conjugué 
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du  premier,  el  réeiproquefDent.  Les  valeurs  de  y  depuis 
x=a'  voni  en  augmenlant  avec  celles  de  x  et  deviennenl 
infinies  en  méme  temps  que  x, 

41TO.  Pour  voir  s1l  y  a  des  diamétres  conjugucs  rectan- 
gulaires,  posons  (3=  90* -4-  a  et  introduisons  cette  condi- 
tíon  dans  la  relation  : 

a^sin^sina  —  6'cos^cosa  =  0; 

íi  viendra  : 

(a'  -h  6')sinacosa  =  0, 

ce  quidonne: 

p  =  90«    el    a  ==  0. 

L'hyperbole  n'adonc  pas  d'aulres  diamëtrcs  conjugués 
que  ses  axes. 

490.  Cherchons  s'il  exisle  pour  rhypcrbole  des  dia- 
mélres  conjugués  égaux. 

II  suffit  d  egaler  les  valeurs  de  a'  ct  de  6',  ce  qui  donne  : 

a'sin'a  —  6*cos'a  =  —  a*sin'p  -+-  6*cos*l3; 

26* 

d'oú  sin*a -4- sin'13  = -^ '     ....     (1). 

«   -H  6 

I)es  diamétres  conjugués,  on  tire  : 

o*sin*a  sin'  p  =  6*cos'tf  cos*p 

ou  sin*a8in«p  =  — —       ....     (2). 

En  élevant  (1)  au  carré  ct  en  retranchant  (2)  de  celte 
équation,  aprcs  avoir  multiplié  par  4,  on  a  : 

(sin*a  —  8in*p)'  =  0     et     tga=tg|3, 

ce  qui  veut  dire  qu'il  n'existe  pas  dc  diamétres  conjugucs 
égaux  pour  rhyperbole,  rhyperbole  équilatére  exceptée. 
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471.  En  prcoant  les  valcurs  de  (g^a  e(  de  tg'  (J  dans  k^ 
deijx  équations  : 


a'  sin* «  —  6'  cos' «  a*  sin*  f;  —  6'  cos*  p 

etenlessubstituantdans  ig^atg^^^-^y  comme  on  Ta  faít 
pour  rellipsc,  on  anra  : 

a'*  — 6'*  =  a«  — 6», 

c'est-á-dire  que  la  diíTércnce  des  carrés  des  diamétres  con- 
jugués  est  égale  á  la  différence  des  carrés  des  axes. 

Si  a  =  b,  il  vient  a=b\  Donc,  dans  rhyperbole  équíia- 
tére,  les  diamétres  conjugués  sont  égaux  et  les  angles  a  ei 
(3  sont  complémentaires. 

En  multipliani  a'^  par  b'^  et  en  ayant  égard  á  la  relation 

a'sinasinp  —  6'cosacosp  =  0, 
on  trouve  :  a'b'  sin  (p  —  a)  =  a6 ; 

ce  qui  prouve,  comme  on  Ta  déjá  vu  (274),  que  le  parallé- 
logramme  construit  sur  deux  diamélres  conjugués  es( 
équivalent  au  rectangle  des  axes. 

47t.  Si  lcs  diamétres  2a\  26'  sont  rectangulaires ,  on 
aura  : . 

En  substituant  la  valeur  de  tg  ^[3,tirée  de  cette  équa(ion, 

dans  Texpression 

í         1 

on  obtiendra  la  relalion 

a'*""6^~"á*""6«' 


qui  est  analogue  á  celle  que  Ton  a  trouvée  pour  rellipse. 
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47S.  Puisque  réqualíon  de  rhyperbolc 

a'Y  —  6' V  =  -  a'V/S 

rapportée  á  ses  diomélres  conjugués,  est  tout  á  fait  de 
méme  forme  que  celle  relaiive  aux  axcs,  les  propriétés 
indépendantes  de  Tinclinaison  des  axes  seronl  communes 
aux  diamétres  conjugués  et  aux  axes  de  symétrie. 

Ainsi :  1°  ies  carrés  des  ordonnées  paralléles  au  second 
diamétre  sont  entre  eux  commc  les  produits  des  segmcnts 
formés  sur  le  premier;  2**  le  trinómc  a'^y* — b'^x^  -^  a'%"^ 
cst  nul,  positif  ou  négatif  suívant  que  le  point  dont  les  coor- 
données  sontx,  y  est  situé  sur  Fhyperbole,  en  dchors  ou  á 
l'intérieur  de  celle-ci. 

474.  a  représcntant  le  coeíHcícnt  angulaire  de  la  tan- 
gcnte,  c'est-á-dire,Ie  rapport  des  sinus  des  angles  que  cette 
droite  fait  avec  les  axes  coordonnés,  on  a  aussi 

h'^x' 


a 


ay 


x\  y'  étant  les  coordonnées  du  poínt  de  contact. 
L  equation  de  la  tangente  est : 

a'^yy'  —  h'^xx'  =  —  a'*6'* 

et  celle  de  la  normale 

a'y  -*-  ^'^^'  cos  e , 

9  étant  Tangle  des  deux  diamétres  conjugués  suívant  fes- 
quels  sont  dirigés  les  axes  coordonnés. 
En  rempla^ant  x'  par  sa  valeur,  il  vient : 


-^w 


et,  lorsque  y'  =  oo  , 

a  =  =fc  — X, 

a 
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qui  est  la  límite  de  toutes  les  tangentes :  on  voit  que  ces 
droítes  sont  les  diagonales  du  parallclogramme  construit 
sur  lcs  deux  diamétres  conjugués  2a',  26'. 

Faisons  2^=0  dans  Téquation  de  la  langente;  íl  viendra: 


a'* 
0T=  — 

x' 


et  pour  la  sous-tangente  (Gg.  246)  : 


PT  = 


x'*  —  a'« 


X 


Enfin,  si  lon  fait  A  =  a'*,  B=0,  C=— 6'«  dans  les 
formules  géncrales:  1®  entre  les  coeíncients  angulaires  a 
de  la  tangente  et  a'  du  diamétre  qui  aboutit  au  poínt  de 
contact;  2"*  entrc  les  diamétres  conjugués  í,  í';  3®  entre 
lescordes  supplémentaires  y,/,  on  aura  : 


cut 


6'*  6'«  b'^ 

a^  a^  a 


496.  Pour  construire  rhyperbole  lorsqu  on  connait  deux 

díamétres  conjugués 
2a',  26'  de  grandeur  et 
de  position,  il  suffini 
deconstruire  la  courbe 
en  prenant  ces  dia- 
métres  comme  étant 
les  axes  de  symétríe 
de  rhyperbole,  et  d'in- 
cliner  ensuite  chaque 
ordonnée  sur  le  día- 
métre  transverse  d'un 
angle  égal  h  celui  des  deux  diamétres  conjugués. 
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AMymptoiea. 


4711.  Ën  appliquant  &  réquation 

notre  mélhode  sur  la  ihéorie  générale  des  asyinplolcs  nii\ 

courbes,  on  irouve  : 

6 
y  =  á=--x 
a 

pour  réquation  des  asymptotes  de  Thyperbole. 

On  voit  qu'elles  sont  dirígées  suivant  les  deux  diago- 

nales  du  parallélo- 
gramme  eonstriiit 
sur  les  (lcux  díamé- 
ires  conjugués  ^a, 
26  de  rhyperbole. 
La  diffcrence 
MN  =  NP  —  MP 
(fig.  247) enire  lor- 
donnée  de  la  droite 


née  de  rhyperbole 


y  =  ^ ac  et  lordon- 


y=-i/x*— o'     est     MN  =  -(x  — l/x'  — a») 

o  o  ^ 

et,cn  rendant  le  numérateur  rationnel  : 

ab 

MN  = . 


X  -4-  Kx*  —  o' 

Cette  valeur  devient  de  plus  en  plus  petitc  á  mesure  quc 
X  augmente;  elle  est  nulle,  lorsque  x  est  inGni :  ce  qui 
prouve  que 

y  =  - 


b 

—  X 

a 


est  bien  Téquation  des  asymptotes  de  rhyperbole. 
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479.  Puisque  lepoínt  P  esl  le  mílieu  de  la  corde  MM' 
de  rhyperbole,  paralléle  á  Taxe  des  y  (fig.  ^VI)^  et  en  même 
tcmps  milieu  de  NN',  il  s'ensuit  que  MN  =  iM'N'. 

Si,  d'ailleurs,  on  fail  x  =  a  dans  réquation 

hx 
y  =  do — .     on  a  :     ty  =  ±  6. 
a 

Ainsi,  les  deux  portions  extérieures  d'une  sécante  quel- 
conque  comprise  entre  Vhyperbole  et  les  asymptoles  sont 
égales,  et  le  diamétre,  mené  au  point  de  contact  A,  divise  la 
tangente  BAB'  =  2b,  comprise  entre  les  deux  asymptotesy 
en  deux  parties  égales, 

II  est  racile,  d'aprês  cela,  dc  conslruire rhyperbole  lors- 
qu'on  connail  un  point  de  la  courbe  et  les  deux  asymploles. 

II  sufilt,  en  eíTet,  de  mener  de  ce  pointaulant  dc  sécantes 
qu'on  en  veut  et  de  prendre,  á  rintérieur  du  même  angle 
des  asymptotes,  á  parlir  des  points  de  renconirc  de  la 
sécanle  avec  ces  droiies,  des  longucurs  égales  R'V  =  MR. 

On  répéte  cette  conslruction  en  prenant  plusieurs  poinls 
de  la  courbe. 

418.  Une  sécante  NMN',  paralléle  á  un  diamétre  con- 
jugué  quelconque  2b  terminé  aux  deux  asymptotes^  est 
divisée  par  un  point  de  Vkyperbole  en  deux  segmcnts  MN, 
MN'  dont  le  rectangle  est  équivalent  au  carré  \fl  construit 
sur  ce  demi'diamétre, 

Soient  NP= Y,  MP  =  y,  les  ordonnées  correspondantes 
á  une  méme  abscisse  de  Tasymptote  ct  de  rhyperbole. 
On  a  : 

T  =  —  x\      y'  =  -7(x«--a'j;     d'ou     Y*-y*  =  6« 

et  (Y  -^  y)(Y  -  y)  =  b\     MN'  X  MN  =  h\ 

Cette  propriété  existe  encore  lorsque  la  sécante  coupe 
los  deux  branches  de  rhyperbole. 
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Alors,  le  diamélre  conjugué  transverse  est  moyen  pro- 
porlionnel  entre  les  dexix  segments  détermines  par  Vhyper' 
bole  et  les  deux  asymplotes. 

II  suit  de  ce  qui  préeéde  que  Ton  peut  construire  deux 
diamétres  conjugués  lorsqu'on  connait  la  direction  de  Tun 
d'eux,  les  deux  asymptotes  el  un  point  de  la  courbc. 

Par  le  point  donné  M  entre  les  asymptotes,  on  méne  la 
parallêle  NMN'  á  OE,  lequel  est  moyen  proportionnel  entre 
MN  et  MN'.  Onjoint  iepoint  0  avec  le  milieu  de  NN'.  Par 
lepoint  E,  on  tire  la  droite  EB parallêleá  OP;  cetteparal- 
léle  coupe  l'asymptote  en  B.  On  achêve  le  parallélogramme 
OEBA  dont  les  deux  cótés  OA,  OE  sont  les  deux  diamétres 
conjugués  cherchés  (fig.  247). 

Celte  propriété  permetaussi  de  trouvcr  les  axes  lorsqu  on 
connalt,  degrandeur  et  de  position,  deux  diamétres  conju- 
gués.  On  aura  ainsi  un  point  de  la  courbe,  le  point  A  et, 
par  suite,  les  deux  asymptotes. 

La  bissectrice  de  Pangle  des  deux  asymplotes  détermi- 
iiera  la  direciion  des  axes  de  riiyperbole;  leur  grandeur 
s'obtiendra  par  le  moyen  qui  précéde. 

Ij^liyperbole  rapporCée  h  ses  Mymptotes. 

419.  Prcnons  les  asymplotes  OB,  OB'  (fig.  248)  pour 
axes  des  y  et  des  x,  et  soit  M  un  point  de  Tbyperbole  dont 
les  coordonnées  sont  OP  =  x,  MP=  y. 

L'aire  du  parallélogramme  OPMQ  est  xy  sin  6;  comme 
cette  aire  est  la  huitiéme  partie  du  rectangle  des  axes  2a, 

26,  on  a : 

ab  ab 

xvsin0=--     ou     xy= — :— 
^  2  ^       2sind 

pour  1  equation  de  Thyperbole  rapportée  á  ses  asymptotes» 
6  désignant  Fangle  de  ces  deux  droites. 
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L'axe  OA  =  a  divise  i  angle  6  en  deux  parties  égales. 

Fig.  S4«. 


.x\ 


Soient  0  =  2«  ei  AB  =  b.  Le   triangle  rectangle  OAB 
donne  : 

b  a 


sin  a  = 


Va' 


COSa^ss 


Va' 


Reinplagons  ees  valeurs  dans  lequation  : 


ab 


xy  = 


o' 


— ;     il  vienl  :      xy  = 
4sinci)cos»  4 


Le  carré  égal  á  j  C*^  "*~  ^^)  ^^  nomme  la  puissance  de 
riiyperbole. 

II  est  facile  de  voir  que  celie  équation  est  celle  de  Fby- 
perbole  ayant  pour  axes  coordonnés  les  asymptotes,puisque 
les  valeurs  de  y  sont  d'autant  plus  petítes  que  celles  de  x 
sont  plus  grandes,  et  que,  si  flc  =  db  oc,  y  =  0,  ei  récipro- 
quement. 

éSO.  Cherchons  réquation  de  la  tangente  a  rhyperbole 
rnpportée  á  ses  asymptotes.  On  a: 


xy  =  K«,      ^-^-=1, 
n      tn 
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pour  les  équatíons  de  la  courbe  et  de  la  séeante  quí  doit 
devenír  tangente. 

En  déterminant  les  valeurs  de  m  et  de  n,  eomme  on  Ta 
fait  précédemment  (455),  on  trouve  : 

y  ^  r. 

y      X 

pour  réquation  de  la  tangente  á  rhyperbole. 
Si  l'on  fait  2/  =  0,  il  vient  : 

X  =  2a;',    OT  =  20P    et,  par  suite  :     MT  =  MT', 

ainsi  qu'on  Ta  déjá  prouvé  (476). 

Mt.  Problême.  L'aire  du  parallélogramme  variable 
OAMB  est  constante  et  équivalente  á  un  carré  donné  K^.  On 
demande  la  courbe  décrite  par  le  sommet  M  de  ce  parallélO' 
gramme, 

En  dirigeant  les  axes  coordonnés  suivant  lcs  deux  cótés 

Fig.  Í49.  OA,  OB  de  ce  pa- 

rallélogramme,  x,  y 
représentant  les  co- 
ordonnées  du  point 
mobile  M ,  on  a  : 
xysinB=  K' 

pour  la  courbe  dé- 
crite  par  le  point  M, 
0  é(ant  Tangle  des 

axes.  On  voitque  le  point  M  décrit  une  hyperbole  rapportée 

á  ses  asymptoles  OX,  OY  (Og.  249). 
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^Hadralare  de  Thyperliole, 


499.  Proposons-nous  de  chercher  Paire  du  segment 
hyperbolique  AGMP  comprís  entre  deux  ordonnées  AC, 
MP  de  l'hyperbole  équilalére  rcprésentée  par  réqualion 

xy  =  4 

(fig.2S0).  Si  nous  faisons  x=OA=i,on  auraj/=AC=l. 

Posons 


Fig.  S50. 


m" 


/n*' 


M' 


M 

"T- 


OP'  =  x', 

i 
M'P'=— , 

x' 

OP"  =  x", 
P"M"=  — ,  ... 


_1  _       I  Les    rectan- 

"  ^  '   "     ^    X  gies  P'C,  P"M', 

P"M" ont 

respectivement  pour  aires  : 

x'-i,    (x"-x')i,     (x"'-x")l; 

X  X 

si  Ton  prend  lcs  abscisses  x',  x",  x'",  de  maniêre  que  I  on 
aii  : 


X 


X 
X  ,        —  X  , 

X 


c'est'á-díre ,  suívant  les  termes  d'une  progression  géDmé- 
trique,  tous  ces  rectangleis  deviendroni  égaux  entre  eux.'En 
les  ajoutant,  á  partir  de  AC  qui  répond  á  x=i,  il  víendra : 


Abscisses  :     i ,        x' 


X", 


X 


'S 


x'", 


Aires  : 


0,    x'— i,    2(x'— i),     5(x'— i),  ...  n(x'— i); 
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ce  qui  prouve  que  les  aires  de  ces  somtnes  de  rectangles 
sont  les  logarithmes  des  abscisses.  On  a  done  : 

A-t''-«^  =  x'"  =  X. 

L'expression  n(a;' — l)peut  représenter  laire  du  segment 
hyperbolique  ACMP,  á  la  condition  que  les  bases  AP\ 
FP",  etc...  de  ces  rectangles  soient  infiniment  petites  ;  ce 
qui  exige  que  le  nombre  n  de  divisions  de  Tabscisse 
OP=x''*=x  soit  infini. 

II  reste  a  déterminer  la  base  A  du  systéme  de  loga- 
rilhmes. 

Rempla^ons  x'  par  sa  valeur  C^x,  et  égalons  á  runité 
Texposant  de  Tarbitraire  A.  On  aura  : 

n{[yx~—i)  =  i;     doú     x  =  Í4-f--j- 

En  développant  le  second  membre  d'aprés  la  formule 
du  binóme  de  Newton,  et  en  faisant  ensuite  n  infini,  on 
obtient : 

/         iy  n{n--i)liy     n(n-1)(n-2)/iV 

1      i        í  i 

=  2-4- 


1.2       i.2.3       i.2.3.4  i.2.3.4...n 

Cette  série  sert  de  base  aux  logaritbmes  népériens  ou 
hyperboliques;  on  la  représente  par  e.  On  a  donc  : 

A  =  X  =  e  =  2  Ji  8.281 .828... 

Comme  on  a  pris  OA  =  i ,  les  aires  telles  que  ACNQ, 
qui  répondent  á  des  abseisses  plus  petites  que  Tunité,  seront 
négatives.  En  eíTet : 

ACQN  =  OACB  4-  ECNH  -  OQNH. 
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Mais  OACB  =  OQNH ,  puisqne  xy=i;  donc, 
ACQN  =  BCNH  =  lg(y)  =  lg(i)  =  -  Ig  (x). 

493.  Cherchons  Taire  d'un  segment  hyperbolique  pour 

une  hyperbole  queicon- 
qne  dont  les  asymptotes 
font  cntre  elies  un  an- 
gle  y,  et  soit  xy  =  K- 
I  equation  de  ceite  hy- 
perbole.  Soient  OX, 
OY'  les  asymptotcs  dc 
cetle  courbc.  Au  poiot 
0,  élevons  une  perpen- 
diculairc  OY  á  OX,  et 
tracons  sur  ces  droites  rhyperbole  éqnilaicre  xy  =  \, 

Pour  une  mémc  abscisse  OA  (fig.  251),  on  aura  ; 


• 

Fíg.  951. 

Y 

r 

7 

'            1 

y 

Vc' 

•n 

/  \ 

V. 

c   /       /^ 

.__H 

» 

/ 

vyM'/ 

m/     ~ 

1/ 

1 

A       P' 

P         X 

1 

" 

AC' 
AC" 


'I^T' 


m«  = 


P'N 
P'M' 


ce  qui  donne : 


trapézeAC'N'P'       AC' -+- P'N' 

; — = ■  X  smy  =  m'smr- 

irapéze  ACM'P'       AC  -+-  P'M' 

En  passant  á  la  limite,  et  en  désignant  par  S  laire  du 
segment  hyperbolique  ACINT'  et  par  s  laire  du  segment 
ACMT'  (fig.  251),  on  obtiendra 

S=sm*8inrlg(^]* 

Si  m^  sin  y  est  la  quantité  par  laquelle  il  faut  multiplier 
les  logarithmes  né|)ériens  pour  obtenir  les  logarithmes  des 
nombres  dans  un  systême  donné^  S  est  alors  le  logarithme 
d'un  nombre  dans  ce  systëme,  et  m^  sin  y  est  le  mothtle. 
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AppUei 


Mé.  Théoréme  I.  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer 
(Cune  hyberbole  sur  une  asymptote  est  égale  au  demi-second 
axey  el  la  distance  du  pied  de  ceíte  perpendiculaire  au  cenlre 
íle  la  courbe  est  égale  au  demi-axe  transverse. 

()n  a  pour  cette  distanee  ^  la  formule 


V 


b 

—  c 
a 


=  6. 


a 


II  est  évicieiu  que  le  seeond  eólé  de  Fangle  droit  est  a, 
puisque  rhypolhénuse  est  égale  á  c. 

Celte  propriété  permet  de  construire  rhyperbole  lors- 
qu'on  eonnait  le  Ibyer,  une  asymptote  et  la  longueur  de 
l'axe  transverse,  ou  bien  le  rapport  des  axes,  ou  eníin  la 
directioD  de  Taxe  transverse. 

485.  Théoréme  II.  Sur  une  corde  d'une  hyperbole  consi- 
(iérée  cornme  diagonale,  on  construit  un  parallélogramme 
itirnt   les  cótés   sont  respectivement  paralléles  aux  deux 

Fig.  S53.  asymptotes  :  la  seconde 

diagonale  passera  par 
le  centre. 

Prenons  Thyperbole 

;        rapportée  á  ses  asymp- 

loles,  el  soit  xy  =  K* 

Téquation      de     cette 

eourbe. 

Soient    une    eorde 
quelconque  AB,  m^  n 
les  coordonnées  du  point  A,  ni\  n'  celles  du  poinl  B. 
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La  seconde  diagonale  CD  (fig.  252),  passant  par C  (m',fi) 
et  D  (fii,  n'),  a  pour  équaiion  : 

fn  —  wi 

Comme  les  points  A  et  B  sont  sítués  sur  riiyperbole, 

on  a : 

mn  =  K*    ei    m  V  =  K*. 

Ën  ayant  cgard  á  ces  valeurs  dans  Téquatíon  précédenie 

de  la   droite  CD,  on  obtient,  aprês  réduction,  pour  son 

équation  : 

n' —  n 

y  = 7^:, 

tn  —  m 

laquelle  passe  par  le  centre  0. 

4M.  Théorême  III.  L'hyperbole  équilalére  circonscrife 
á  un  triangle  passe  par  le  point  de  rencontre  des  trois  Aaw- 
teurs  de  ce  triangle. 

On  a  vu  (312)  qu'une  courbe  du  2^''  degré  passant  par 
quatre  points  a  pour  équation 

aa'y'H-aa'Bjy-4-6fcV— (6-+-6')aa'y— (a-f-a')66'x-+-aa'66'=0. 

Pour  que  cette  courbe  soit  une  hyperbole  équilatére,  les 
axes  eoordonnés  étant  rectangulaires,  on  doit  avoír : 

—  aa' 
bb'= — aa'     ou     y= — — — » 

6' 

váleur  quí  est  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs 
d'un  triangle,  b'  étant  Fune  de  ces  hauteurs  et  a,  a'  les 
segments  qu'elle  détermine  sur  la  base. 

489.  Problême  I.  Deux  tangentes  á  Vhyperbole  se  meti- 
rent  en  restant  constamment  paralléles  á  un  systhne  de 
('ordes  supplémentaires,  Chercher  le  lieu  décrit  par  Cinter- 
seetion  de  ces  tangentes, 

L'équation  de  la  tangente  á  rhyperbole  est 

y  =  mx  -+-  l/o'w*  —  6'; 
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d'oú  ron  tíre  : 

(x'  —  a')  m'  —  2xym  ^  y*  -+-  6'  =  0. 

On  sait  que  pour  les  eordes  supplémentaires  de  Fhyper- 

bole,  on  a  : 

,       ^' 
ar 

■ 

comme  les  tangenles  doivent  é(re  paralléles  aux  cordes  sup- 
plémentaires ,  on  trouvc  pour  le  produit  des  racines  tnm" 
dans  Téquation  qui  préeéde  de  la  (angente  á  rhyperbole  : 

ty«  -4-  6' 


X*— a' 


e(y  par  suite  : 

V*  -♦-  6*      6' 

£ =  —     ou     a*u*  —  6*x«  =  —  2a*6' : 

X  —  a        a 

on  voit  que  c'est  une  hyperbole. 

488.  Problême  W.  Au  centre  0  d'une  hyperbole  donnée, 
on  éléoe  une  pei^pendkulaire  OM  au  demi'diaméíre  mobile 
ON ,  el  Von  prend  sur  celte  perpendiculaire  une  longueur 
telle  que  l'on  ait : 

ON  :  OM  =  m  :  n. 

Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  M. 
Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  poiní  N  situé  sur  Thy- 
perbole,  et  x^,  y^  celles  du  point  M.  On  aura  : 

x^  -\-  y^      m' 
x?  -»-  t/ï        /r 

L'équation  de  la  droite  OM  est  : 

x' 
y,= ;x, (2), 

y 

et  celle  de  rhyperbole : 

o«y'«  -  6«x"  =  -  aV (3). 
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Si  l'on  substituc  dans  (5)  lcs  valeurs  de  x',  //',  prises 
dans  (1)  et  (2),  on  irouvc  pour  le  lieu  réquatton 

qui  est  celle  d'une  hyperbole. 

4811.  Problême  flf.  Cherchcr  le  lieu  décrit  par  le  cenlre 
d'tine  hyperbole  équilatére  circonscrite  á  un  (riangle  quel- 
vonque  ABC. 

On  peut  toujours  diriger  les  axes  rectangulaircs  suivant 
la  hnuteur  AO  du  iriangle  et  la  base  BC,  de  manicre  que 
le  sommct  A  se  trouve  sur  Taxe  des  y  et  les  deiix  autres 
Sí)mmets  B,  C,  par  lesquels  passc ia courbe,  sur  laxe des ar. 

Posons         0A  =  6,     OB  =  a,    OC  =  a'. 

L'hyperbole  étant  équilatére,  son  équation  est  : 

t/»  -i-  \\jy  —  X*  -^  D^  -+-  Ex  -*-  F  =  0. 
Les  óquaiions  diamétrales  sont  : 

2^, -t-  Bxj -4- D  =  0 (I), 

—  -2x1  -+-  B^i  -*-  E  =  0 (2). 

La  courbe  devant  passer  par  lcs  deux  points  B  el  C, 
siuiés  sur  laxe  des  x,  il  vient : 

x'  — Ex  — F=0; 

d'oú  a  -♦-  a'  =  E (o) 

n  aa'  =  —  Y (4). 

Commc  elle  passe  par  A,  on  a  : 

/i« -♦- D6 -4- F  =  0 (5). 

Toutes  ces  équations  sont  du  premier  degré  par  rapport 
aux  quatre  variables  B,  D,  E,  F.  Ën  substituant  leurs 
valeurs  dans  Tune  quelconque  des  cinq  équations,  aprés  lcs 
avoir  tirées  des  quaire  autres ,  on  trouve  pour  réquation 
du  lieu  : 

,      /«-»-«'\  /aa'-fc»\ 
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Fig.  ÍK3. 


()n  voít  que  c'est  un  eerele  faeile  á  eonstruíre,  qui  passe 
par  rorígine  et  par  les  milieux  des  cótés  du  triangle. 

490.  Problême  IV.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  sommet 
de  symétrie  d'une  hyperbole  variable  tangente  á  une  droite 
fixej  ayant  pour  asymptote  une  droite  donnée  et  dont  Vaxe 
de  symétrie  se  meut  parallélement  á  lui'même. 

Prenons  pour  origine  des  axes  coordonnés  rectangulaires 

le  point  de  rencoriire  0 
de  Tasymptote  OA  et  de 
la  droite  fixe  OF. 

Par  le  pointO,  menons 
unedroile  OX  prise  pour 
axe  des  x ,  paralléle  á  la 
dircction  de  Taxe  de  sy- 
mélrie  de  rhyperbole,  et 
lo  perpendiculaire  OY  á 
ceite  droile  pour  axe  des 
y.  Prenons  pour  les  cour- 
bes  du  2""  degré  Téqua- 
tíon  générale 

y'  -4-  Bxy  -♦-  Cx'  -^  Dy  -*-  Ea:  -+-  F  =  0; 

puisque  Taxe  de  symétrie  est  paralléle  á  Taxe  des  x, 
tg  2a  =  j^— ^  devant  être  nulle,  on  doit  avoir  B  =  0. 
Comme  la  courbe  doit  étre  une  hyperbole,  on  peut  donner 
á  C  le  signe  — . 

Cherchons,  d'aprés  la  méthode  que  nous  avons  exposée, 
réquation  de  Tasymptote,  passant  ici  par  Forigine,  et  qui  fait 
avec  laxe  des  x  un  angle  dont  a  est  la  tangente. On  trouve 
les  équations  : 

\/C=:a (1), 

DV^C'-+-E  =  0 (2); 

d'oú  E=  — Da, 
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et  celle  de  Taxe  de  symétríe 

2yi -4-0  =  0 (5); 

d  oú  E  =  2a^|. 

L'hyperbole,dans  son  mouvement,  doít  toueher  la  droíte 
fixe  OF  dont  Téquation  est 

y  =  6x; 

ce  quí  fonrnit  réquation 

'6  —  o    . 

F  =  r— y? *)- 

Substituant  ces  valeurs  dans  réquation  de  rhyperbole 
qui  passe  par  le  sommet  de  symétríe  (X(,  y.|),  il  víeDt  pour 
l'équation  du  lieu  : 


yi  =  '- 2 ' 

qui  représente  deux  droites  passant  par  Torigine. 

491.  Problême  V.  Êtant  donnés  de  grandmr  et  depo^ 
sition  deux  diamétres  conjugués  de  l'hyperbolCj  et  une 
droite  passant  par  le  centre  de  la  courbe,  déterminer  gra- 
phiquement  les  points  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la 
courbe, 

Résolvons  ce  probléme  pour  rellipse ;  il  sera  ensuite 
faeile  d'approprier  la  solution  a  rhyperbole. 

Représentons  par  d  la  distance  du  point  demandé  á  rori- 
gine,  nous  aurons  : 

J*  =  jc' -♦- jy" -^  2xy  cos r     ....    (i), 

y  étant  Fangle  des  deux  diamétres  conjugués  OA,  OB 
(fig.  254).  La  droite  donnée  passant  par  le  centre  de  la 
courbe ,  qui  est  lorigine,  a  pour  équation  : 

y  =  nx (2). 
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Si  ron  y  joint  lequation  de  rcilipse 


Fig.  S84. 


ay+6V=oW  (3), 

on  obtient  trois  équa- 
tions  dont  les  deux  der- 
niéres  donnent  pour  les 
points  E,  iil'  les  valeurs : 

ázab 

x  = » 


d=  anb 


y  = 


En  subsiítuant  ces 
valeurs  dans  la  dis- 
(ance  $,  il  vient : 


l/oV  -*-  6» 
Mais,  '*  =  ^=^>  cl  cn  posant  BI  =  ^,  on  a  : 


o 


l^a^ 


1^6'  -H  ^*-+-  26/tcosr; 


d*oíi  résulte  la  construclion  suivante : 

Au  point  B,  élevons  á  BI  /a  perpendtculaire  BC  =  a ,  et 
dupoint  C  comme  centre,  avec  un  rayon  e'gal  á  a,  décrivons 
une  circonférence  qui  coupera  la  droite  CI  en  deux  points 
R,  R'.  Par  ces  pointSy  menons  des  paralléles  a  la  droite  OC ; 
ces  paralíeles  renconlreront  la  droite  donnée  en  deux  points 
E,  E',  qui  seront  les  points  cherchés, 

On  a,  en  eiïet. 


Cr  =  l^a«-+-A%    OI  =  1/6'-hA«-4- 26Acosr; 


ce  qui  donne  : 


^  __a  OE      CR 

oi""cï  ^"  "oí'^cr 


nu 
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49*.  On  a  pour  rhyperbole  : 


ab 


abn 


X  = 


V/6«  -  aW 


y  = 


|/6'-_aV 


_  IP  _  OB  _  6 

** ""  OP  """Bf  "" /i ' 


d'oíi 


<í  = 


a 


l/A 


1/6* -f-  A*-+-  26/icosr. 


'  -a' 


i4t/  point  Of  élevons  une  perpendiculaire  á  la  droite 

OA ,  el  prenons  svr  cetle 
droite  deux  longueurs 
égales  OD  =  OD' =  a. 
Du  point  A  comme  cen-- 
tre  y  avec  un  rayon  égal  á 
BI  =  OP4  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  cxíupera 
la  perpendiculaire  DOD' 
en  L  et  en  L';  les  paral' 
léles  menées  par  les  poinís 
D,  D'  aux  droites  LI,  L'I' 

couperont  la  droite  donnée  aux  points  S,  S',  situés  sur 

Vhyperbole. 


On  a,  en  effei : 


OS 

oT 


(resl-á-dire : 


op 

'OL 

6 


OS' 

oT 


OD' 

0Ï7 


V/6«  ^h*^  mcosr       »/A*  —  a* 


Done,  les  poínts  S,  S'  sont  bíen  les  points  de 
de  la  droite  et  de  Hiyperbole. 


reneonire 


Pig.  i56. 


N/^: 
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4flS.  Pboblême  VI.  Êtanl  donnés  trois  points  d'une 
hyperbole  et  une  asymptote,  construire  la  courbe. 

Soíent  A,  B,  G  les  troís  points  donnés  et  DE  rasymplole. 

Joignons  le  point  A  a  B,  et 
soit  N  le  poini  dc  roncontre 
de  la  droitc  AB  avec  lasymp- 
tole.  Prenons  AN'=Bi\;  lc 
point  N'  apparticnt  á  la  se- 
conde  asymptote. 

Tragons  de  même  la  droile 
AC,   et    portons    siir    cetic 
droite,  a  partir  du  point  A, 
AP'  =  CP   :   on    aura    iin 
deuxiéme  point  P'  dc  la  seconde  asymptolc. 

Connaissant  les  deux  asymptotes,  rangle  qu'elles  font 
entre  elles  et  un  point  de  rhyperbole,  on  sait  conslruire 
celle-ci. 

494.  PnoBLÉME  VII.  On  connait  lapuissance  m^  de  Chy- 
perbole  et  la  direction  des  asymptotes;  détenniner  les  axes 
de  symétrie  de  la  courbe. 
On  a  les  équations  : 

2a,  26  représentant  les  axes  de  la  courbe  ct  G  Tanglc  des 
deux  asymptotes.  De  ces  équations ,  on  tire 


a  +  6  =  2mV^1  +  sin6,    o  — 6  =  2mV/i — sine; 


d'ou 


0 

a  =  2mcos  - 
2 


9 

ct       6  =  2m8in- 

2 


On  connait  donc  la  grandeur  des  axes;  quant  á  leur 
direclion,  on  sait  qu*ils  divísent  en  deux  parties  égales 
Tangle  des  asymptotes. 
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Bae^Ê*riee», 


I.  La  base  d'un  Iríangle  est  fixe,  la  différence  des  angles 
á  la  base  est  constante,  On  demande  le  lieu  du  troisiéme 
sommet  du  triangle. 

II.  On  donne  un  point  fixe  et  une  droite  fixe ;  un  angle 
de  grandeur  constante  toume  autour  de  son  sommet  placé 
au  point  fixe,  Trouvet*  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrít 
au  triangle  formé  par  les  cótés  de  Vangle  et  la  droite  fixe. 

III.  Trouver  le  lieu  du  centre  d'une  hyperbole  qui  a  un 
foyer  donné  et  qui  coupe  en  un  point  donné  um  droite 
donnéc,  parallêle  á  l'une  des  asymptotes. 

IV.  Trouver  le  lieu  des  sommets  d'une  hyperbole  équila- 
tére  passant  par  un  poinl  donné,  et  ayant  pour  asymptote 
une  droite  donnée, 

V.  Quel  est  le  lieu  des  cenlres  des  circonférences  qui 
interceptent  des  longueurs  données  sur  les  cótés  d'un  angle 
donné  ? 

VI.  iJne  ellipse  et  une  hyperbole  ont  le  méme  centre  et 
les  mémes  axes  donnés,  AOA'  =  2a,  BOB'  =  2b.  Par  un 
point  mobile  M,  prissur  l'hyperbole,  on  méne  deux  tangentes 
MT,  MT'  á  reílipse ;  du  foyer  F  de  l'hyperboky  on  abaisse 
une  perpendiculaire  FP  á  la  corde  de  contact  mobile  TT\ 
Chercher  le  lieu  décrit  par  le  pied  P  de  ces  perpendiculaires. 

VII.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  trois  points 
et  les  directions  des  asymptoles. 

VIII.  Un  triangle  ABC  est  inscrít  dans  une  hyperbole ; 
deux  de  ses  cótés  ont  des  directions  invariables.  Trouver  le 
lieu  du  milieu  du  troisiéme  cóté. 

IX.  On  donne  une  hyperbole  équilatére  fixe  et  un  cerde 
concentríque,  de  rayon  variable.  Vne  droite  TN  est  tangente 
en  T  au  cercle  et  normale  en  N  á  l'hyperbole.  Chercher  le 
lieu  décrit  par  le  point  M,  milieu  de  la  droite  TN. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.      857 


CHAPITRE    XXIII. 


)K  liA  PAHABMK. 


49&.  Oii  a  vu  dans  la  réduction  de  réquation  générale 
(i98)  que  les  courbes  du  2"'  degré,  rapportées  á  leur  som- 
met,  laxe  des  abscisses  étant  dirigé  suivant  Taxe  de  symé- 
trie  de  ces  courbes,  ont  pour  équation 

My^  -4-  Nx'  -f-  Qx  =  0. 

Pour  que  celle-ci  représente  une  parabole,  on  doit  avoir : 

-4MN  =  0; 

ee  qui  donne  :  N  =  0. 

Si  lon  fait  M  =  0,  réquation  : 

Nx'-*.Qx  =  0 

représente  laxe  des  ordonnées  et  une  paralléle  á  cette 
droite. 

L'équation  de  la  parabole  est  donc 

Q 

en  posant  ^  —  2p,  on  obtíent : 

y'  =  -+-  2px    ou    y  =  —  2px, 

suivant  que  M  et  Q  sont  de  signes  contraires  ou  de  méme 
signe. 

Sí  p  est  négatif ,  la  courbc  sëtend,  á  partír  de  Forigine, 
dans  le  sens  des  x  négatifs,  el  ne  peut  avoir  aucun  point 
dans  ie  sens  des  x  positifs;  il  n'y  a  donc  qu'á  prendre  alors 
les  abscisses  négativement. 
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4fNl.  Discuions  1  equation  de  la  parabole 

y*  =  2px. 

Ellc  passe  évidcmment  pnr  roriginc,  quí  est  ie  sommet 
(le  la  courbe.  Pour  une  valeur  positive  de  x,  il  y  a  deux 
valeurs  égales  et  dc  signes  contraires  de  y;  laxe  des  xest 
donc  un  axc  de  symétrie  de  la  parabolc,  et  divise  celle-iM  en 
deux  parties  égales  et  superposables,  OS,  OS',  puisque  les 
axes  coordonnés  soni  rectangulaircs  (fig.  2S7). 

Les  valeurs  de  y  sont  d'autant  plus  grandes  que  celles 
de  X  sont  grandcs  ellcs-mémes;  de  soric  que  la  parabole  se 
composc  de  deux  branches  infínies,  symétriqucs,  s'étendant 
á  ríníini  dans  le  sens  des  abscisses  positives. 

Cette  courbc  n'a  aucun  point  dans  le  sens  des  x  nëgatifs, 
puisque  alors  y  est  imaginaire. 

L'axe  des  abscisses  est  le  seul  axe  de  symétrie  de  la 
parabole,  car,  pour  une  valeur  de  i/,  il  n'y  en  a  qu'une 
seulc  pour  x.  La  eonstnnle  arbitraire  2/>,  coeflicient  de  x« 
se  nomme  le  paramélre  de  In  parabole. 

Ml,  Soient  (x, y),  (x',  y')  les  coordonnécs  de  deux  points 

M,M'(fig.257);ona: 


B 


MP 
OP 


M'P' 


9i 


=  2p  : 


ce    qui    prouve   que 

dans  la  parabole  les 

carrés  des  ordonnées, 

perpendiculaires       á 

l'axe,  sont  enlre  enx 

comme   les  distances 

du  sommet  au  pied  de 

ces  ordonnées. 

Pour  un  point  quelconque  M,  situé  sur  la  parabole,  ^n 

trDuve  : 

y'=:2px    ou    y*  —  ^px  —  O. 
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Si  le  poirjt  M  est  situé  á  rextérieur  de  la  courbe,  il  vient : 

t/'-2px>0, 

puisque,  pour  une  mémc  abscisse  x,  la  valeur  correspon- 
dante  de  y  est  plus  grande  pour  le  point  N  que  pour  le 
poini  M;  pour  le  point  N',  pris  á  rintérieur,  on  a  : 

t/'— 2/)x  <  0. 


letloii  de  la  parabole. 


Fig.  358. 


4f>8.  L'équation  j/*= Spx  montre  que  ehaque  ordonnéc 
MP  de  la  parabole  est  moyenne  proportionnelle  entre  le 
paramêtre  OD  =  2/)  et  rabseisse  correspondanle  OP  =x. 
Donc,  pour  oblenir  le  point  M  dc  la  courbe,  il  suflit,  sur 
DP  =  OD  -+-  OP  comme  diamétre,  de  dccrire  une  circonfé- 
rence  qui  rencontrera  Taxe  OY  en  un  point  C,  et  de  porter 
sur  la  perpendiculaire  á  Taxe  en  P,  PM  =  OC;  le  point  M 
appartient  á  la  parabole  (íig.  257). 

499.  On  peut  aussi  décrire  la  parabole  d'un  mouve- 

ment  continu,  au  moyen  d'une 
équerre  BAC. 

On  applique  Tun  des  có- 
tés  AB  de  Tangle  droit  de 
réquerre  contre  une  droite 
DR,  directrice  de  la  parabole; 
on  prend  ensuite  un  til  d'une 
longueur  AC  dont  Tune  des 
extrémités  est  attachée  en  C  et 
Fautre  en  un  point  F,  foyer  de 
la  courbe  (fig.  258).  Pendant 
que  Téquerre  glisse  contre  la 
directrice,  on  tient,  au  moyen 
d'une  pointe  M,  le  íil  bien  tcndu  contre  réquerre;  le 
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poínt  M  9  dans  ce  roouvement,  déerít  la  parabole.  On  a, 
en  effel  : 

CM-hMF  =  CM -4-  MA     ct    MF  =  MA. 

Dii  poínt  F,  abaissons  iine  perpendieulaire  FD  sur  la 
droite  donnée  DR,  et  pIa<;ons  rorigine  des  coordonnées 
rectangulaires  au  milieu  0 de  la  distance  FD=j9y  laiedes 
X  étant  dirigc  suivant  cette  droite.  Désignons  par  X|,  y^  les 
coordonnées  du  point  M.  On  a  : 

MF  =  í/?  -^  (^  —  ^«j'     ct     M A  =  X,  -♦-  ip ; 

eii  égalanlccs  valcurs,  il  vicnt  : 

yí=2pxj, 

qui  est  lequation  de  la parabole. 

ftOO.  La  parabole  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est 
infini. 

L^équalion  de  rellipse  rapportée  a  son  sommet  comme 
Fiff.  959.  origine,  laxe  des  x  étant  di- 

rigé    suivant    le    grand    axe 
OA  =2a,  est  : 

6* 
y«=-,(2ax  — X»), 
X  a 

26  =  BCB'  (fig.  259)  élant 
"'  la  longueur  du   pelit  axe.  Si 

lon  place  lcs  foyers  aux  poinls  F  ei  F',  on  a  : 


P         r.^         r.^        ...        P 


OF=í-  =  OC-FC     ou     '  =a--c,  ::  =  «— \/a'-6*; 

2                                  2                '  2 

doú  6«  =  ap  — V- 

4 
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Ën  rempla^ant  cette  valeur  dans  réquatíon  de  rellípse, 
il  víent : 


pV 
"4o« 


Si,  dans  cette  équation,  on  fait  augmenter  a  et  que  p 
reste  constant/on  aura  une  suite  d'ellipses  ayant  méme 
sommet  et  méme  foyer,  mais  dont  les  grands  axes  seront 
d^autant  plus  grands  que  a  lui-même  sera  grand. 

Lorsque  le  grand  axe  2a  est  infini,  Téquatíon  de  rellipse 
se  réduit  á 

y'  =  2p.T , 

<|ui  est  réquation  de  la  parabole. 

Foyer  ei  dlreelrlee. 


Fig.  980. 


ftOt.  Soient  X,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 

M  de  la  courbe  (fig.  260),  et 
a,  (3  les  coordonnces  du  centre 
du  cercle  focal;  d  étant  la  dis- 
tance  de  ces  deux  points,  on 
aura  : 

et      <y'  =  2px  -f-  x'  —  2ax 
-♦-«•  — 2p  l/2px -+- ^*. 

Ën  raisonnant  comme  pour 
rellipse  et  rhyperbole,  on  con- 
clut  facilement  que  ^  =  0;  ce 
qui  prouve  que  le  foyer  F  doit 
éíre  .siíué  sur  Vaxe  de  symétrie  de  la  parabole,  qui  est 
Vaxe  desXy  á  une  distance  a.  de  Vorigine  marquée  par  la 

S6 
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relation  2a  =  p.  Celle-ci  exprime  ia  condítíon  pour  que  d^ 
soit  un  carré  parfait  et  que  l'on  ait : 

<r»  =  a;*-4-px-4-— ;     d'oú     í==x-*-?=MF. 

4  2 

Soít  0D=|.  Par  le  poínt  D,  menons  une  parallêle  á 
laxe  des  ordonnées  :  la  perpendículaire  MR,  abaissée  du 
point  M  de  la  parabole  sur  celte  paralléle,  aura  pour  lon- 
gueur  MR  ==  x  -í- 1;  de  sorte  qu'il  viendra  (íig.  260)  : 

MF_ 

mr"" 

La  parabole  est  donc  une  courbe  telle  que  la  distance  de 
Cun  quelconque  de  ses  points  á  un  point  fixe  F,  nommé 
foyer,  est  égale  á  la  distance  de  ce  méme  point  á  une  droite 
fixe  DR,  nommée  directrice. 

&0%.  Nbus  avons  cherché  précédemment  (499),  la 
courbe  décrite  par  un  point  mobile  M,  telle  que  la  distance 
de  Tun  quelconque  de  ces  points  á  un  point  fixe  F  soit 
égale  á  la  distance  de  ce  méme  point  á  une  droite  fixe  DR. 

Quand  on  connait  le  paramétre  2p  de  la  parabole,  on 
peut  facilement  construire  cette  courbe.Menons  une  per- 
pendiculaire  quelconque  NQN'  á  Taxe;  du  foyer  F  comme 
centrc,  avec  DQ  pour  rayon,  décrivons  une  circonférenee 
qui  coupera  la  perpendiculaire  passant  par  Q  aux  points 
N,  N',  qui  appartiendront  á  la  parabole  (fig.  260). 

Tansciile  «t  normale  4  la  parabole. 

ftOS.  Soient    y'  =  2px ,    y  =  mx  -+-  n, 

les  équatíons  de  la  parabole  et  d'une  droite  quelconque. 
Pour  les  points  oú  la  droite  rencontre  la  courbe,  on  a  : 


p       l^píp  —  ^mn) 
♦wy  ~2py +  2pn  =  0;     d'ou     y=-db     '^"^  ' 


m  m 
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Si  la  droite  devient  tangente,  en  désignant  parx',  y'  les 
eoordonnóes  du  point  de  conlact,  il  vient : 

1/'  =  ^;     d'oú    m  =  -^     et    n==-^=^-- 
^        m  y'  ^2m       2 

£n  substituant  ces  valeurs  de  m  et  de  n  dans  Téquation 
de  la  droite,  on  obtient  pour  Téquation  de  la  tangente  á  la 
parabole : 

P       y' 

.        y'       2 

ou  bien^  en  réduisant  au  roéme  dénominateur  : 

yy'==p(x-+-x'). 

L*équation  dc  la  tangente  á  la  parabole  est  aussi  : 

V  « 

y  =  mx  H ou     2xm'  —  2vm  -f-  p  =  0. 

^  2m  u         i' 

Si  í/* — 2/}x  esipositif,  nul  ou  négatif,  les  deux  racines 
de  celte  équation  seront  réelles,  égales  ou  imaginaires. 
Donc,  pour  un  point  situé :  i**  en  dehors  dc  la  courbe; 
2*  sur  celle-ci;  3"*  é  rintérieur  de  la  parabole,  on  peul 
mener  deux  tangentes^  une  seule  ou  Ton  n'en  peut  mener 
aucune. 

Faisons  j/  =  0  dans  Péquation  de  la  tangente,  on  aura  : 


ac  =  —  x' ; 


ce  qui  prouve  que  /a  sous-tangente  PT  =  2x'  esl  double  de 
Vabsdsse  du  point  de  contact  (fig.  261). 

De  la,  un  moyen  trcs-simple  pour  construire  la  tangente 
en  un  point  donné  sur  la  courbe. 

M4I.  L'équation  de  la  normale  á  la  parabole  passanl  par 
Ic  point  de  contact  (x',  y'),  est  de  la  forme  : 

y  -  y'  =  m'  (x  -  x'). 
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On  a  y  entre  les  coeilieients  angulaíres  m  de  ia  tangenie 

et  m'  de  la  norroaley  la  rela- 
tion  : 

m         p 

L*équalion  de  la  normale 
est  donc  : 


Posons  y  =  0  dans  ceite 
équation ;  on  obtiendra  : 

PN  =  x  —  x'  =  p. 

Ainsi,  dans  la  parabole,  la  sous^ormale  Píiesi  amstante; 
elle  est  égaíe  á  la  moitié  du  paramétre. 
ftOft.  Le  triangle  TFM  est  isoscêle,  car 

TF  =  OT  -4-  OF  =  X  -4-  ?  =  FM, 

2 

et  Tangle  FTM  =  TMF  =  RMT  =  T'ML     (6g.  261). 

La  tangente  MT  divise  donc  Tangle  RMF  en  denx  parties 
égales,  et  elle  est  perpendicnlaire  h  RF  au  pointl,  milieu  de 
celte  droite.  DR  étant  la  direcirice  de  la  parabole  et  le  point 
0  le  milieu  de  FD,  on  aura  constamment  DR  =  201,  et  le 
point  I,  quei  que  soit  le  point  M,  se  trouvera  sur  la  droite 
OY;  ce  qui  prouve  que  le  lieu  décrit  par  le  pied  I  des  per- 
pendiculaires,  abaissées  du  foyer  F  d'une  parabole  sur  les 
tangentes  á  cette  courbe,  est  une  droite  perpendiculaire  á 
l'axe  etpassant  par  le  sommet  de  cette  courbe. 

&06.  II  est  facile,  comme  on  Ta  déjá  vu  (243),  d'aprés 
ces  propriélés,  de  mener  ime  tangente  á  la  courbe  par  un 
point  donné  M. 

II  suffit  d'abaisser  du  poinl  M  une  perpendiculaire  MR 


Fig.  S61. 
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sur  ia  díreccrice,  et  de  joindre  le  poinl  M  avec  le  milícu  I 
de  la  droíte  RF,  menée  du  foyer  au  point  R  :  la  droite 
MIT  sera  la  tangente  demandée  (fig.  261). 

Pour  mener  par  un  point  P',extérieur  á  la  parabole,  une 

tangente  PTM,  il  faut,  sur  P'F  comme  diamétre,  décrire  une 

circonfcrence  qui  rencontrera  la  droite  OY  en  deux  points  I 

et  r,  qui  appartiennent  aux  deux  tangentes  partant  de  P'. 

501.  Si,  d'un  point  P  dans  le  plan  d'une  paraboUj  on 

méne  deux  tangentes  PT, 
PT'  á  cette  courbe,  la  droite 
PF,  qui  joint  le  point  P  au 
foyer  F,  est  bissectrice  de 
rangle  TFT'cte*  deux  rayons 
vectevrs  menés  aux  points 
de  contact,  comme  on  Va 
déjá  prouvé  pour  íes  coni- 
ques  en  général  (407). 

Du  point  donné  P,  tra- 
fons  un  arc  de  cercle  qui 
coupera    la    directrice    en 


deux  points  R,  R'  (íig.  262). 


Fig.  163. 


Les  deux  triangles  PTR, 
PTF  sont  égaux,  ainsi  que 
les  deux  trianglcs  PT'R', 
PT'F. 

Le  (riangle  RPR'  est  isos- 
cole,  les  deux  angles  PRD, 
PR'D  sont  égaux,el  parsuíte, 
leurs  complémenlaires  PRT, 
PR'T'.  Donc,  á  cause  de 
régalité  des  triangles  précités, 
on  a  Tangle  PFT  =  PFT'. 

II  est  évídent  que,  si  le 
point  P  est  situé  sur  la  direc- 


nee  seconde  partie. 

trice  RDR'  de  la  parabole,  l'anglc  TPT',  que  font  entre 
elles  les  deux  langentes  partant  de  ce  poinl,  est  droit.  A 
cause  de  Tangle TPR  =  TPF  etde  langle  T'PR'=  T^PF 
(íig.  263),  comme  la  somme  des  quatre  anglcs,  égaux  deux 
á  deux,  est  égale  á  deux  angles  droits,  il  scnsuit  que 
TPF  -I-  T'PF=  un  angle  droil. 

&09.  On  peut  d  ailleurs  prouver  cette  propriété  de  la 
maniére  la  plus  símple  en  cherchant  le  lieu  décrit  par  le 
sommet  d'un  angle  droit  dont  les  detix  cótés  sont  tangents 
á  la  parabole. 

Alors,  on  a  évidcmmenl 

m\  m"  étant  les  dcux  racines  de  leqnation 

2xiM*  —  2y m  -f-  p  =  0 , 

cc  qui  donne  :       i  h =  0;    d'oú    «  =  —  -   , 

c'esl-á-dire,  la  direclrice. 

L'angle  PRT  élant  droit,  son  égal  PFT  Test  aussi;  ce 
qui  prouve  que,  dans  les  courbes  dudeuxiéfnedegré^  la  corde 
de  contact  TT',  qui  passe  par  le  foyer  F,  est  perpendicuiaire 
á  la  droite  PF  qui  joint  ce  point  de  la  direclrice  au 
foyer  F  (262). 

&OII.  On  vient  de  voir  (503)  que  les  points  de  rencontre 
M  et  N  d'une  corde  quelconque  y  =  mx  -+-  n  avec  la  pani- 
bole  j/^  =  2px  sont  donnés  par  I  equation  : 

,      2»         2pn     ^ 
m  m 

Si  Ton  représente  par  x',  y',  x",  y"  les  coordonnées  de 
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Fig.  964. 


ces  points  de  renconlre  M,  N,  et  par  a:„  y^  les  coordonnées 

du  milieu  I  de  cette 
corde,  quí  se  meut  en 
restant  paralléle  á  elle- 
méme,  on  aura  : 


m  = 


2 


ou 


.// 


yi= 


p 

m 


d'aprés  la  relation  qui 
existe  entre  les  coeffi- 
cients  et  les  racines  des  équations  du  deuxiéme  degré. 

Comme  les  quantités  p  et  m  sont  constantes,  il  s'ensuit 
que  le  lieu  décrit  par  le  point  mobilel  est  une  drvite  paral- 
léle  á  Vaxe  de  la  parabole;  ce  qui  prouve  que  tous  les  dia- 
métres  de  la  parabole  sont  paralléles^  á  l'axe  de  cette  courbe. 
&tO.  Réciproquement,  toute  droite  y'=K,  paralléle  á 
Taxe,  peut  étre  considérée  comme  un  diamétre,  car  on  a  : 


m 


et 


P 


Si,  á  une  distance  IH  =  j/i,  on  méne  le  diamétre  O'I  et 
la  tangente  O'T,  réquation  de  ce  diamétre  est : 

-^  =  y,;     d'oú    m=^  =  tg.ISX  =  tg.O'TX; 
»»  yi 

donc,  les  cordes  qu*un  diamétre  divise  en  deux  parties 
égales  sont  paralléles  á  la  tangente  OT,  menée  á  rextré- 
míté  de  ce  diamétre  (fig.  264). 
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fttf .  CherchoDS  réquatíon  de  ia  parabole  rapportée  á 
un  diamétre  quelconque  O'X'  (fig.  264)9  paralléle  á  laxe 
de  symétrie  OX ,  et  &  la  tangcnte  O'Y'  au  poíni  O'  de  la 
parabole,  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origíne  étant  a  et 
6  et  satisfaísant  á  réqualíon  b^=ipa. 

En  appliquant  les  formules  trouvées  (377),  et  dans  les- 
quelles  on  doit  faire  9=0,  a  =  0,  on  aura  : 

a,  OL  étant  les  angles  que  les  nouveaux  axes  coordonnés 
font  avec  Taxe  OX; 

P'  =  2(fl^|).     et     y"  =  4(aH.|)x' 

pour  réquation  de  la  parabole  rapportée  aux  axes  coor- 
donnés  O'X',  O'Y'. 

En  posant  4  ía  -f-  |j  =  2p',  et  en  supprimant  les  accents 
de  x'  et  de  y',  il  vient : 

pour  réquation  de  la  parabole.  Le  coefficient  ^p'  se  nomme 
le  paramétre  du  diamétre;  et  comme 

■ 

est  la  distance  du  foyer  F  á  Textrémité  0'  du  diamétre  O'X', 
on  voít  que  le  paramêtre  du  diamélre  estégal  á  quatrefois 
la  distance  du  foyer  á  rextrémité  de  ce  diamétre. 

L'équalion  j^^  =  2p'x  de  la  paraboie,  par  rapport  á  ses 
diamétrcs,  étant  la  méme  que  par  rapport  k  son  axe,  les 
propriétés  indépendantes  de  rinclinaison  des  axes  seroni 
les  mémes. 
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É^i 


Jalre  de  la  iNirakole. 


&i9.  En  pla^nt  le  pólc  au  foyer  F  de  la  parabole  et  en 
dirigeant  la  droile  fixe  suivant  la  perpendiculaire  abaissée 
du  foyer  F  sur  la  directrice  DR,  p  désignant  le  rayon 
vecteur  FM  et  co  Tangle  MFX,  on  a  (fig.  261)  : 

FM  =  DF  —  FP    ou     p=p  +  pco8«; 


d^oú 


P  = 


i  —  COSéu 


p  étant  égal  á  la  distanceDF  du  foyer  F  á  la  direclrice  DR. 
La  discussion  de  cette  courbe  est  trop  facile  pour  que  Ton 
s'y  arréte. 


^aadralnre  de  la  parabele. 


&ts.   Soit  y^ 

Pig.  965. 


d'oú 


2px  réquation  d'une  parabole  rap- 
portée  á  des  axes  OX,  OY  faisant 
entre  eux  un  angle  quelconque  y. 

Soient  M',  M",  M'"...  des  points 
de  la  courbe;  x',  y' ;  x",  y";  x'", 
y'",  les  coordonnées  OP',  M'P'; 
OP',  M  "P ';  OP'",  M'P' '  de  ces 
points  (fig.  265). 

L  aire  du  trapéze 

M'P'M"P"=  ííLÍ:^j(x"-  x>inr ; 
celle  du  trapéze  correspondant 

P,M'P.M"=(í^')(y'-y')ginr; 


trapêze  M'P'M 'P"  _  {y'  -*-  y")  (x"  -  x') 
lrapczeM'P.M"P,~(x^-+-  x")(y''-y') 
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Ce  rapport  des  deux  trapézes  devient,  á  la  limitey 

trapëzeH'FM'P"       .      «-»-«"  x"-x' 

trapéze  M'P.M'P,  ~       '  x'  ^  x"  '  y"  -  y' ' 

mais    ' 


x'-4-x"    x'  y"-y        2p 


x"  -  x'      «'  -♦-  v" 


p«.squc  ^.,_^,_      ^^     . 

donc,  á  la  iimíle, 

trapézcM'P'M'P'       V'^  _^ 
trapêzeM'P|M"P,~px'"" 

A  la  limite,  la  somme  de  tous  ces  trapézes  M'P'M"F',... 
constitue  le  secteur  parabolique  OMP,  qui  est  double  du 
secteur  OMN,  somme,  á  la  limitc,  de  tous  les  trapézes 
M'P4M"P2,.";  de  sorle  que lon  a  : 

secleur  OMP  -h  i  secteur  ONP  =  parallél.  OPMN; 
d'oú  secteur  OMP  »  |  parallël.  OPMN  : 

la  parabole  est  donc  une  courbe  quarrable. 

ftt4.  Désignons  par  S  la  somme  des  termes  de  la  pro- 
gression  suívante  : 

S  =  vr  -^  íii'"-*-*-  í'm'"-*-^- ^  r; 

il  vient :  S  = 

ti  — < 

Supposons  que  u  soit  plus  grand  que  t^  et  faisons  t=^ui 
on  aura  S  ^(m+l)^'".  Si,  au  contraire,  u=/y  il  viendra : 

S>(m  ^  1)r; 
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ce  qui  donne : 

S  =  (tw  ^  {)ur—  <{m-4-  í){u'^  -r). 
Posons  u  —  í  =  1 ;  d'ou  t  =  u  —  1 ;  on  aura  aussi  : 

En  égalant  ees  deux  valeurs  de  S,  on  obtient : 

(m  -♦- 1)11'"—  <  (m  -H  1)  [tr  —  (ti  —  -1  )"•]  =  !/'»+*_(„  -  íjm+t^ 

et         uT  = ^ H  <  «"» -  (fi  —  i)« 

m  -i-  i 

Faisons  suecessivementdanscette  formule  u=l,  2,....n: 
le  premier  membre  représentera  évidemment  la  somme  S^ 
des  puissances  nT"  des  n  premiers  nombres  entíers.  On 
aura : 

S«= -n"+'-H<n'-     et     S„= 7\^'^< ' 

m-4-i  m-»-iL  nj 

Si  le  nombre  n  est  infini,  cettc  formule  se  réduit  á 

«"^* 

S«- 7 (a), 

m  -♦- 1 

et subsiste  quel  que  soit  lexposant  m. 

6t&.  Appliquons  cette  formule  á  la  recherche  de  raire 
du  segment  parabolique  OMP  quc  nous  venons  de  trouver 
par  uneautre  mélbode  moins  générale  (5i3). 

Cherchons  d*abord  laire  du  secteur  extérieur  OMN 
(fig.  265)  dont  Tordonnée  Oi>í  =  MP  =  6,  labscisse  du 
point  M  étant  OP  =  a. 

Divisons  rordonnée  ONen  un  nombre  n  infini  de  parties 
toutes  égales  á  z^  de  maniére  que  Ton  aíl  : 

ON  =  6  =  n2. 
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L*aire  t  de  l'un  quelconque  des  v  parallélogrammes  qui, 
á  la  limite,  composent  Taíre  de  ce  secteury  est : 

t  Bsixz  sin  y, 
t 
y  ctant  langle  des  axes ;  mais,  on  a  évidemmentpour  lor- 

donnée  correspondante 

•  •  .    %  sin  y 

ytssvz     et     t?V  =  2px;     d'ou     '= -^ — ^^- 

Faisons,  dans  ceite  formule,  successivement  t?  ==1 ,  %„.n. 

On  aura : 

i 
secteur  OMN  =  -  X  a^  sin  y ; 

3 

comme  Taire  du  parallélogramme  ONMP= ofr  sín  7,  on  a : 

2 
secteur  OMP  =  -  ONMP. 

3 

6te.  L'équation  générale  des  paraboles  est 

Supposons  que  les  axes  coordonnés  soient  rectangu- 
laires. 

Le  secteur  OMP  est,  á  la  limite,  la  somme  de  tous  les 

rectnngles  ayant  póur  hauteur  les  ordonnées  de  la  courbe 

et  pour  bases  les  parties  égales  z  de  Fabscisse  OP  ==  nz^ 

divisée  en  un  nombre  infini  de  ces  parties.  L  aire  t  de  Tun 

des  V  rectangles  est : 

a  XV 

t  «=  oi/"z"+* ;     d'oú     secleur  S  = 2'"+*n"^  =  — ^ : 

m  -t-  i  m  +  1 

ainsí,  toutes  les  paraboles  sont  quarrables. 

619.  On  peut  toujours  se  servir  de  la  formule  (a) 
lorsque  Téquation  de  la  courbe  n*a  que  deux  termes  ou  que 
le  radícal  de  rordonnée  porte  seulement  sur  un  terme  en  x. 
Nous  allons  de  nouveau  Tappliquer  aux  courbes  en  coor- 
données  polaires. 
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Fíf .  166. 


Un  secteur  OMA  d'une  courbe  plane,  rapportée  á  de$ 

coordonnées  polaires,  peut  étre 
considéré  comme  formé  d'une 
infinité  de  triangles  isoscéles 
ayant  au  sommet  un  angle  égal 
et  infiniment  petit, 

L'aire  t  d'un  de  ces  tríangles 
isoscéles  est : 

z  étant  I  arc  qui  mesure  l*angle  du  sommct  du  triangle 
isoscéle  dans  un  cercle  de  rayon  égal  á  Funiié,  et  p  le  rayon 
vecteur  OM.  Soit  p=  axíí'  Téquation  générale  des  polaires; 
désignons  par  &>  Tarc  mesurant  Tangle  que  le  rayon  vecteur 
OM  fait  avec  la  droite  fixe  OA.  Posons  &>  =  vjz,  v  étant 
infini. 

L^aire  d'un  triangle  isoscéle  quelconque  v,  répondant  & 
<o  =5  vz,  est 

Faisons  v  =  \,%  3, n;  on  obtiendra  pour  la  surface 

S  du  secteur  : 


S  = 


a«w*^* 


4n  -f-  2 

Aprés  une  révolution  complête  du  rayon  vecteur,  on 
aura 


aire  OIHrA  = 


(fig.  266). 


4n  +  2 
Dans  la  spirale  d^Archiméde  (617),  (i=jl  et  n  =  1; 


d^oú 


OIM«= 


« 


24ír« 


et  pour  une  révolution  entiére,  OIM'I|A=|^,  c  est-á-dire, 
le  tíers  du  cercle  OA. 
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Dans  la  développante  de  cercle  (623),  on  trouve 


Fig.  S67. 


619.  I.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intenectian 
M  de  la  perpendiculaire  FP,  abaissée  du  foyer  d'une  jxira- 

bole  sur  une  tangente  PT,  avec  la 
droite  ST  qui  joint  le  sommet  S  au 
point  de  contact  T. 
On  a  les  équaiions  : 
i''  De  la  parabole  : 

pour  le  poinl  de  conlact  (x\  y'); 


2. 


„-^(.,-i) . ..) 


pour  la  perpendículairc  FP  á  la 
(angente  PT 


et  3" 


y' 

X 


(5) 


pour  la  droile  ST. 

Ces  trois  équalions  donnent  pour  le  lieu  demandé  : 


yí^-^ilg  — ^i 


qui  est  un  cercle  ayant  SF  =  |  pour  díamétre. 

519.  II.  x',  y',  x",  y"  etant  les  deux  points  de  contactde 
deux  tangentes  á  une  parabole  y^  ==  2px ,  chercher  llnler' 
seclion  de  ces  deux  tangentes. 


On  a  : 


y 


2 


a:  = 


.yy; 
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6M.  111.  Les  Irois  hauleurs  du  triangle,  formépar  Irois 
tangentes  á  la  parabole,  se  coupent  sur  la  directrice. 
Une  de  ees  hauleurs  a  pour  équaiíon 

^  2  p  !2/)* 

Les  deux  autres  se  déduisent  de  celie-eí,  et  Ton  en  tire : 

2      ^  2  2;í' 

6)tt.  IV.  Chercher  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  sommet  de  la  parabole  y'  ===  —  ^ax  sur  les  tan- 
gentes  á  cette  courbe. 

On  a  les  équations  : 

1**  De  la  tangente  : 

yiy'=  — 2a(X|-4-x') (i); 

2**  Dc  la  pcrpendiculaire : 

y«=£^ ('^)' 

5"*  De  la  parabole  : 

.y''  =  -.4ax' (3); 

ce  qui  donne  pour  Féquation  du  lieu  : 

(o  —  X,)  yj  =  xj. 

On  voil  que  c'est  la  cissoïde  de  Dioclés, 
&n.   V.  Construire  une  parabole,  connaissant  deiix 
Pig.  968.  points  A  et  B  eí  /a  direclríce. 

m 

Des  points  A,  B,  comme  centres, 
avec  des  rayons  égaux  aux  perpen- 
diculaires  AP,  BQ,  abaissées  sur  la 
directrice  DR ,  on  décrira  deux  cir- 
conférences  :  celles-ci  se  couperont 
en  deux  poinls  F  et  F'.  On  pourra 
prendre  Tun  ou  Tautre  de  ces  points 
pour  foyer  de  la  parabole.  Connaissant 
le  foyer  F  et  la  direcirice,  on  sait  construire  la  courbe. 
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69S.  VI.  Si  l'on  joint  le  point  d'intersection  M  de  deux 
tangentes  MT,  MT'  d'une  parabole  au  foyer  F,  démontrer 
que  l'on  a  : 


MT 


FT 
FT 


Fig.  969. 


La  droile  MF  esl  bissectrice  áe  Tangle  TFT',  comme  on 
1  a  démontré  (507).  L'angle  T'FX,  extérieur  au  tríangle 

isoscêle  SFT',  est  double  de  l'an- 
gle  MT'F  (íig.  269);  en  repré- 
sentant  cet  angle  par  a  et  les 
angles  égaux  MFT=  MFT'  par  6, 
si  Ton  désigne  les  angles  égaux 
á  la  base  du  triangle  isoseéle  RTF 
par  c,  il  vient : 

2c  =  2a  -♦-  26;     d*oú    c  =  a  -♦-  6. 

Mais  les  angles  MTF  et  FMT', 
étant    les   suppléments  d*angles 
égaux,  sonl  égaux;  dc  sorte  que 
les  deux  triangles  MTF,  MT'F 
sont  équiangles  et  donnent  les  proportions  : 


MT 
MT 


FT 
FM 


FT 
FÏÏ 


FM 
FT' 


d*ou 


MT 


FT 
FT 


VII.  Le  centre  C  d'un  cercle,  de  rayon  constant,  se 
meut  sur  une  parabole.  On  joint  le  foyer  F  de  la  courbe 
au  centre  G  du  cercle.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le 
point  M,  íntersection  de  la  droite  FC  avec  la  circonrércnce. 

L*équation  du  lieu  est 


X,  — p 


yi-p 


y*  /j 


=  R«. 


GÉOMÉTRIE  ANÁLYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       577 


CHAPITRE  XXIV. 

PR«PRIÊTRil  AIWHARIIMI9IJE0. 

&)t4.  Si  l'onjoint  un  point  quelconque  M  d'une  conique 
á  quatre  points  fixes  A,  B,  C,  D,  le  rapport  anharmonique 
du  faisceau  résultant  est  constant  (fig.  270). 

Le  rapport  anharmoniqiie  de  quatre  poínts  d'une  coníque 

est  le  rapport   anharmoníque  du 

faísceaU  que  Ton  obtícnt  en  joignant 

^^    ces  quatre  poinls  á  un  cinquiéme 

potnt  quelconque  de  la  courbe. 

Les  iriangles  ADM,  BCM  donnent: 

AM  X  DM  sin  AMD  =  AD  X  «, 
BM  X  CM sin  BMC  =  BC  X  p; 
d'oíi  AMxDMxBMxCMxsinAMDsinBMC=ADxBCxa|3(1). 

Les  dcux  triangles  ABM,  CDM  donnent  également: 

AM  X  BM  sin  AMB  =  AB  X  r,    CM  X  DM  sin  CMD  =  CD  X  «í 

ct    AMxBMxCMxDMsinAMBsinCMD  =  ABxCDxW(2). 

Mais  1  equation  de  la  conique  qui  passe  par  les  quatrc 
points  A,  B,  C,  D,  est 

ap  =  Kr<y; 

vn  divisant  (1)  par  (2),  il  vient  : 

sín  AMD  X  sin  BMC  ^  AD  X  BC 
sin  AMB  X  sin  CMD  ""  AB  X  CD  '^ 

Le  second  rapport  est  constant,  puísque  les  poinls  A,B, 
C,  D  sont  fixcs,  et  le  premicr  exprime  le  rapport  anhnrmo- 
niquc  du  faisceau. 

37 
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Fig.  971. 


5)t5.  Si  une  tangente  mobile  á  une  conique  rencontre 
quatre  tangentes  fixes,  le  rapport  anharmonique  des  quatrt 
points  d'intersection  est  constant. 

On  saíl  qiie,  si  une  portíon  de  droite  dans  IVspace  esi 
divisée  suivant  un  certain  rapport,  les  projeclioiis  de  ces 
parties  de  la  droite  seront  divisées  suivant  le  méme  rap- 
porf.  Le  rapport  anharmonique  de  quaire  póints  A,  B,  C, 
D,  siuiés  en  ligne  droite,  est  le  mcme  que  celui  de  leurs 
projections  a,  b,  c,  d. 

Ainsi,  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  dcs  quaire 
droites  AM,  BM,  CM,  DM  d'une  ellipse  est  le  méme  que 
celui  de  leurs  projections  am^  bm,  cm,  dm  dans  lc  cercle, 
projection  de  cette  ellipse  (fig.  271). 

Soient  aa'ybb\cc\  dd\  quatre  tangentes  (ixes  á  la  circon- 

férence  0,  aux  points  donnés 
a,  fr,  c,  dy  et  renconlrant  en  a', 
6',  c',  d\  une  tangente  mobíle 
DTE  á  ladite  circonférenee, 
T  élant  le  point  de  contaci. 
Prenons  un  point  quelccnque 
M  de  la  circonférence.  Le 
rapport  anharmonique  de^ 
droiies  aM,  6M,  cM,  dM  est 
égal  au  rapport  anharmoni- 
que  des  droiles  aT,  6T,  cT, 
dT,  car  les  angles  aMfr,  aT6 
sont  égaux,  ainsi  quc  les  an- 
gles  cMí/,  cTd,  eic... .  Mais 
les  deux  angles  aT6  et  a'06' 
sont  égaux ,  comme  ayant  leurs  cólés  respeclivement  per- 
pendiculaires. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  aM,  6M, 
cM,  dM  est  donc  égal  á  celui  des  quatre  droites  Oa\  06', 
Oc\  Od\  puisque  les  premiéres  droítes,  prises  deux  a  deux, 


d'<- 
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fonl  eníre  elles  des  angles  égaux  á  eeux  des  autres,  prises 
deux  á  deux.  Mais  le  rapport  anharmonique  des  qualre 
droites  Oa',  Oft',  Oc',  Od'  est  égal  á  celui  des  poinls  a', 
6',  c',  d'. 

&9e.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet   M  d'un 

triangle  dmt  les  cótés  toument  autour  de  trois  points  fixes 

A,  B,  C,  les  deux  autres  sommets  N,  P  de  ce  triangle  étant 

assujettis  á  se  mouvoir  sur  deux  droites  donmes  OF,  OH. 

l^  Soient   qualre   triangles    MNP,   M'N'P',    M"N"P", 

M'"N'"P"',  soumis  aux  condilions 
données  (fig.  272). 

Les  faiseeaux  (C,  NN'N"N'"), 
(C,  PP'P'T'")  sont  évidemment 
B     /n    égaux,  et  lon  a 

(N,  N'N"N"')  =  (P,  P'P"P"'), 

(N,  N'N"N'")  exprimant  le  rap- 
port  anharmonique  des  quatre 
poinls  N,  N',  N",  N'";  de  sorte 
qu  on  obtient  : 

(A,  NN'N"N'")  =  (B,  PP'P"P'"). 

Comnie  les  poinls  M,  M',  M",  M"'  du  lieu  cherché  se 
trouvent  á  rintersection  des  droiies  AN  et  BP,  elc,  il  viont : 

(A ,  MM'M"M'")  =  (B,  MM'M"M'"). 

Donc,  les  points  A,  B,  xM,M',  M",  M"'  appartiennenlá  la 
inéme  conique. 

2*  Le  lieu  est  encore  une  conique  lorsque  le  cólé  NP 
du  triangle  mobile  NPM,  au  lieu  de  passer  par  un  point  (ixe 
C,enveIoppe  une  coníque  tangente  aux  deux  droites  OF, 
OH,  puisque,  dans  ce  cas,  les  points  déterininés  sur  les 
(leux  droites  OF,  OH  salisfont  encore  á  la  relation  : 

(NN'N"N"')  =  (PP'P"P"'), 

comme  on  Ta  démontré  dans  le  théoréme  précédent. 
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Z'  Le  iieu  vst  égalemenl  une  coniqiie  si  la  base  NP  passe 
par  l'inierseciion  C  des  langentes  communes  k  deux  coni- 
ques,  et  que  les  extrémilés  N  ei  P  de  celle  base  se  meuvenl 
sur  l'unc  et  l'autre  conique,  lcs  deux  ttutrcs  cdtés  NM,  PM 
passanl  consiammenl  par  les  poinia  A  et  B,  siiués  sur  l'une 
et  rHuircGoníque. 

S»ï.  Deux  angles  lAM,  IBM  townent  aulour  de  íeun 
sonimets  fixes  A  ef  B,  en  conservant  la  méine  grandevr 
a  el  ^.  L'intersection  des  deux  cótés  AI ,  Bl  de  ces  dtuj 
angles  doit  se  trouver  sur  une  droite  donnée  DR.  Cherdur 
le  lieu  dér.rit  par  le  poitil  M,  inlersection  des  deux  aulres 
co/es  AM,  BM  deces  angles. 

Construisons  qunlre  positioDs  de  ces  deux  aiigles 
(íig.  275);  on  r  : 

{A,  ir]"r")  =  (ií,ii'rT"ï, 

ei,  comme  les  angles  corrcspondanls  ayant  lcurs  sommeis 
p.    3„  cn  A  el  B  sont  égaux,  d'aprês 

9        I    r    r     I'    R    '^^  eonditions  du  mouvemenr, 
il  vient : 

{A,Il'rT")  =  (A,  MH'W'H'"), 
(B,  iri'T')  =  (B,  MH'H"M"); 
d'oíi 

(A,HH'H"M"')=(B,HU'H"M'"). 

Le  Iteu  eherché  es)  donc  une  conique  passant  par  A  et  B. 

Si  le  point  I  se  meut  sur  une  conique  au  lieu  d'une 

droiie,  le  lieu  décrit  sera  cucorc  une  conique,  Ics  amres 

coitdiiioiis  du  niouvemenl  rcslanl  lcs  mémcs,  car  on  a  : 

(A,  in"r")  =  (B,  li'ri'"). 

Si  lcs  sommets  A  et  B  dcs  angles  consianis  x,  j3  sonl 
situcs  aux  cxliéniiiés  du  grand  nxc  d'une  cllipse  donnée,  cl 
que  le  point  I,  ínlerseciion  dcs  dcux  cólés  AI,  BI  de  ces 
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angles  (fig.  273),  semeuve  sur  cette  ellipse,  rinterseetion 
M  des  deux  aulres  cótés  décrit  aussi  une  ellipse,  commë  il 
est  facile  de  le  prouver  en  cherchant  directement  réqua- 
tíon  de  celle-ci. 

&19.  Inscrire  dans  une  conique  un  polygone  dont  les 
cótés  passent  par  des  points  fixes. 

Prenoná  sur  la  conique  un  point  quelconque  A,  comme 
premíer  sommet  du  polygone,  et,  par  ce  point,  menons  des 
droítes  passant  par  les  autres  points  donnés.D'une  maniére 
générale,  le  dernier  cóté  du  polygone  ne  passera  pas  par  le 
point  A;  soit  X  le  point  ou  il  rencontre  la  coniquc.  Con* 
struísons  ainsí  quatre  polygones,  et  admettons  que  le  der- 
nier  cóté  du  qualriéme  rencontre  la  conique  au  point  A'", 
c'est-á-dire  que  X'"  coïncide  avec  A'".  On  aura  alors  : 

(AA'A"A"')=(XX'X"X'"j; 

ce  qui  revíent  au  probléme  suivant. 

6M.  Connaissant  trois  couples  de  points  ace,  dfb,  trou- 

ver  un  point  R  tel  que  l'on  ait : 

(R .  ar.e)  =  (R  .  dfb). 

On  considérera  les  six  poinls 
ace,  dfb^  qui  sont  les  positions 
de  A,  A',  A"etdeX,  X',  X", 
comme  les  sommets  d'un  hexa- 
gone  dont  rintersection  des  có- 
tés  opposés  déierminera  la  droite 
Imnp,  qui  rencontrera  la  conique 
au   point  demandé  X'",   puis- 


Fig.  974. 


qu  on  a  : 


(Rpw/)  =  (cí ,  Race)  ==  (a,  Rdfb). 
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CHAPITRE  XXV. 

SV0TISMKI9  HOMOOBAPBI^VBff. 

ftSO.  Lorsque  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
droiies,  passant  par  un  méme  poínt,  est  égal  au  rapport 
anharmoníqne  de  quatre  autres  droites,  passant  par  un 
autre  point,  ces  deux  faisceaux  de  droites  se  nomment 
homographiques. 

Ëlant  donné  un  systémc  de  points  sur  une  droite,  on 
peut  (oujours  former  sur  une  autre  droite  un  systéme  ho- 
niographique,  tel  qu  a  trois  poinls  a,  6,  c  du  premier  cor- 
respondent  trois  points  a',  6',  c'  du  second,  pris  arbitraire- 
ment. 

Prenons  sur  ehaque  droite  une  origine,  et  comptons,  á 
partir  de  ce  point,  sur  la  premiëre  droite  lcs  distances  a,6, 
c,  X  des  trois  points  donnés  et  A\\n  point  variable.  Repré- 
senions  par  a',  b\  c\  x',  les  distanccs  analogues  sur  la 
seconde  droite. 

La  condition  pour  que  les  deux  systémes  de  points 
soient  homographiques  est  : 

(g  —  b)  (c  —  x)       (g^  —  6^)  [c'  —  x') 
(o  -  c)  (6  —  x) ""  (a'^c')  (6'  — x')' 

laquelle  se  raméne  á  la  forme 

Axx'  -h  Ba?  -H  Cx'  -^  D  =  0. 

Cclte  équation  étant  du  premier  degré  par  rapport  a  x 
et  á  x'f  on  voit  déjá  qu*á  toute  valeur  de  x  en  correspond 
toujours  une  réelle  de  x'\  de  méme,  á  une  valeur  quel- 
conque  de  x'  correspond  toujours  une  seule  valeur  de  x. 
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581.  Rceiproqiiementydeux  syslêmes  de  points  en  lignc 

droite,  assujettis  á  une  relation  algébrique  quelconque,  sonl 

homographiques,  si,  á  un  point  du  premier  systéme  corres- 

pond  toujours  un  poínt  du  second,etun  seul. 

L*équalion 

Axx'  -4-  Bx  -t-  Cx'  -+-  D  =  0 

est  évidemment  la  relation  la  plus  générale  á  laquelle  on 
puisse  soumetlre  les  deux  points  x,  x'. 
La  relation 

Axx'  -4-  Bx  -f-  Cx'  -f-  D  =  0, 

lorsque  les  points  du  systéme  sont  quelconques,  contient 
trois  constantcs  arbitraires;  ce  qui  prouve  qu'á  trois  poínts, 
pris  á  volonté  sur  la  premiére  droite,  correspondent  trois 
autres,  pris  aussí  á  volonté  sur  la  seconde  droite. 

539.  Supposons  deux  droites,  et  admettons  que  Ton 
fasse  coïncider  sur  ces  deux  droites  les  deux  points  a,  a', 

Soient  6,  c,  d,  b',  c',  d'  (íig.  275)  les  trois  auu'es  points 
formant  le  systéme  homographique 

(abcd)  =  (tt'ó'c'flí'). 

A  une  valeur  infinie  de  x'  correspond  une  valeur  finie 
de  X,  et  réciproquement. 

De  réquatio>i  précédente,  on  tire  successivement : 


Bx 

-H 

D 

Ax 

-+• 

C 

Cx' 

-♦- 

D 

Ax'  ^-  B 


Si  le  point  d*  de  la 
seconde  droite   est   á 
*   *         o  2     ío  rinfini,  le  point  cor- 

respondant  de  la  premiére  droite  est  situé  au  point  de 
rencontre  0  de  celle-ci  a\ec  la  paralléle  á  la  seconde 
menée  par  le  point  I  (fig.  27S).  De  méme,  si  le  point  d 
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de  la  premiêre  droite  esl  á  rínfini,  le  point  d',  homologue 
de  la  seconde  droite,  est  au  point  de  renconire  O'  de  la 
deuxíéme  droite  avee  une  paralléle  menée  par  le  point  I  á 
la  preraiére. 

ftSS.  Involution.  Lorsquc  les  points  des  deux  systémes 
(ibcdy  a'b'c'd'  sont  situés  sur  la  même  droite,  les  valeurs 

Bx  ^  D  Ca?'  H-  D 

x'  =  — : et     a:  «=s 

Ax  -f-  C  Ax'  -f-  B 

étant  égales,  on  dit  alors  que  les  points  forment  un  systéme 
en  involution.  On  peut  trouver  sur  la  droite  un  point  qui, 
considéré  comme  appartenant  á  chaque  systême,  conserve 
la  méme  position. 

Les  deux  valeurs  de  x  et  de  x'  ne  peuvent  étre  égales 
que  si  C  =  B.  Alors,  Téquation  générale  devient  symé- 
trique  par  rapport  á  x  et  á  0/,  et  elle  est  : 

Axx'  -H  B(x  -♦-  x')  -f-  D  =  0   .     .     .     .    (4). 

Cette  équation  renferme  seulement  deux  constantes 
arbitraires;  ce  qui  prouve  qu'il  suffit  de  deux  couples  dc 
points  correspondants  aux  conjugués  (aa'%  (pb'),  pour  dé- 
terminer  Tinvolution. 

On  peutdoncdire  qu'un  systéme  quelconque  de  points, 
situés  sur  une  droite,  est  en  involution,  lorsque  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  quelconques  de  ces  points  est  égal 
au  rapport  anharmonique  desquatre  points  correspondants. 

6S4.  Les  valeurs  de x  et  de x',  qui  satisfont  á  lequation 
précédente,  représentent  les  distances  des  deux  points  con- 
jugués  á  rorigine. 

On  peut  simplifier  cette  équation  en  choísissant  une  ori- 
gine  convenable.  Faisons 

x  =  X|-+-K,    x'=X|-t-K, 
K  étant  une  indéterminée. 
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En  rcmplagant  dans  l'cqualíon  (1),  il  vicnt : 
Ax,x;  +  (B  +  AK)  (X|  -4-  x\)  -♦-  AK«  -♦-  2BK  -+-  D  =  0. 
On  peut  profiter  de  Tarbitraire  K  pour  poser 

B 

B-+-AK  =  0;     d'oú    K  = ; 

'  A' 

ce  qui  détcrmine  la  nouvelle  origine,  et  raméne  1  equation 
á  la  forme  la  plus  simple  : 

x,Xj  =  constante. 

On  dit  alors que  lorigine  est  le  cenlre  du  systémc; d'oú 
résultc  ce  théoréme  :  «  Le  produit  des  distances  de  deux 
points  conjúgués  au  centre  est  constant,  » 

On  a  pour  le  point  x',  correspondant  á  x  : 

Bx-H  D 

x'== , 

Ax  -*-  B 

et  ce  point  est  á  Tinfini  lorsque  Ax  +  B  =  0 ;  d  oú 

—  B 
x  =  — . 

Ce  pointy  comme  on  vient  de  le  dire,  est  le  ccntre;  de 
sorte  que  le  centre  est  un  point  dont  le  conjugué  est  á 
I*infini. 

685.  On  parvient  au  méme  résultat  comme  suit:  les 
points  a,  b,  c,  a'^  b',  &  étant  en  invoiution,  on  a  : 

ac  X  bc'  a'c'  X  6'c 
(a6cc')  =  (a'6Vc);  d'oú  -P~r=  .  ,,  , 
^        ^      ^  ^'  ac'Xbc       acXb'c' 

Si  le  poinl  c'  est  á  Tinfini^  6c'  =  ac',  b'c'  =  a'c',  et  il 

vient : 

acXa'c  =  bcX  b'c; 

» 

ce  qui  prouve  que  le  produit  des  distances  de  deux  points 
correspondants  au  centre,  qui  est  l'origine,  est  constant. 
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Lorsque  rorigine  ou  le  centre  est  en  dehors  de  ces  deui 

poínts  eorrespondants,  ce   produít  est  toujours  positif, 

puísque  les  points  a^  a',  qui  se  correspondcnt,  sont  tous 

deux  á  droile  ou  á  gauche  du  centre.  On  a  donc,  dans 

ce  cas  : 

caX  ca'=  ■*-  K'. 

Si  lorigine  ou  le  centre  se  trouve  entre  deux  points  cor- 

respondants  a,  a',  le  produit  ca  x  ca'  sera  négatif  et  de  la 

forme 

ca  Xca'=  —  K*, 

et  les  foyers  seront  imaginaires. 

&M.  Si  Ton  fait  x=  x'  dans  lequation  qui  détermine 
les  distances  de  deux  points  conjugués  á  roriginc,  il  vient: 

Ax'-t-  2Bx  -^  D  =  0, 

laquelle  fera  connaitre  lcs  distances  des  deux  foyers  a  ceite 

origine. 

Lcs  distances  dc  deux  poínts  á  Forigine  étant  données 

par  I  equation 

ax'  -♦-  26x  -♦-  d  a=  0 , 

ces  points  sont  conjugués  si  les  coeílicients  a,  6,  d  salis- 

font  a  réquation 

Arf  —  2B6  -f-  Do  =  0. 

On  a  cncore,  en  désignant  les  deux  foyers  par  f,  fi 

{affa')  =  (a'ffay, 

d'oi,         ^r!^^^^!^     et     ^=^^; 
aa'  X  ff       aa'  x  ff  af  a'f' 

on  voit  que  les  points  a,  a'  divisent  la  distance  ÍT  des  foyers 
en  segments  qui  sont  dans  le  même  rapport.  Si  Tun  des 
foyers  f  est  á  Finfini,  lautre  divise  la  dístance  aa'  des 
deux  points  conjugués  en  deux  partics  égales. 
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639.  Deux  couples  de  points  déterminent  un  systéme  en 
involution, 

Soient  les  équatíons  : 

ax'  -t-  26x  -f-  d  =  0,    aV  -t-  26'x  h-  d'  =  0, 

quí  donnent  ees  deux  couples  de  poinls.  On  aura  pour  dé- 
terminer  les  arbitraires  A,  B,  D  les  équations  : 

Ad  —  2B6  -+-  Da  =  0 ,     Ad'  —  2B6'  -4-  Da'  =  0. 

La  relation  entre  les  segmenls  formés  par  six  poinls  en 

involuiion  est  la  méme  que  eelle  qui  existe  entre  les  sinus 

des  angles,  formés  en  joignant  ces  six  poinls  a  un  point 

fixe.  Le  faisceau  déterminé  en  joignant  un  point  íixe  á  six 

points  eninvolution  forme,surunetransversalequelconquc, 

six  points  en  involution,  et  deux  droiles  a  —  ^(3  =  0, 

a —  K'P  =  0  appartiennent  á  un  faisceau  cn  involulion, 

si  l'on  a : 

ARK'-+-B(K-t-R')  +  D  =  0. 

639.  Quand  plusieurs  cordes  d'une  conique  passent  par 

un  inéme pointPy 
les  couples  de 
droiteSy  menées 
d'im  point  M  de 
la  courbe  aux  ex- 
trémités  de  cha- 
quecorde,sonten 
involution  et  cor- 
C'  respondent  an- 
harmoniquement 
aux  cordes, 
'M!  SoienlAA',BB', 
CC',   les  cordes 

qui  passent  par  un  même  poinl  P,  el  M  un  point  quel- 

conque  de  la  conique. 


Fig.  Í7G. 
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Joignons  le  point  M  á  P  :  la  droite  MP  rencontre  la 
courbe  en  un  second  point  M'  (Gg.  276). 

On  sait  (255)  que  la  polaire  du  point  P  est  le  lieu  des 
points  dc  renconlre  des  droites  MA,  MB,  MC,  MA'  res- 
peciivement  avec  les  droites  M'A',  M'B',  M'C',  M'A;  dc 
sorte  que  lon  a  : 

M{A,  B,  C,  A')  =  M'(A',  B',  C',  A). 
Commc 

M'  (A',  B',  C',  A)  =  M  (A',  B',  C',  A) , 
on  obtient  : 

M(A,  B,  C,  A')  =  M(A',  B',  C',  A). 

Donc,  lcs  trois  couples  de  droites  MA,  MA';  MB,  MB'; 
MC,  MC'  sont  en  invohuion. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  anglcs  AMA', 
BMB'...,  est  égal  é  celui  des  quatre  droites  AA',  BB'...;  íl 
s'ensuitque  les  couples  dedroiies  MA,  MA';  MB,  MB';... 
correspondent  anharmoniquement  aux  cordes  PAA', 
PBB', ...  Ainsi,  lorsque  des  angles  ayant  tin  somfnet  cam- 
mun,  silué  sur  une  coniquey  sont  en  involution,  les  cordes 
que  ces  angles  interceptent  sur  la  courbe  passent  par  un 
même  point. 

On  voit,  par  ce  qui  précéde,  que  les  droites,  menées  du 
point  M  aux  points  de  contact  des  tangentes  qui  passent  par 
P,  sont  les  rayons  doubles  de  Finvolution  formée  par  les 
couples  de  droites  MA,  MA' ;  MB,  MB';.... 

589.  On  peut  encore  dire  que  :  si  un  angle  esl  drcon- 
scrit  á  une  conique  et  si,  par  son  sommet,  on  fait  passer 
une  droite  quelconque  rencontrant  la  courbe  en  deuxpointSj 
les  droitesy  menées  d'unpoint  quelconque  de  la  courbe  á  ces 
deuxpoints,  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
droites  partant  du  méme  point  et  passant  par  les  points  de 
contact  des  deux  cólés  de  Vangk  circonscrit  á  la  conique. 
D'oú  résulte  : 
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I.  Si  un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet,  situé 
sur  une  conique,  les  cordes  que  ses  cótés  interceptent  sur  la 
courbe  passent  par  un  même  point. 

II.  Si,  par  un  point  d'une  conique,  on  méne  deux  droites 
également  inclinées  sur  un  axe  fixe,  la  corde  comprise  entre 
t-^s  deux  droites  dans  la  conique  passe  par  un  point  fixe. 

III.  Si  les  deux  points  C,  C'  se  rapprochent  du  point  M  et 
finissent  par  coïncider,  la  droite  MC,  á  la  limite,  sera  la 
tangente  au  point  M,  et  la  droite  MC'  coïnddera  avec  MP. 

Donc,  dans  un  quadrilatére  inscrit  dans  une  conique,  si 
ron  méne  par  un  point  de  la  courbe :  des  couples  de 
droiles  a  ses  sommets  opposés,  la  tangente  en  ce  point  et 
la  droite  qui  passe  par  lc  point  de  rencontre  des  deux  dia- 
gonalcs,  ces  six  droiies  sont  en  involution. 

Celte  propriété  permet  de  mener  la  tangente  á  Tun  quel- 
conque  des  cinq  points  donnés  d'une  conique,  probléme 
que  lon  sait  résoudre  au  moycn  du  théoréme  de  Brían- 
chon  (332). 

540.  Lorsque  les  sommets  des  angles,  circonscrits  á  une 
conique,  sont  en  ligne  droite,  les  segments  que  ces  angles 
inlerceptent  sur  une  tangente  quelconque  á  la  conique  sont 

Fig.  «77. 


en  involution,  et  correspondent  anharmoniquement  aux 
sommets  des  angles. 
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Soíent  A,  B^  C...  les  sommets  de  ees  angles  situés  sur 
une  droíle  A,  aa\  bb'..^  les  segments  qulls  intercepteni  sur 
une  (angente  T  (Gg.  277).  Par  le  point  d'intersection  R  de 
cetle  tangente  et  de  la  droite  A,  menons  une  seconde  tan- 
gente  T',  qui  rencontrc  les  eótés  des  angles  en  des  couples 
de  points  a,  a';  (3,(3';... 

On  sait  que,  si  de  tous  les  points  d'une  droite,  on  méne 
des  tangentes  á  unc  conique,  toutes  les  cordes  de  contaet 
passent  par  un  méme  point,  qui  est  ici  le  pólc  de  la  droite  A. 
Puisque  ces  droítes  passent  par  un  même  point,  on  con- 
clut  que  : 

(a,6,c,  o')=(a,p',r',a); 


comme 


il  vient : 


(a',p',r',a)=(a',6',c',a), 
(a ,  6,  c,  a')  =  (a',  6',  c',  a) : 


donc,  les  troís  segmenls  sont  en  involution. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  segments  est  celui 
des  qualrc  points  conjugués  harmoníques  deces  scgments 
par  rapport  á  un  point  de  la  tangente  T,  le  point  R  par 
exemple.  Les  conjugués  harmoniques  sont  sur  les  polaires 
de  ce  point  relatives  auxqualreangles;  etcommecespolaires 
passent  par  un  méme  poínt,leur  rapport  anharmonique  est 
égal  á  celui  des  sommets  des  angles  A,  B.... 

Si  la  droite  A  rencontre  la  conique  en  deux  poÍDts,  les 
tangentes  en  ces  deux  points  détermineront,  par  leur  ren- 
contre  sur  la  tangente  T,  les  rayons  doubles  de  Tínvolution. 

Si  le  sommet  de  Tangle  G  se  trouve  au  point  R,  on 
obtiendra  un  quadrilatére  circonscrit  á  la  coníque ,  et  Ton 
déduitde  ce  qui  précéde  le  théoréme  suivant  : 

Lorsqu'un  quadrilatére  est  circonscrit  á  t/we  conique,  si 
ron  mme  une  langente  á  cette  courbe,  les  poinls  oii  elle 
renconíre  les  cótés  opposés,  son  point  de  ix>ntact  et  le  poifU 
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ou  elle  rencontre  la  diagonale  qui  joint  les  points  d'inter- 
section  des  cótés  opposés,  ces  six  points  sont  en  invólution ; 
d'oú  résulte  une  solution  du  problême  : 

Trouver  lepoint  de  contact  d'une  coniquej  tangente  á  cinq 
droites  données, 

541.  On  nomme  divisions  homographiques  sur  une 
conique  deux  séries  de  points  de  eette  courbe  tcls  que  les 
droites,  mcnées  de  ces  points  á  un  point  quelconque  de  la 
conique,  forment  deux  raisceaux  homographiques.  Les 
rayons  doubles  de  ces  faisceaux  déterminent  sur  la  conique 
deux  points  que  Ton  nomme  les  points  dovbles  des  deux 
divísions. 

541B.  Êtant  données  sur  une  méme  droite  deux  séries  de 
segments  en  involution,  trouver  le  segment  conimun  aux 
deux  involutions. 

Premier  procédé.  Prenons  pour  conique  un  cercle.  Par 
un  point  fixe  de  sa  circonrérence,  menons  des  droiles  aux 
extrémités  des  deux  segments  de  la  premicre  ínvolution. 
Les  droites  qui  en  résultent  iniercepient,  sur  la  circon- 
férence,  deux  cordes  dont  rintersection  détermine  un 
point  I;  de  méme,  les  droites,  menées  du  point  iixe  aux 
deux  extrémités  de  la  seconde  involution,  interceptent  sur 
la  cireonférence  deux  cordes  qni  se  coupent  en  un  second 
pointl'.  La  droite  II'  rencontre  la  conique,  qui  est  ici  la 
circonférence ,  en  deux  points;  si  lon  joínt  le  point  íixe 
du  ccrcle  á  ccux-ci,on  aura  deux  droites  qui  intercepteront 
sur  ladroite  des  deux  involutions  le  segment  qui  leur  est 
commun,  c*est-a-dire  les  points  doubles. 

548.  Deuxiêmb  procédé.  Tracons  une  conique  quel- 
conque ,  tangente  á  la  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les 
deux  séries  de  points  en  involution. 

Par  les  extrémités  des  deux  segments  de  la  premiére 
involution,  menons  des  tangcntes  á  celte  conique  :  on 
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Fig.  978. 


forme  ainsí  deux  angles  eireonscrits  dont  les  sommets 
déterminent  une  dróite  D. 

Par  lcs  deux  extrémítés  de  la  seconde  involulion,  on 
ménera  deux  tangentes  á  la  coníque;  on  aura  de  la  sorte 
une  seconde  droite  D'.  Ces  deux  droites  D,  D'  se  coupent 
et  forment  un  angle  qui,  étant  circonscrit  á  la  conique, 
ínterccpiera  par  sa  corde  de  contact  le  segment  demandé. 
544.  Quand  un  quadrilatére  est  inscrit  dans  une  coni- 
quCy  une  transvcrsale  quelconque  rencontre  les  deux  couples 
de  cótés  opposés  et  la  coniqUre  en  sixpoints  qui  sont  en  invo- 
lution  (Théoréme  de  Desargues). 

Soit  ABCD  un  quadrilatére  inscrit  dans  la  conique,  ei 

soíent  a,  a',  6,  b'  les  points  de 
rencontre  des  eótcs  opposés 
de  ce  quadrilatére  avec  une 
droite  L. 

Si  Ton  suppose  que  deux 
droitcs  se  meuvenl  autour  des 
>.  deux  poinis  fixes  A  et  C,en 
^  se  coupant  sur  la  courbe  elles 
détcrmineront  sur  la  droile  deux  divisions  homographique» 
doni  les  poínts  de  rencontre  avcc  la  courbe  seront  les  points 
doubles  e,  f,  réels  ou  imaginaires.  Mais  a,  b  ont  pour  cor- 
rcspondants  6',  a' ;  de  sorte  que  les  trois  couples  aa'y  bb',  ef 
sont  en  involutíon. 

Ce  théoréme  permet  de  constniire  une  conique  lorsque 
Ton  connail  cinq  points  de  cette  eourbe. 

En  eíTet,  parmi  les  einq  points,  on  peut  en  prendre 
quatre  pour  former  un  quadrilatére  inscrit  á  la  conique. 

Si,  par  le  cinquiéme  point,  on  méne  une  transversale, 
celle-ci  rcnconlrera  les  cótés  de  ce  quadrilatére  en  quatre 
points,  et  la  conique  en  un  point  inconnu.  On  aura  ainsi  six 
points  formant  involution ;  donc,  le  point  inconnu  de  la 
coniquc  scra  déterminé. 
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La  transversale  peut  étre  tangente  k  la  courbc;  alors,  le 
point  de  contact  sera  Tun  des  deux  points  doublcs  de  rín- 
volution,  qui  sera  déterminée  par  les  quatre  points  de  ren- 
contre  du  quadrilalére  avec  la  tangente.  Cetle  position  de 
la  trnnsversale  résout,  dans  ce  cas,  le  probléme  suivant  : 
Construire  la  conique  qui  doit  passer  par  quatre  points 
et  étre  tangente  á  une  droite  donnée. 

ft4ft.  5í  les  cótés  d'un  trinngle  ABG  coupent  une  conique 
de  maniére  qu'il  y  ait  sur  cliaque  cóté  deux  segments  for- 
més  par  le  sommet  et  la  courbe,  le  produit  des  six  segments, 
formés  en  faisant  le  tour  de  la  figure  dans  un  sens,  est  égal 
au  produit  des  six  autres  segmenfs,  pris  dans  un  sens  con- 
traire. 
Soíent  a,  a',  b,  b'  et  c,  c'  ies  points  de  rencontre  dcs  cótés 

AG,  BG,  AB  avec  la 
courbe.  Le  triangle 
ABG  étant  coupé  par 
les  transversales  ab, 
a'b'  (lig.  279)  donne  : 


Fig.  S79. 


Aa  X  C6  X  Bíí' 


Ca  X  B6  X  Ad 
Ao^XC6'xBri 
Ca'  X  B6'  X  Ad 


;=^ 


=  1 


Mais  la  transversale  AB  rencontre  la  conique  et  le  qua- 

drilatére  inscrit  a6a'6'  en  six  points  qui  sont  en  involution^ 

et  Fon  a  : 

Bd  X  M       Bc  X  Bc' 

kd  X  Aff'       Ac  X  Ac'  * 

d*oú  Fon  líre  : 

Aa  X  Aa'  x  Bc  x  Bc'  x  C6  x  C6' 


Ac  X  Ac'  X  B6  x  B6'  x  Ca  x  Ca' 


=  1: 


tel  est  le  ttiéoréme  de  CarnoL 
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II  pcut  arrivcr  que  le  cóló  AB  nc  rencontrepas  la  courbe; 
niais  les  rectangles  Ac  X  Ac',  Bc  X  Bc'  sont  loujours  réels, 
quoique  les  points  Cy  c'  soient  imaginaires. 

II  est  facile  de  prouver  quc  le  théorême  subsiste,  méme 
lorsqu'aucun  des  irois  cótés  du  triangle  ne  renconlre  la 
courbc. 

Si  un  ou  deux  des  cótés  du  triangle  rencontre  ia  courbe 
á  rinfini ,  le  rapport  des  segments ,  á  partír  des  sommets 
aux  points  á  rinGni,  est  égal  é  runité,  et  régalité  subsisle 
pour  ies  autres  scgments. 

6411.  II  résulte  du  ihéorême  de  Catfiol  plusieurs  corol- 
laires  remarquablcs. 

Lorsqu'un  des  sommets,  C  par  exemple,  est  situé  á  río- 
finíy  lequation  précédente  devient : 

Aa  X  Aa'       B&  x  B6' 
Ac  X  Ac'       Bc  X  Bc' 

Si,  par  un  point  quelconque  P  de  la  droite  Aaa'^on  ménc 
une  paralléle  PL  á  la  droite  AB^  elle  rencontrera  la  courbe 

en    deux    points   m,   h 
(tíg.  280) ;  on  aura  aussi : 

Aa  X  Aa'       Pa  x  Pa' 
Ac  X  Ac'       Pm  X  Pn ' 

d'oú  lon  tire  : 


Fi, 

^  S80. 

c 

C 

l 

c 

^ 

\ 

m^  \ 

P 

)w 

£ 

\ 

^ 

B        y 

f 

A 

c^ 

ir"'" 

Pa  X  Pa'       Bfc  X  B6' 


#> 


Pm  X  Pn      Bc  X  Bc 

cc  qui  prouve  que,  par  un  point  pris  dans  le  plan  (Tune 
coniquey  si  l'on  méne  deux  paralléles  á  deux  axes  fixes,  le 
rapporl  du  produit  des  segments  que  la  courbe  fait  sur  ces 
deux  droiles  á.parlir  de  leur  point  commun,  esl  constant. 
Ce  théoréme  est  celui  de  Newton;  on  le  démontre 
directemenl,  el  il  sert  á  construire  par  points  une  conique 
lorsqu'on .  connait  cinq  points  dc  cette  courbe.  On  peut 
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supposcr  qiruii  des  points  a,  a\  ou  tous  les  deux,  soient 
situés  a  rinfini. 

&49.  Si,  par  chaque  point  A  d'une  paralléle  á  une 
p.    jgi  asymplolc  d'une  hyperbole, 

^  /y     on  méne  une  transversalc,  pa- 
'^      ralléle  á  une  droite  fixe,  on  a  : 

Ac  X  Ac' 

=  constnnte. 


Aa' 

c,    c'    ctant    les    points    oú 

la  transversale  rencontre  la 

eourbe,  et  a'  le  point  d'inter- 

section  de  cellc-ci  avec  la  pa- 

ralléle  á  rasymptote. 

De  méme,  sí  par  chaque  point  A>|  d*une  asymptote,  on 

inéne  dans  une  direction  donnée  une  transversale,  qui  ren- 

contre  la  courbe  en  dcux  points  c,  r',  le  rectanglc  A|CA|C' 

rstconstant  (fig.  281). 

Enfin,  quand  une  droite  Ac  ne  renconlre  une  parabole 
(|uVn  un  point  a\  Tautre  point  a  étant  á  Tinfini,  si  par 
chaquc  point  A  de  cette  droite,  on  méne  dans  une  direction 
(lonnée  une  transversale,  qui  rencontre  la  courbe  en  deux 
points  c,  c',  on  a  : 

Ac  X  Ac' 


Aa' 


==constante. 


&48.  I.e  ihéorcme  de  Carnol  résout  de  la  maniére  la 
plus  simple  le  probléme  suivant : 

Faire  passet*  par  qualre  points  a,  a',  b,  b'  une  conique 
tangente  á  une  droite  donnée. 

On  a  : 

Ar  %   /A6  X  A//  X  Ca  x  Ca' 

Bc"""^  V    Ba  X  Ba'  X  C6  X  C6' ' 


le  rapport  ^  détermine  le  poínt  de  conlact  de  la  courbe. 
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Le  double  sigiie  du  radical  índique  qu*íl  y  a  doux  coni- 

Fif.  t8f.  4"^^  4">  résolvent  la  question; 

on  peut  supposer  AC,  BC  ne 
rencontrant  pas  ia  courbe  Si  les 
(rois  cólcs  du  iriangle  sont  lan- 
gents  á  la  coníquey  Téquation  gé- 
nérale  devient : 


t    — t    t 

Ac  X  Bcf  X  C6 


— t    « 

X  Bc  X  Ca 


ou 


Al* 
Ac  X  Ba  X  C6 


=  drl. 


A6  X  Bc  X  Ca 

Les  trois  poinls  a,  6,  c  n'élant  pas  en  ligne  droite,on  doit 
prendre  le  signe  — . 

Cette  relation  prouvc  que  les  trois  droiles  Aa,  B6,  Cc  sc 
coupent  en  un  méme  point  I  (6g.  282). 

1^49.  On  peut  aussí  mener  une  langente  en  un  point 
d'une  conique  lorsqu  on  connaít  quatre  autres  points  de  la 
courbe.  Si  les  deux  points  a  et  6  de  la  corde  a6  se  rappro- 
chent,  de  maniére  que  la  sécante  qui  passe  par  ces  deux 
poínis  devienne  tangenie ,  le  point  C  se  rapprochera  lui* 
méme  de  la  courbc ,  et  se  irouvera  sur  celle-ci  lorsaue  la 
sécante  a6  sera  tangente;  mais,  au  lieu  du  rapport^^qui 

se  trouve  dans  réqua* 
tion  générale,  on  peut 
substituer  celui  du 
sinus  des  angles  que 
la  corde  a6  ou,  á  la 
límite  y  la  tangente 
TCT'  fait  avec  les  có- 
tés  CB,  CA  (fig.  283). 


Fig.  §83. 


En  désignant  ces  angles  par  a  ct  ^,  il  vient : 


Aa'  X  AC  X  Bc  X  Bc'  x  C6'      sin  3 

X ^ 

Ae  X  Ac'  X  B6'x  BC  x  Ca'      sinoe 


i. 
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Celle  équalion  fera  connaitre  le  rapporl  ï^  et,  parcon- 
séquent,  la  tangente  au  point  C. 

ft&O.  Le  théoréme  de  Carnot  donne  une  solution  du 
probléme  suivant : 

Construire  le  cercle  osculateur  (Tune  coaique  en  vn  poiní 
dont  on  connait  la  tangente,étant  donnés  trois  autrespoints 
de  la  courbe. 

Le  cercle  osculateur  d'une  courbe  est  celui  quí  passe  par 

trois  points  consécutifs  de  cette 
courbe.  Prenons  donc,  sur  la 
conique,  trois  de  ces  points  a,  c, 
a',  et  soient  6,6',  c'  trois  autres 
points  quelconques  situés  sur 
cctte  courbe  (fig.  284).  Tirons 
lescordes  aa',  bb\  cc'  qui,en  se 
coupant,  forment  le  iriangle 
ABC.  On  obtient  : 


Aa  X  Ao'  X  Bc  X  Bc'  x  C6  x  C6' 


1. 


Ac  X  Ac'  X  B6  X  B6'  x  Ca  x  Co' 

Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  a,  c,a',  rencontre 
le  cóté  AB  en  un  point  p ,  tel  qu  on  a 

Ac  X  Ap  =  Ao  X  Aa', 

ei  réquation  précédente  donne 

B6  X  B6'  X  Ca  X  Co' 


Ap  =  Ac'  X 


Bc  X  Bc'  X  C6  X  C6' 


Si  les  trois  poinls  a,  o',  c  se  rapprochent  el  n'en  forment, 
á  la  limitc,  plus  qu'un  seul,  la  corde  aa'^  c'est-á-dire  le  cóté 
AC,  devient  tangent  á  la  courbe,  et  le  point  A  arrive  en  C; 
de  sorte  qu*il  vient : 

B6  X  B6'  X  CÁ* 
^^'"^'''^ABxBc'xC6xC6'' 
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Lorsque  le  poinl  C  est  h  rínGní,  on  a  : 

Bb  X  B/i' 


Ap  =  Ac'  X 


AB  X  Bc' 


si  le  point  B  est  le  milicu  des  cordes  bb\  Xc'  (Rg.  28S), 
il  vient  : 

B5' 

Ap  =  2x 

^  AB 

Soii  R  le  rayon  du  cercle ,  m  élanl  langle  que  la  droiie 

AB  fail  avec  le  díamétrc  AD  abou- 
lissant  au  point  de  contact  A  de  la 
langente  a  la  courbe.  On  obliendra  : 


Ap  =  2B  cos« 


ct 


B6  BE 

R  cos  u  =  —     ou      R  =  — - 
AB  B/< 


5&t.  Les  coniques  passant  par  qnatre  poinls  fíxes  déter- 
minentj  sur  une  transversale,  un  systéme  depoints  pii  intv- 
lufion. 

Ën  prenant  Taxc  des  x  pour  cette  transversale,  on  a  |K)ur 
les  équations  des  trois  coniques  : 

ax'  -h  26x  -f-  íi  =  0,     aV  -+-  %'x  ^d'^O, 
ax*  -h  26x  +  rf  -4-  K  (a'x'  -+-  26'x  -»-  rf')  =  0 

On  vient  de  prouvcr  qiie  deux  couples  de  poinis  peu- 
vent  toujours  former  involution;  or,  le  dcrnier  couple 
forme  avec  les  deux  premiers  une  involution. 

II  est  facile  de  démontrer  ce  iháorême  direclemcnt. 

En  effel^  soicnt  a,  fr,  c,  d,  les  quatre  points  fixcs  par  les- 
quels  passent  les  coniques,a  et  c  étant  les  sommets  de 
deux  faisceaux  (íig.  286). 
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On  a,  d'aprés  la  propriété  anharmoníque  des  coniques  : 

[a.A(í6A']  =  [c.  ArfftA'l 

el,  pour  les  poinls  oú  la  droite  AA'  rencontre  les  rayons 
Pig,  2gQ,  des  faisceaux  : 

[ACBA']=[AB'C'A']  =[A'C'B'A]. 

II  s  ensuit  que  les  poinls  A, 

A',  oú  la  iransversale  coupe 

la  conique,  sont  en  involution 

c'avec  les  points  B,  B',  C,  C', 

qui  sont  les  poinls  de  rencon- 

tre  de  celte  transversale  avec 

les  quatre  cólés  du  quadri- 

latére  formé  par  les  quatre 

points  íixes  a,  b,  c,  d. 

&&9.  Le  lieu  du  poiní  d'intersection  de  deux  droites 

homologues,  appartenanl  á  deux  faisceaux  homofjraphiques 

donnés,  est  une  conique. 

Soil  L  une  droite  quelconque  (fig.  287). 
Les  deux  faisceaux  homographiques  donnés,0,0',déter- 
„.    __  minentsurcotte  droite 

rig.  SoT. 

les  deux  systémes  ho- 
mographiques 

(aW%  [b'b"),  [c'c") .. 

Les  deux  droites  ho- 

mologues  Ocf,  O'rf,  qui 

se  coupent  sur  cette 

droite  L,  forment  un 

poíntdouble;etcomme 

il  n*y  a  sur  la  droite  L  que  deux  points  doubles  rf,  e,  il  s  en- 

suit  que  la  droite  L  rencontrc  le  lieu  seulement  en  deux 

points  réels  ou  imaginaires  :  ce  lieu  est  du  2°*''  degré.  On 
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peut,  d*aprës  cela,  chercher  le  point  de  rencontre  d'une 
droíle  L  avec  une  conique  représentée  par  cinq  poínts  don- 
nés  aybfCyOfO'.Si  lon  joint  les  points  a,  6,  c  aux  deux 
points  0,  O'y  on  a  deux  faisceaux  homographiques  O,  O' 
qui  délermínent  sur  la  droite  les  trois  couples  de  points 

{aV'),(6'6"J,(cV'). 

Le  lieu  du  poínt  d'interseciion  des  droites  homologues 
est  la  conique  passant  par  les  cinq  points. 

On  trouvera  les  points  doubles  d,  e,  comme  on  la  vu 
précédemnicnt. 

653.  Êlant  données  deux  droites  D,  D',  et  deux  systémes 
de  points  homographiques  situés  sur  ces  deux  droites,  ia 
droite  mobile,  quijoint  deuxpoints  homologues  quelconques 
de  ces  deux  systêmes,  décrit  une  coniqtte  tangente  aux  dettíc 
droites  fixes  D,  D'  (fig.  288). 

Fig.  188. 


Soit  M  un  point  quelconque  du  plan  des  deox  droites. 
Joignons  ce  point  aux  deux  points  homologues  a,  a\ 
Les  deux  droites  Ma,  Ma',  en  tournant  autour  du  poínt 
M,  forment  deux  faísceaux  homographiques. 
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Lorsque  la  droíte  mobíle  aa!  passe  par  le  point  M ,  elle 
devíent  une  droíte  double  des  deux  faisceaux;  et  eommc  il 
ne  pcut  exíster  que  deux  droites  doubles  M^,  Mf ,  le  lieu 
est  tel  que^  par  un  point  M,  on  peut  niener  seulement  dcux 
langentes  réelles  ou  imaginaires  :  le  lieu  est  donc  du 
deuxiéme  degré. 

Au  point  Oy  considéré  comme  situé  sur  la  droite  D',  cor- 
respond  le  point  de  conlact  T  de  la  droite  D;  et  au  poinl  0, 
considéré  comrae  situé  sur  la  droite  D,  correspond  le  point 
de  contact  T'  de  la  droite  D'. 

Si  la  eourbe  du  2°'''  degré  est  détermínée  par  cinq  lan- 
gentesyon  peut,  d*aprés  ce  qui  précéde,  mener  par  un 
point  M  des  tangenles  á  cette  courbe.  II  sufBl,  en  eiTer,  de 
joindre  ce  point  aux  points  de  renconire  des  deux  tangentes 
D,  D'  avec  les  irois  autres;  ce  qui  donne  trois  eouples  de 
droites,deux  faisceaux  homographiques  dont  les  droiles 
doubles  seront  les  tangenfes. 

M4.  £e<  sofnmets  (a,  b,  c.)  d'unpolygone  glissent  sur 
une  conique.  n  —  \  de  ses  cótés  toument  autour  de  n  —  i 
points  fixes :  le  cóté  libre  enveloppe  une  coniqtie  ayant  nn 
double  contact  avec  la  cofiique  dotinée. 

Soicnt  abc..,,  o'6'c'...,  o"6'V...,  o'"6'"c'"...,  quatre  posi- 
tíons  du  polygone. 

On  aura  les  égalités  : 

(oo'o"o'"J  =  (fc6'6"6'")  =  (cc  V'c'") ; 

la  question  revient  á  celle-ci  : 

Étant  dontiées  trois  couples  de  points  aa'a",  dd'd", 
trouver  Venveloppe  de  a'"d'",  de  sorte  que  Von  ait : 

(ao'q"o"')  =  {di'd''d"'). 
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CHAPITRE  XXVI. 


CWRBES  fiWVeMPPBS. 


&&&.  Soit  F(x,y,  a)  =  0 

I  equalion  d'une  courbe  plane  quclconque  rehfermant  une 
constante  arbitraire  a  que  Ton  désigne,  en  général,  sous 
le  nom  de  paramétre. 

En  donnanl  á  la  quantité  a  des  valeurs  particuliéres  et 
déterminées,  di,  a^,  aj,  ...On,  la  courbe  représentée  par 

Téquation 

F(x,y,a)  =  0 

prendra  dans  le  plan  des  posítions  de  grandeur  et  de  forme 
également  déterminées. 

Enfín,  si  lon  fait  passer  Tarbitraire  a  par  tous  les  états 
de  grandeur  possibles  depuis  zéro  jusqu'á  db  rinfiní,  la 
eourbe  prendra  dans  lc  plan  toutes  les  positions  de  gran- 
deur  ct  de  formc  possiblcs. 

On  peut,  dans  ce  mouvemcnt,  se  proposer  de  cherchcr 


le  lieu  ou  la  courbe  dccrite  par  rinterseetion  de  la  courbe 
mobile  F  (x,  y^  a)  dans  ses  positions  consécutives  el  infiní- 
ment  rapprochées. 
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Supposons  que,  pour  une  valeur  parliculiére  et  déter- 
mínée  de  a,  la  courbe  mobile  soit  AMB  (fig.  289).  Si  lon 
change  dans  F  (x,  y,  a)  =  0,  a  en  a  —  A,  la  courbe  AMB 
prendra  la  position  A"M"B";  si  Ton  changc  aen  a  -f-  A, 
la  courbe  AMB  prendra  la  position  A'M'B'. 

Admetlons  que  M%  M'  soient  les  poinls  d'intersection 
de  la  courbe  AMB  dans  sa  position  antérieure  et  dans  sa 
position  consécutive  avec  elle-méme. 

Si  raccroissement  h  devient  de  plus  cn  plus  pc(it,  les 
points  d'interseciion  M",  M'  se  rapprocheront  dc  plus  en 
plus  du  point  M  et,  a  la  limite,  c'est-á-dire  lorsque  /i=0, 
les  deuxpoints  M",  M'  se  confondront,  et  la  sécante  M"M' 
devíendra  tangente  a  la  courbe  F  (x,y,a)=0,  n\\  point  M  ; 
eVst  pourquoi  Ton  a  donné  á  la  courbe  ou  lieu  eherché  le 
iiom  d'enveloppe,  De  sorte  que  l'on  a  pour  le  point  M,  a  la 
limite,  les  deux  équations  : 

F(x,y,a)=0,     ^-!^-^ ^ L^ZlJ^o 

ou  F(x,iy,  a)  =  0,     F; (x ,  t/,  a)  =  0. 

En  éliminant  entre  ces  deux  équations  la  conslanie  arbi- 
traire  a,  qui  est  ici  la  seule  variable,  on  obliendra  I  equa- 
tion  de  la  courbe  enveloppe  cherchée. 

&M.  Problême  I.  Proposons-nous  de  irouver  la  courhe 
enveloppe  de  la  parabole 

y  =  ma  —  «V (1 ), 

lorsque  la  constante  arbitraire  a  passe  par  tous  les  états  de 
grandeur  possíbles  depuis  zéro  jusqu'á  db  oo  . 
A  cetle  fin,  changeons  a  en  a  h-  A,  il  viendra  : 

y  s  nt  (a  -^  A)  —  (a-i-  hfx*  ....    (2). 

En  soustrayant  (i)  de  (2),  on  obtient : 

m  —  2x'a  —  a'A  =  0 
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er,  en  passantá  la  limite^  e*est-a-díre  en  faísant  A  =  0,  on 

iroiive  : 

m 
^hraBBfn     ct     a  =  — -.  ....    vï), 

Les  deux  équatíons  (1)  et  (2')  font  connaitre  la  eourbe 
demandée. 

En  remplac^nt,  dans  (1),  a  parsa  valeur,  il  vient : 

ix*y=sm* (3), 

qui  cst  réquation  d'une  hyperbole  cubique. 

559.  Probléme  II.  Gherchons  la  courbe  enveloppe 
formée  par  les  intersectíons  consécutives  d'une  droite  qui 
coupe  deux  droites  fixes  OX^  OY^  de  maniére  que  la 
somme  des  segments  OX  +  OYsoit  eonstante  et  égale  á  $. 

Soient  OX  =  a  et  OY  =  «  —  a ;  on  aura  I  equation 

y       ^ 

~"  ■  '  1   •    >    .    ■    ■    «    i*/" 


8  —  a      a 

En  changeanty  comme  préeédemment,  a  en  a  +  A  et 
passantá  la  limite,  ou  en  prenant  la  dérivée  deréquation(4) 
par  rapport  á  la  variabie  a,  on  trouve  : 

y  —  X  =  «  —  2a (5); 

8  -^  X  —  y 


d'oú 


a 


2 


Si  Ton  substitue  cetie  valeur  de  a  dans  (4),  on  obtieot 
pour  la  courbe  enveloppe  demandée  : 

qui  est  réquation  d*une  parabole. 

M8.  Problême  III.  Soit  á  déterminer  Tenveloppe 
des  ellipses  dont  la  somme  des  demi-axes  est  oonstaoie 
(fig.  290). 
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Désignons  ceue  somme  par  «,on  aura  les  deux  équa- 

tions : 

a  +  b  =  s (l)i 

oy  +  6V  =  o'6* (2), 

(í  — o)V  =  a»(«-o)'     ...    (3) 


et 


«y 


.      a»(«-o)*— («-o)V 
»  = -t 


En  prcnant  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  h  la 
variable  o,  il  vient : 

o*  —  sx*  =>  0    et    o  =  vtx*. 

Substituant  cette  valeur  de  o  dans  l'équalion  (3),  on 
trouve  pour  l'équation  de  la  courbe  cnveloppe  demandée 


(,  _  v>5?)*      l?'«'x 


=  <; 


d'oú 


y  =  ±(«_\^«x')»/i— ïi;=. 
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M9.  Supposons  que  l'équation  de  la  courbe  mobiie 
rcnferme  deux  paramêtres  variables  a  ct  6,  et  soít 

/•(x,  y,  a,  6)  =  0 
celte  équalion. 

La  variation  de  ces  deux  paramétres  devant  étre  soumise 
á  une  loi  de  mouvement  quelconque,  soit  9  (a,  6)  =  0 
réquation  qui  exprime  cette  loi,  ceite  condilion. 

On  pcut  faire  varier  a  et  6  dans  ces  deux  équalions,  en 
considérant  b  comme  une  fonction  de  a. 

Si  Ton  prend  les  dérivées,  par  rapport  á  chacune  de  ees 
variables,  dans  les  deux  équalions,  il  viendra  : 

db  db 

d'oú  Ton  tire : 

n  élant  la  dérivée  de  /"(x,  y,  a,  b)=0  par  rapport  á  a,  etc... 
&IIO.  Cherchons,  d'aprés  cela ,  la  courbe  enveloppe  dts 

normales  á  lellipse 
(íig.  291).  On  a  les 
équations  : 

x'       t/* 


Fig.  Í91. 


a'x     6*v 
X        y 

représentant  ceiies  de 
rdlipse  et  de  la  nor- 
malc  á  cetle  courbe  au 

point  (x',  y'),  Les  coordonnées  de  eelui-ci  sont  ici  les  deux 

paramétres  variables  liés  par  Téquation 

y'*       x'« 
4r-*-  — =  L 
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£n  considérant,  dans  ces  deux  derniéres  équalions ,  y' 
comme  une  foncdon  de  x\  on  a,  en  égalant  les  coeífícienls 
différentiels  ^^ : 

Si  Ton  multiplie  les  dcux  termes  du  1'"'  rapport  par  x  et 
ceux  du  second  par  y\  on  oblient : 

a'x       6*1/       a'x  6'y 

x'*       y'*        x"         y'* 


a'         6«        o* 


el 


c*       a*x  6*f/ 

.'3  ..'»' 


X 


En  remplagant  ces  valeurs  dans  Téquation  dc  rellipse, 
il  vicnt  pour  la  courbe  enveloppe  cherchée 

Cetle  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  coor- 
donnésy  et  rencontre  ceux-ci  á  des  distances  de  Torigine 
x  =  ±cX\eiy  =  ±cX\y  qui  sont  en  roéme  temps 
des  points  de  rebroussement,  comme  le  montre  la  dérivée 
du  !•'  ordre : 


.  ^>-m 


dy 

-í  s= X 

dx  b  ^,ax 


V- 


Lorsque  le  pied  de  la  normale  décrít  Tarc  AB  de  rel- 
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iípse,  la  normale  engendre  l'arc  CD  de  lenveloppe  sur 
laquelle  elle  roule. 

Quand  on  considére  un  point  P  k  rintérieur  de  cetle 
enveloppe,  on  peut  mener  par  ce  point  quatre  (angentes  á 
cette  courbe  et,  par  conséquent,  quatre  normalesa  rellípse. 
Si  le  point  P'  est  extéríeur  á  renveloppe,  on  ne  peut  plus 
mener  que  deux  tangentes  a  celle-cí  et,  par  suite,  deux  nor- 
males  á  lellipse. 

&•!.  Cherchons  la  courbe  enveloppe  des  hyperboks  repré- 
sentées  par  Véquation  a*y^ — aKx*  = — a^K',  dans  laquelle 
K  est  une  arbiiraire  quelconque. 

On  trouve 

(2ay -4- ac')  (2ay  —  x')  =  0    ou    x^^^^ay    et    x^= — 2ay, 

qui  sont  les  équations  de  deux  paraboles  symétriques  par 
rapport  á  Taxe  des  y,  et  trës-faciles  á  construire. 

&M.  La  somme  s^  des  carrés  de  deux  diamétres  conjU' 
gués  d'une  ellipse  est  constante,  ainsi  que  leur  direction. 

On  demande  Venveloppe  de  Vellipse. 

On  a  pour  Féquation  de  celle-ci 

aY  H-  6'V = a%'*    el    a'V  +  (í'  -  a'«)  x«  =  a'*  {«'  —  a'*); 

d  ou  a"= ^    -     • 

2 

II  vienty  aprés  les  réductions,  pour  renveloppe, 

xzh  y±ssssO, 

c'est-&-dire,  quatre  droites  tangentes  á  la  courbe. 

&M.  P  =  0,  Q  =  0  étant  les  équations  de  deux  tan- 
gentes  partant  d*un  roéme  point  á  une  conique,  et  R  =  0 
celle  de  leur  corde  de  contacC,  on  a  vu  (315)  que  la 
conique  a  pour  équation 

PQ  =  R«;    K'P  — 2KR-hQ  =  0 

est  réquatíon  d*une  droite  constamment  langente  a  cette 
conique,  K  étant  une  indélerminée  quelconque. 
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De  inéme,  si  les  coordonnées  {,  m,  n  de  la  droite 
/a  -+-  m(3  +  n/  =  0  sont  soumises  á  la  condiiion  exprimée 
par  1  cquatíon 

A/* -+-  Bm'  -f-  Cn' -+-  2Fmn  -t-  2G/n  -*-  2H/fii  «0, 

cetle  droite  a  pour  enveloppe  une  conique. 

Si  lon  prend  la  valeur  de  n  dans  Fcquation  de  la  droite, 
qu'on  la  substitue  dans  Téquatíon  suívantc,  et  $\  lon 
exprime  ensuite  régalité  des  deux  racincs,  on  obtient,  aprés 
simplificalion  : 

(BC  -  P)  «*  -^  (AC  -  G«)  j3*  -+-  (AB  -  H*) y«  +  2  (GH  -  AF)  pr 
-f-  2  (HF  —  BG)  ay  -f-  2  (FG  —  CH)  ap  =  0 , 

qui  est  I  equation  d'une  conique. 

5e4.  Si  «  =  0,  (3  =  0  représentent  les  deux  cordes 
d'intcrsection  de  deux  coniques  données  S  =  0,  S'=0, 
réquation  d'une  conique  ayant  un  do.uble  contact  avec  ces 

deux  courbes  est 

KV— 2K(S-+-S').-+-  pí«=0. 

II  vient,  cn  eiïet, 

(K«  -♦-  f )«=  4KS    et     (K«  —  p)'  =  4KS',  . 
puisque  S — S'  =  a[3.  On  a,  de  méme,  pour  la  conique  lan- 
gente  aux  quatre  cótés  a,  (3,  y,  d  d'un  quadrilatére  donl  A, 
A'  sont  les  deux  diagonales  : 

K»A«—  2K  {ar  -^  pí)  -H  ^"  =  0. 
6M.  Si  C  =  0,  C'  =  0  sont  les  équations  dc  deux  cer- 
cles,  réquaiion  de  la  conique  ayant  un  double  contact  avec 
ccs  deux  cercles  esi 

K»  —  2K  (C  -♦-  C')  -^  (C  —  C')«  =  0. 
Les  deux  cordes  de  contacl  sont : 

C  —  C'-f-K  =  0,     C  —  C'  —  Kt«0; 
elles  sont  paralléles,  etá  égale  distance  de  Taxe  radical  des 
deux  cercles.  

59 
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CHAPITRE  XXVII. 


rOIiAIBBS  BÉCIPBO^r 


Pig.  19f . 


6M.  Soít  C  une  courbe  queleonquey  et  MT  sa  tangenle 
en  un  point  M.  On  peut  prendre  le  póle  P  de  celte  tangente 
MT  par  rapport  á  une  conique  S  (Gg.  292).  Si  I  on  prend 

de  la  méme  maniére  le  póie  P'  de 
la  tangente  M'T',  qui  passe  par  le 
point  M'  de  la  courbe  C,  on  aum 
ainsi  un  deuxiéme  point  P';  de  sorte 
que  la  tangente  á  la  courbe  C  con- 
tinuant  á  se  mouvoir,  son  póle  par 
rapport  á  la  conique  S  continuera 
á  se  mouvoir  et  engendrera  une 
cóurbc  C',  a  laquellc  on  a  donné  le 
nom  de  polaire  de  la  courbe  C. 

Réciproquement,  la  courbe  C  est 

la  polaire  de  C'. 

En  effet;  un  point  quelconque  de  la  courbe  C'  peut  éire 

considéré,  á  la  limite,  comme  rinterscciion  de  deux  tan- 

gcntes  Pty  P't',  quí  sont  les  polaires  des  deux  points  M,  M', 

de  la  courbe  C. 

Lorsquc  la  tangente  M'T'  se  rapprochc  de  plus  en  plus 
de  la  tangenle  MT,  le  point  I,  qui  est  le  póle  de  la  droite 
PP'  et  rinlerscction  de  ces  deux  tangentes,  serapproche  de 
plus  en  plus  du  point  de  contact  M ;  mais,  en  méme  temps, 
In  sécante  P'P  se  meut  autour  du  point  P,  ct  (init  par  ctre 
tangente  en  ce  méme  point:  donc,  la  courbe  C  est  la 
poiaire  de  C 

II  suit  de  ce  qui  précéde  quCySÍ  une  tangcnte  á  la  courbe 
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C  correspond  au  point  P  dc  la  courbe  G',  le  point  de  con- 
(act  de  eet(e  iangente  correspond  á  la  tangente  menée  a  C' 
par  le  point  P;  la  relaiion  est  donc  réciproque,  et  la  courbe 
C  peut  se  déduire  de  la  courbe  C^de  la  même  maniére  que 
C'  se  dédoit  de  C. 

Comme  les  deux  courbes  C,  C',  sont  réciproques,  s'il 
existe  un  théoréme  de  positioQ  par  rapport  á  la  courbe  C, 
on  en  conclura  un  autre  relatifá  la  courbe  C'.  Si  plu- 
sieurs  points  de  la  courbe  C  sont  en  ligne  droite,Ies  points 
correspondants  de  la  courbe  C'  sont  des  droites^  qui  sont 
les  polaires  des  premiers;  pariant,  ces  droites  doivent 
toutes  passer  par  un  méme  point,  qui  est  le  póle  de  la  droite 
unissant  les  points  de  la  courbe. 

Le  degré  de  la  courbe  C'  est  délerminé  par  le  nombre 
des  points  dMntersection  réels  ou  imaginaircs  de  cette 
courbe  el  d'une  droite. 

La  classe  d'une  courbe  est  le  nombre  des  tangentes 
réellcs  ou  imaginaires  qu  on  peut  lui  mener  par  un  point 
donné. 

6G9.  Le  degré  de  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  est 
égal  á  la  classe  de  celte  courbe. 

Puisque  le  degré  de  C'  est  égal  au  nombre  de  points  de 
renconlre  de  cetle  courbe  par  une  droite,et  qu'á  un  nombre 
de  points  en  ligne  droite  de  la  courbe  C'  corrcspondent 
autant  dc  (angenies  de  la  courbe  C  passant  par  le  méme 
point,  il  s'cnsui(  que  le  degré  de  la  polaire  réciproquc  d\me 
courbe  cst  égal  a  la  elasse  de  celte  courbe.  Si  la  courbe  C 
est  une  conique,  on  peut  lui  mener  deux  tangenies  partant 
iiu  méme  point  :  donc,  la  polaire  rcciproque  C'  esl  du 
deuxiéme  degré,  car  une  droite  ne  peut  la  renconiror  quVn 
deux  poin(s. 

AM.  Lcs  (héorémes  de  Pascal  et  de  Brianchon  sont  cor- 
rélatifs  :  les  cótés  opposés  de  Vhexagone  inscrit  se  rencon- 
irent  deux  á  deux  en  trois  points,  qui  sont  en  ligne  droite. 
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Ces  trois  poínis  ont  pour  polaires  les  trois  diagonales  de 
l*hexagone  circonscrit;  partant,  ces  trois  droites  doivent  se 
couper  en  un  méme  point,  le  póle  de  la  droite  qui  unit  les 
trois  points. 

Ainsi,  á  des  points  de  la  premiére  fígure  qui  sonl  en  ligne 
droite,  correspondent  dans  l'autre  figure  des  droites  pas- 
sant  par  un  même  point. 

6M.  On  a  vu  (164)  comment  I  equatíon  trílínéaire  ou 
cartésienne  d'une  droite  se  transforme  en  équation  dite 
tangentielle  de  cette  droite,  et  de  quelle  maniére  cette  der- 
niére  peut  représenter  soit  un  point,  soit  une  droite. 

I.es  équations  qui  démontrent  certains  théorémes  sont 
donc  susceptibles  de  deux  acceptions  différentes,  suivant 
que  les  points  et  les  lignes  que  Ton  y  considére  sont  rap- 
porlés,  soit  á  des  coordonnées  (rilinéaires  ou  cartésiennes, 
soit  á  des  coordonnées  tangentiellcs. 

Ainsi,  on  a  démontré  (329),  avec  les  équations 

S==0,    S-t-í/(y  =  0,    S-+-rf<?'  =  0, 

au  moyen  des  coordonnées  trilinéaires  ou  carlésiennes, 
que  trois  coniques  passant  par  deux  points  se  coupent 
deux  á  deux  suivant  trois  droites,  qui  se  rencontrent  en  un 
méme  point. 

En  coordonnées  langenlielles,  Téquation  d=0  est  Féqua- 
tion  du  point  de  renconire  de  deux  tangentes  communes  á 
ces  trois  coniques,  et  les  trois  équations 

(^  =  0,     í'  =  0,     (í— (í'=0, 

sont  les  intersections  des  tangentes  communes  k  ces  trois 
eoniques,  prises  deux  á  deux  :  elles  prouvent  quc  ces  trois 
intersections  sont  en  ligne  droite. 

&90.  La  théorie  des  polaires  réciproques  a  de  noin- 
breuses  applications.  Telle  est  la  suivante : 
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On  peut  íoujours  constmire  uneconique  tangente  á  cinq 
droites  donnéeSy  et  Con  n'en  peut  conslruire  qu'une  seule. 

Soíent  D,  D^,.**  6t<^-*-  '^s  cinq  droiles  donnécs,  et  P, 
Pi,...etc...  Ics  póles  dc  ccs  droitcs  par  rapport  á  une  coniqne 
direclrice  S.  Par  les  cinq  points  P,  P^,...  elc...  on  pent  faire 
passer  une  eonique  G',  et  Ton  n'en  peut  faire  passer  qu'unc 
seule. 

La  courbe  polaire  réciproque  de  la  coniquc  G'  sera  une 
conique  C,  langenle  aux  cinq  droiles  D,  D|,...  e(c... 

671.  Soit 

réquatíon  dcs  sections  coniques  rapportées  á  leur  centre 

et  á  leurs  axes.  La  tangente  en  un  point  (ac',  y')  de  la  courbe 

a  pour  équation 

Mt/'y -^  Nx'x  =  F' (a). 

Désignons  par  x^,  j/|  les  coordonnées  du  point  P  de 
cctte  tangente  par  rapportau  cerclc  direcieur 

La  polaíre  de  ce  point  P  (x|,  y^)  par  rapport  au  cercle 
cst,  eomme  on  Ta  vu  (263), 

yiy  -♦-  XiX  =  11' (6). 

Les  deux  équations  (a)cl  (6)devant  représenier  la  inéme 
droile,  on  a  : 

F'        B 


, (^)' 


Nx'       X, 

et  comme  la  conique  passe  par  le  point  de  contact  {x\  y')^ 

il  vient : 

My" -^  Nx'*  =  F' .     .     •     .     .     .     (3). 

En  substituant  les  valeurs  de  x',  y',  tirécs  de  (])  et 
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de  (i)  dans  réquation  (3),  on  Irouve  pour  la  polaire  réci- 
proque  : 

M  ■*■  N     r' 

on  voit  que  c  est  une  coníque  de  la  méine  forme  dans  son 

équation  que  celle  des  coniques  proposécs. 

Si  Ton  prend  lellipse  a^y* h-  é'ac^  =  a*6*  el  le  cerclc 

directeur  y^  -*-  ac*  =  R*,  on  irouve  pour  la  polaire  réci- 

proque  : 

6y  -4-  aV  =  R*, 

qui  est  une  seconde  cllipse. 

&99.  Prenons  pour  cerclc  directcur  celui  que  repré- 

sente  réqualion 

y*  =  2R  j  —  x\ 

l/équation  générale  des  seclíons  coniques,  rorigine  dcs 
axes  rectangulaires  élant  au  sommet  de  ces  courbes,  et  Tud 
des  axes  coordonnés  dirigé  suivant  raxe  de  la  courbe,cst : 

On  a  pour  Téquation  de  la  tangente  au  point  (x',  y')  : 

y'  ip  ^  qx') 

— y ; —  «  =  1 . 

px'  px 

Soient  ar^,  y^  les  coordonnées  du  pólede  cette  droite  par 
rapport  au  cercle  directeur. 

La  polaire  de  ce  point  a  pour  équatíon  : 

y,  (R  —  ar,) 

Rx,  ^  Rxi 

Ccs  dcux  équations  étant  celles  d'une  méme  droite,  il 
vient : 

y'       yt       p  -f-  yx^  ^  R  —  X, 

px'      RX|  px'  Rx, 
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Les  valeurs  de  x*  et  de  y\  qne  ron  en  déduity  étant  sub- 
stituées  dans  réquation  des  coníques 

au  point  de  contaet  {x\  y'),  on  obtient  pour  la  polaire  réci- 
proque : 

yí  =  — -  X,  —  ~  (.2p  +  Ry)  arj, 

laquelie  est  une  conique  dont  réquation  est  de  méme 
forme  que  celle  des  coniques  proposées. 

Puisque  les  polaires  récíproques  des  coniques  proposées 
ont  une  équation  tout  á  fait  dc  méme  forme  que  ces  der- 
niéres,  il  en  résulte,  d'aprés  ce  qui  a  été  dit  sur  le  contact 
de  ces  courbes,  que  si  colles-ci  se  touchent  ou  ont  un 
double  contacty  leurs  polaires  réciproques  doivont  se  lou- 
cher  ou  avoir  un  double  contact. 

698.  D'ailleurs,  si  les  coniques  proposées  ont  un  point 
commun  et  une  tangente  commune  en  ce  point,  leurs  po- 
laires  réciproques  doivent  avoir  une  tangente  commune 
qui  passe  par  ce  point :  il  en  est  de  méme  si  les  courbes 
données  ont  un  double  conlact. 

Soient  S,  S',  deux  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  A,  B,  C,  D,  et  s^  s^  les  polaires  réciproques  de  ces 
courbes.  Aux  quatre  points  A,  B,  G,  D,  communs  á  S  et  i^ 
S',  correspondent  quatre  tangentes  communes  á  5,  s';  aux 
six  cordes  d'intersection  de  S  et  de  S',  á  savoir :  AB,  GD, 
AG,  BD,  AD,  BC  correspondent  les  six  points  d'intersec- 
tion  des  quatre  langentos  communes  k  s,  s'^  h  savoir  :  ab^ 
cdj  ac,  bd,  ady  bc. 

&94I.  Cherchons  la  polaire  réciproque  d'un  cercley  de 
cenire  C  et  de  rayon  R ,  par  rapport  k  un  autre  cercle ,  de 
centre  0  et  de  rayon  r  (fig.  293). 
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On  aura  pour  détermíner  ce  lieu  les  équaiions  : 
!•  Du  cercle  C 

2*  Du  cercle  0 

a  élant  égal  á  la  dístance  OC  dt*s  cenlres. 

La  tangente  au  poínt  (x',  y')  du  prcmier  cereie  est 

X|y  yi  étant  les  coordonnées  du  póle  de  cetle  droite  par 
rapport  au  cercle  O,  on  a  pour  la  polaire  de  ce  poínt : 

Ces  deiix  équalíons  (1)  et  (3)  représentant  la  méme 
droile,  en  rcmplacant,  dans  l'équation 

y'' -♦- x"  =  R«, 

I  es  valeurs  de  x'  et  de  y'  qui  s*en  déduisenly  on  obtienl 
pour  la  polaire  réciproque  de  la  circonférence  C  par  rap- 
port  A  la  circonférence  O,  réquation 

Cette  équation  móntre  que  la  polaire  réciproque  cherchée 
est  une  conique  ayant  pour  foyer  le  centre  O  du  eercle 
directeury  et  pour  directrice  la  droite  X|  =  a  —  — ,  c'osl- 
ánlire,  la  polaire  du  centre  C.  Au  moyen  de  celte  équalion, 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

R V  -♦-  (R'  -  ««)  xj  -  2«  (RVr»-»»)  x.  ^  RV-(*«~r^»  =  0  («), 
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on  voilaussi  que  la  coníque  irouvée  est  une  cllipse,  unc 
hyperbole  ou  une  parabolc,  suivant  que  Ton  a  : 

!•  a  <R;     2»  a  >  R;     3*»  a  =  R, 

e'est-á-dire,  suivant  que  le  centre  0  du  cerclc  direcleur 
est  en  dedans,  en  dehors  du  cercle  C  ou  bien  sur  cclui-ci. 
Gette  derniére  équation  nous  apprend  que  la  nature  de 
la  courbe  est  indépendanle  du  rayon  r  du  cercle  directeur, 
et  que  la  polaire  réciproque  d'un  cercle  G,  de  rayon  R,  par 
rapport  á  un  ccrcle  directeur,  de  rayon  r  infiniment  petit 
ou  nul,  est  encorc  unc  conique  se  rcduisant  alors  au  sys- 
téme  de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  ou  á  une  seulc 
drofte,  la  ligne  des  centres  OG,  suivanl  que  le  point  0  est 
en  dehors,  en  dedans  du  cercle  C  ou  sur  ce  dernier.  Les 
deux  droites  réelles  sont  alors  les  deux  asymptotes  de 
rhyperbole,  représentées  par  Téqualion 


.V  =  (x-«)\/(^)'-í. 
Si  a  =  0,  réquation  (a)  devient 


r* 


ei  elle  représente  un  corcle  concentrique  au  premier. 

Enfin,  lorsquon  a  en  méme  tempsr  =  0,  a  =  0,on 
arrive  au  systéme  de  deux  droites  imaginaires. 

696.  L'équation 

a«  r  /a«  ^  r*\"l* 

peut  se  mettre  sous  la  forme 


Vy*i  -f-  (x,  —  g)'  _  a 

"R^ 


-m 


618 


SECONDE  PARTIB. 


alors,  elle  signiíie  que  la  polaire  réciproqiie  du  cercle  de 

I 

rayon  R,  relativement  á  un  cercle  direcieur  O  de  rayon 
Vf  est  une  courbe  telle  que  le  rapporí  des  distances  de  /'tfii 
quelconque  M  (X|,  yi)  de  ses  points  á  un  point  fixe  O  (a^  0) 
et  á  une  droite  fixe  LNL',  x^  =a  —  ^9  est  constant  et  éffal 


00 


oc 


á^=^,eígwerona  :||p  =  ^— ,  le point  M  étant  lepóle 


de  la  tangente  mT  (fig.  293).  Le  point  0  est  donc  bien  le 
foyer  de  la  conique ;  la  perpendiculaire  LNL',  la  directríce. 


oc 


est  la  polaire  du  centre  C,  et  le  rapport  -^  rexceniricité. 
Ce  rapport  est  plus  pelít,  plus  grand  que  Tunité  ou  égal 

Pi    ^3  é  celle-ci ,  suivant 

que  le  point  0  est 
intérieur,extérieur 
au  cercle  C  ou  si- 
luésurcedcrníer, 
ce  que  nous  avons 
déjá  dit.  Le  cen- 
tre  0  du  cerclc 
donné,  qui  est  le 
foyer  de  la  coni- 
que,  prend  alors 
le  nom  d'origine,  la  droite  LNL',  la  polaire  du  centre  C, 
celui  de  directrice, 

6911.  Soit  un  pointquelconque  0  pris  pourorigine  dans 
le  plan  d'une  courbe  S  (fig.  294). 

Abaissons  de  cc  point  les  perpendiculaires  OT,  OT'  sur 
les  deux  tangentes  MT,  M'T'  aux  poinls  M,  M'  de  cette 
courbe. 

Si  Ton  prend  sur  OT  un  point  m  tel  que  lon  aít : 

OT  X  Ofn  =  r*    et    OT'  X  Om'  =  r*, 

les  deux  points  w,  m',  qui  sont  les  réciproques  de  T  etde 
T',  appartiendront  á  la  polaire  réciproque  de  S.  La  quantilé 
r^  est  évidemmcnt  une  constante  arbílraire  quelconque. 
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En  répétant  cetle  constrUctíon,  on  aura  autaiit  de  poínts 
Fig  t94.  qu'on  en  voudra  de  la  courbe 

réciproque  s  de  S,  par  rapport 
á  lorigine  0.  Tragons  les  tan- 
gentes  m/,  m't'  anx  poinís  w?, 
m',  correspondanls  de  M  otde 
M'.  Soit  1  leur  ínlerseclion,  ei  I 
le  point  de  rencontre  des  deux 
tangentes  MT,  M'T';  Tangle 
TIT',  compris  entre  deux  tan- 
gentes  á  S,  est  égal  a  Tangle 
mOm'  de  deux  rayons  vec- 
teurs  menés  de  rorigine  aux 
points  m,  m',  correspondant 
á  M  et  á  M':  ces  deux  angles 
ont  leurs  cótés  rcspectivement  perpendiculaires. 

L'angle  formé  par  une  langente  IT  el  par  la  corde  de  con- 

tact  MM'  est  égal  á  Tangle  sous  lequel  esl  vue,  du  foyer  0,  ia 

droite  im,  qui  joint  les  poinls  correspondanls  m  et i ;  langle 

IM'M  est  égal  á  Tangle  sous  lequel  est  vue  la  droile  m'i. 

.  Mais  IMM'=IM'M;  d'oíi  Ton  conclut 

mOi  =  m'Oi. 

ftl».  On  peut,  au  moyen  de  cetle  proposition,  transfor- 
mer  non-seulement  des  théorémes  de  position ,  mais  aussi 
des  théorémes  par  rapport  aux  grandeurs  des  lignes  et  des 

angles. 

i .  La  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  au  rayon 

qui  passe  par  le  poinl  de  contact, 

l'.  L'angle  sous  lequel  est  vue  du  foyer  la  droite  qui 
joint  un  point  d'une  conique  á  Vinterseclion  de  la  direc- 
irice  avec  la  tangente  en  ce  point,  est  un  angle  droit. 

II  faut  se  rappeler  que  la  directrice  de  la  conique  corres- 
pond  au  centre  du  cercle. 
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2.  La  ligne  qui  joint  le  póle  d'une  droite  au  centre  du 
cercle  est  perpendiculaire  á  cette  droile. 

2'.  La  droite,  qui  joint  á  un  point  l'intersection  de  la 
directrice  avec  lapolaire  de  ce  point,  est  vue  du  foyer  sous 
un  angle  droit. 

3.  La  droiie  qui  joint  un  point  au  centre  du  cercle  fait 
des  angles  égaux  avec  les  tangenies  nienées  au  cercle  par  ce 
poini, 

Z\  La  droite  quijoint  au  foyer  l'inlersection  d'une  corde 
avec  la  directrice  est  la  bissectríce  d^  l'angle  formé  par  les 
rayons  vecieurs  menés  du  foyer  aux  extrémiiés  de  la  corde. 

4.  Le  lieu  des  iniersections  des  iangenies  au  cerde  qui 
se  coupeni  sous  un  angle  donné  est  un  cercle  concentrique  au 
premier. 

i\  L'enveloppe  des  cordes  vues  du  foyer  d'une  cmique 
sous  un  angle  consiant  est  une  auire  conique,  ayant  avec  la 
premiére  une  direcirice  ei  un  foyer  communs. 

5.  L'enveloppe  des  cordes  de  coniact  des  tangenies  qui  st 
coupent  sous  un  angle  constant  est  un  cercle  concenttHque. 

5'.  Le  lieu  de  l'inierseciion  des  tangenles  dont  la  corde 
de  contaci  esi  vue  du  foyer  sous  un  angle  donné  est  une 
coniquey  ayant  avec  la  premiére  une  directríce  et  un  foyer 
communs. 

6.  Lorsque  par  un  poini  fixe  on  méne  des  tangentes  á 
une  série  de  cercles  conceniriqueSy  le  lieu  des  poinis  de  c^mt' 
'íact  est  un  cercle  qui  passe  par  le  poini  fixe  et  le  centre  det 
cercles. 

G'.  Si  une  droite  fixe  coupe  une  séríe  de  coniques  ayani 
une  directrice  ei  un  foyer  communs ,  l'enveloppe  des  tanr 
genies  aux  coniqt^s  menées  par  les  points  de  rencofUre  est 
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une  conique,  tangente  á  la  droite  fixe  et  á  la  directrice 
communc,  et  ayant  avec  les  coniques  proposées  un  foyer 
commun. 

Sí  Ton  suppose  la  droíte  fixe  á  rinfiní,  on  voit  que  r 
Uenveloppe  des    asymptotes   d'une  série  d'hyperboles 
ayanl  une  direclrice  et  un  foyer  communs  esl  une  parabole, 
tangente  á  la  directrice,  et  quiapour  foyer  le  foyer  commun. 

7.  Si,  par  un  point  d'nne  circonférence ,  on  méne  deux 
cordes  perpendiculaires,  la  droite  quijoint  leurs  extrémités 
passe  par  le  centre. 

T .  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  á  la 
parabole  est  la  directrice. 

8.  L'enveloppe  des  cordes  d'un  cercle  qui  sont  vues  sous 
un  angle  constant,  d'un  point  fixe  de  la  circonférence,  est  un 
cercle  concentríque. 

8'.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante, 
circonscrít  á  la  parabole,  est  une  conique  ayant  méme  foyer 
et  méme  directrice. 

9.  Le  lieu  des  sommets  des  tríangles  ayant  méme  base  et 
même  angle  opposé  á  celte  base  est  un  cercle  qui  passe  par 
les  extrémités  de  cette  base. 

9'.  Êtant  donnés  de  position  deux  cótés  d'un  tríangle 
et  l'angle  sous  lequel  le  troisiéme  est  vu  d'un  point  fixe,  ce 
troisiéme  cóté  enveloppe  une  conique  qui  a  pour  foycr  le 
point  fixe  et  qui  est  tangente  aux  deux  cótés  donnés. 

1 0.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscríts  á 
une  ellipse  ou  á  une  hyperbole  est  un  cercle. 

lO'.  Dans  une  conique,  l'enveloppe  de  la  corde  vue  sous 
un  angle  droit,  d'un  point  de  la  conique,  est  une  conique 
ayant  ce  point  pour  foyer. 
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»98.  L'équatíon  de  la  (angente  aux  courbes  du  dcuxiême 
degré  est : 

(2Cx -^  By  +  E)  X -f- (2Ay' -*- Bx' -^  D)  3f  Hr ly -i^  Kjt' -f- 2F=«. 

Les  coefficients  de  xei  de  y  sont  les  dérivées  de  Téqua- 
tion  générale 

Ay*  -+-  Bxy  -»-  Cx'  -^  Dy  -h  Ex  -i-  F  =  0, 

par  rapport  h  x'  ei  k  y'.  Si  lon  rend  celte  derniére  homo- 
gêne  en  y  changeant  x  et  y  en  j,  J,  on  aura  pour  Téqua- 
tion  trilinéaire  de  ces  courbes  : 

Ay»  -4-  Bxy  -I-  Cx*  -f-  byz  -f-  Exz  -f-  Fz*  =  0, 

et  réquatíon  de  la  tangente  pourra  se  mettre  sous  la 

forme  : 

dS  dS  dS 

S  =  0  représenlant  réqualion  précédenre,  et  ^, ,  ^,  ^ 
ëtant  lcs  dérivées  de  cette  ëquation  par  rapport  au  poínt 
de  contact  (x',  y',  z')  par  lequel  elle  passe. 

Soit  P  (x,  y)  =  0  réquation  d'une  courbc  algébrique,  et 
T  (^>  y)  =  0  cclle  de  la  courbe  direclrice.  La  tangente  á  la 
premiêre  courbe  au  point  (x',  y')  a  pour  équation 

xF;,.  -f-  yFý.  -4-  z¥',,  =  0 (c). 

Soienl  (X|,  y^y  z{)  lc  póle  de  cette  tangenle  par  rapport 
a  la  courbc  directrice;  il  viendra 

Les  deux  éqiiations  (c),  (d)  sont  identiques,  puisque  les 
deiix  droites  qu'elles  déterminent  sc  confondent;  d'oú  lon 
lire  : 

?'i         fifi        ?»i 
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La  courbe  passe  évidemment  par  le  point  de  eontact 
(x',  y');  ce  qui  fournit  réquation  : 

F(x',y'j==0 (2); 

Les  deuxéquations(l)  servironl,en  y  faisantje'=jz;,  =  l, 
é  trouver  les  valeurs  de  y'  et  de  x'. 

En  les  remplaQant  dans  (2),  on  aura  la  polaire  réciproque 
de  F  (x,  y)  =  0. 

599.  Prenons,  comme  Ta  fait  Chasles,  la  parabole  pour 
courbe  directrice,  et  pour  les  eoniques  réquation 

^•=  2px  -+-  qrx*. 

L'équation  de  la  tangente  á  ces  courbes  au  point  (x',  y') 
est 

px  px 

el  celle  de  la  polaire  du  point  (X|,  y^)  par  rapport  a  la 
parabole  t/*  =  2x  : 

—  y  — —  X=:  I. 

Xi  X| 

Ces  deux  équations  devant  ctre  identiques,  on  en  tire: 

px'  X,  px'  X| 

Si  ronremplacedansréqualion  delacourbcj/'^==2px'-^gx'* 
passant  par  le  point  de  contact  (x',  y'),  on  trouve  pour  la 
polairc  réeiproque  : 

,       2x,       ^xj 

P         P 

équation  qui  prouveque  lapolaire  réciproque  d'une  conique 
par  rapporl  á  la  paraboley  comme  direclrice,  est  une  conique. 
Sí  la  conique  proposée  est  une  hyperbole,  la  polaire  récí- 
proque  est  une  eliipse. 
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êSO.  Soient  F=0,  (p=0  les  équations  de  deux  eoni' 
ques.  La  eonique  qui  passe  par  les  quatre  points  d'intersec- 
tion  de  ces  deux  courbes  est,  comme  on  Ta  vu  : 

F-4-K?  =  0 0). 

Désignons  par  X| ,  y^  les  coordonnées  d'un  point  qucU 
conque  P  :  la  poiaire  de  ce  point,  par  rapport  aux 
courbes  (1),  est  : 

ou      a-iF;.  -♦-  iy,F;.  -4-  Zi¥',,  -+-  K  {Xif',,  -f-  y,^?;.  -4-  z,?;.)  =  0 ; 

cc  qui  prouve  que  toutes  les  polaires  du  point  P,  pnr  rap- 
poíH  á  toutes  les  coniques  F  -h  Ky  =  0,  passent  par  nn 
niétne  point  P',  intersection  des  deux  droites 

^TiK'  -H  HiK'  -*-  ^íP''  ==  0,    xiv;.  -♦-  y.í»;.  -+-  zrr,,  =  0, 

et  réciproquement :  toiites  les  polaires  de  P',  par  rapporl  á 
toutes  les  coniquesy  passent  par  P. 

Le  théorême  corrélatir  est  le  suivant :  Le  lieu  des  poles 
d'une  même  droite  p,  par  rapport  á  toutes  les  coniques 
inscrites  dans  un  quadrïlatére  donné,  est  une  droite. 

Lorsque  ladroitep  est  h  Tinfiní,  son  póle  est  le  centre 
de  la  courbe;  d'oú  il  suit  que  le  lieu  des  centres  descowifes 
du  S"'  degré  tangentes  á  quatre  droites  données  est  une 
droite,  laquelle  passe  par  les  milieux  des  trois  diagonales  du 
quadrilatére,  comme  on  Va  déjá  vu  (268). 

581.  La  théorie  des  polaires  réciproques  rourin't  uiie 
solution  bien  simple  du  probléme : 

Construire  un  cercle  tangent  á  trois  cercles  donnés 
C,  C',  C". 

On  a  vu  (458)  que  le  lieu  décrit  par  lc  centre  d'un  cercle 
mobíle,  langent  extéricurement  á  deux  cercles  donnés,  est 
une  hyperbole.  Les  polaíres  des  centres  des  cerclcs  tan- 
gcnts  á  C  ct  á  C',  par  rapport  au  ccrcle  C,  envcloppent  un 
autre  cercle  O  que  Ton  saít  construire;  de  méme»  les 
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polaires  des  eentres  des  coreles  tangents  á  G  et  á  CI\  par 
rapport  au  cercle  C,  enveloppent  un  cercle  O'. 

La  uingente  commune  á  ces  deux  cercles  0  et  0'>  par 
rapport  au  eercle  G,  aura  pour  póle  le  centre  du  cercle 
tangent  aux  troís  cercles  donnés  G,  C^  G\ 

589.  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par  rapport  á 
trois  coniques  C,  C',  G'^  sont  concourantes  est  une  courbe 
du  3"*°  degré  qu'on  appelle  le  Jacobien  des  trois  coniques. 

On  a  vu  (266)  que  la  polaire  du  point  M,  dont  les  coor- 
données  sont  X/i,  y^,  z^,  par  rapport  á  la  conique 

C  . . .  Ay"  -f-  Ba:y  -*-  Cx*  -*-  Dyz  -*-  Exz  -»-  Fz'  «=  0 
esl 


(2Cx, -+- Byj -♦- E)  X -h  (2  Ay, -+- Bx, -f- D)  y -h  (2F« -*- Ex -h  Dy)  z = 0. 

Ën  représentant  par  D|,  D^,  D^  les  eoefficients  de  x,  y, 

"    ic     ~ 

5^ 


z,  qui  sont  les  dérivées  i^»  "a;»  d«  ^^  '®  conique,  on  a  les 


trois  equations  : 


C  ...  D,x  -♦-  Di^  -f-  P,z  =  0. 
C'  . . .  d;x  -4-  D^y  -+-  d;z  =0. 
C"  . . .  D;'x  -h  D'iy  -*-  D'iz  =  0. 


(2), 
(3), 


dont  le  déterminant 


D. 

D,    D» 

d; 

d;  d; 

D.' 

d;  i^ 

est  connu,  d'une  maniëre  générale,  sous  le  nom  du  Jacobien. 
On  obtíent  pour  Téquation  du  líeu 

d;  (d,d;  -  d^d;)  -♦.  d;(d;Di-d,d;)-^d;'(d,d;-d,d;)=o, 

quí  est  du  3*^**  degré. 


40 
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CHAPITRE  XXVIII. 


C^MIQIJES    RAPPOBTKBS    AWJJL    MTÉ«    D'Vli    TBIAXCU 

AUT9POLAIBB. 

&8S.  Soient  un  tríangle  quelconque  ABC  e(  un  ecrcle 
pj    ^^  donné,  dc  graudeur  ei 

de  position,  dans  ie  plan 
de  ce  triangle.  Sí  nous 
construisons  les  polai- 
res  BT/,  AT/,  A'B'  des 
points  A,  B,  C,  on  ob- 
tiendra  un  second  trian- 
gle  A'BT'  dont  les  som- 
mels  A',  B',  C'  seront  respectivoment  les  póles  dcs  cóiés 
BC,  AC,  AB.  Ce  second  triangle  A'BT'  se  nomme  le 
polaire  du  triangle  ABC. 

Lorsque  les  polaires  des  trois  sommets  A,  B,  C  som 
respectivcment  les  cótés  opposés  BG,  CA,  AB ,  le  triangle 
A'BT/  se  confond  avec  ABC,  qui  prend  alors  le  nom  de 
triangle  autopolaire:  dans  ce  cas.  le  triangle  ABC  est  lui- 
méme  son  polaire. 

694.  Les  droites  kk\  BB',  CC'  quijoignent  le$  samniets 

d'un  triangleáceux  desonpolaireypassentparun  mémepoint. 

Soient  x',  y',  x'\  y\  x'",  y"\  les  trois  sommets  A,  B,  C. 

Les  polaires  des  points  B  (x",  y")  ct  C  (x'",  y'")  sonl 

respeclivement  : 


XX 


'f 


yy 


if 


R\    xx'" -H  yy'"  =  R«. 


La  droite  AA',  qui  passe  par  lc  point  de  rencontre  dv 
ces  deux  droiles  et  par  A  (x',  y'),  a  pour  équation 

(x'x'"  -+-  y'y'"  —  R»)  (xx"  -♦-  yy"  —  R») 
«  (x'x"  .*-  y'y"  —  R«)  (xx'"  -♦-  yy'"  —  R'). 
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L  equation  de  BB'  est 

{x'x"  ^  y'y"  —  R*)  (xx'"  ^  yy'"  —  R*) 
=  (x"x'"  -♦-  y'Y'  —  R«)  (xx'  ^  yy'  —  R«); 

on  irouve  pour  eelle  de  CC  : 

(x"x"'  +  y'Y'  —  H»)  (xx'  -H  yy'  —  R*) 
=  (x'x'"  -4-  y'y'"  —  R*)  (xx"  -♦-  yy"  —  R«). 

On  voitque  ees  trois  droítes  se  eoupent  en  un  méme  point. 

M&.  Deux  coniques  ont  toujours  un  tríangle  autO' 
polaire  commun. 

A,  B,  C,D  étant  les  quatre  points  d'intersection  réels  ou 
ímaginaircs  des  deux  coniques,  on  pourra  toujours  tracer 
le  triangle  MNP,  formé  par  les  points  de  rencontre  des  trois 
couples  de  droites  qui  unissent  les  points  d'íntersection. 

Ce  triangle  est  autopolaire  par  rapport  á  chacune  de  ces 
coniques,  comme  on  la  vu  (257);  lorsque Ics  points  A,  B, 
C,  D  sont  imaginaires,  le  (riangle  MNP  peut  néanmoins 
<^tre  conslruit. 

En  eíTet,  la  droite  qui  joint  les  points  : 

x  =  a^a' l/—  1,     y^b-^b'  V—  i, 

x  =  a'-'á  V~^,     y  =  b  —  b'  l/^, 

est  réelle  et  a  pour  équation  : 

6' 

y  —  6  =  —  (x  —  a). 

a 

On  trouvera,  de  méme,  pour  la  droiie  réellc  qui  joint  les 
(leux  autres  points  imaginaires, 

X  =  a  -H  a'  l/^,       y  =  p  -4-  j3'  »/^T, 

a  =  «  —  a'  i/~\ ,     y  =  p  —  P' V/^^, 
l'équation  :  ^  —  p  =  L.  (x  —  a). 

a' 


628  SECONDE    PAP.TIE. 

II  y  a  donc  dcux  cordcs  communcs  réclles  el  qualre 
cordes  imaginaircs,  dont  les  équalions  sonl  de  la  forme  : 

Ces  quatrc  droiles  se  coupent  aux  deux  poinls  réels 
(Q,  R),  (Q',  R'),  et  les  sommets  du  friangle  autopolaire 
MNP  son(  réels  et  déterminés  de  posilion  :  ainsi,  deux  coni- 
qucs  ont  toujours  un  triangle  autopolaire  commun. 

Si  nous  désignons  par  <x,  |3,  ^,  les  trois  cótés  dc  ce  triangle, 
lcs  dcux  coniques  auront  pour  óquations  : 

Si  deux  points  d'intersection  sont  récls  et  deux  imagi- 
naires,  il  n'y  a  plus  que  deux  cordes  réclles  et  quatre  ima- 
ginaires ;  le  triangle  autopolaire  a  deux  de  ses  sommels 
imaginaires  et  un  seul  réel. 

&9e.  Comme  application ,  soit  k  résoudre  le  probléme 
suivant : 

Un  triangle  esl  tangent  á  la  conique  x*  -f-  y*  =  2*.  Deux 
de'  ses  sommets  glissent  sur  la  conique  ax*  h-  by^  =  cz*. 
Chercher  le  lieu  décrit  par  le  3"*  sommet. 

Les  cótés  a  et  y  éiant  tangents  á  la  conique  x*-h  y^=r*. 
on  a,  pour  détermíner  les  coordonnées  du  point  d'íntersec- 
lion  de  ces  deux  tangentes,  les  deux  équations  : 

X  cos  a  *4-  y  sin  a  =  I ,     x  cos  y  -^  yúny  =  í; 

d  oíi  Ton  tire  : 

008  i  (a  -4-  r)              sin  1  (a  -♦-  r) 
x  = ) -.     y  — -• 

COS  í  (a  —  y)  008  i  (ol  —  y) 

Cesvaleursélantsubstituéesdansrcquation(ix^-+-6j^^=Cj;^ 
on  obiient : 

acos'i  (a  -H  y)  -4-  6sin*i  (a  -4-  r)  =  CC0S*4  (a  —  y); 

en  remplacant  les  arcs  simples  pnrles  arcs doubles, íi  vient: 
a-4-6 — c-4-  (a — 6  — c)cosaco8r-*-(6 — a — c)8in«8tnr=0. 
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On  aiira  dc  méme  : 

«  -f-6 — c-t-  (a — 6  — c)cospco8r -♦-(6  —  c — a}sin|3sinr  =0. 

En   éliminant  successivement  sin  '^  et  cos  y  entre  ces 
(leux  équalions ,  on  trouve  : 

(a  -+-  6  —  c)  cos  i  (a  -t-  P)=(6  -i-  c  —  a)cos  i  (a  —  p)  cos  r» 
(a-f-  6  —  c)sin  i  (a  -4-*p)=(a  -f-c  —  6)cosí  (a  — p)sinr; 

et,  puisque  les  coordonnccs  du  lieu  sont  : 

COS  i  (a  -f-  13),       sin  í  (a  4-  p),       COS  i  (a  —  ^) , 

on  obtiendra  pour  réquation  de  cc  dernicr,  en  ajoutant  les 
équations  préccdentes  aprés  les  avoír  élevécs  au  carrc  : 

X*  y'  z^ 


((,.,.  c—af       (a-HC-6)*       (a -+- 6  — c)* 

On  trouvera,  de  la  méme  maniére,  le  lieu  décrit  par  Ten- 
veloppe  du  cóté  d'un  (riangle  inscrit  dans  la  coníque 
jpá  -f_  yt—^%^  Qi  doni  cleux  cótés  soni  tangents  á  la  courbe 

ax'  -h  6y*  =  CJ3*. 

On  a  pour  renveloppe  : 

{a6  -+-  ac  —  6c)'jc*  -♦-  (a6  -♦-  6c  —  €Lcfy^  =  (6c  -4-  ac  —  a6)V. 

ft87.  Proposons-nous  de  rechercher  les  propriétés  de 
la  conique  a^ct^  -i-  6^(3*  =  c2y^,  rapportée  6  son  triangle 
autopolairc  a,  ^,  y,  On  peut  donner  á  cette  équation  les 
diÍTérentes  formes  : 

(cy  H-  6p)  (cy  —  6p)  =  oV,      {cy  -♦-  aa)  [cy  —  aa)  =  6*;5*, 


[aa  -+-  6pV/-  I)  (aa  —  601/—  1)  =  cV*. 

La  premiére  prouve  quc  Ics  deux  droites  cy  -h  6^, 
ry  —  6p ,  qui  se  coupent  en  ((3,  y),  sont  tangentes  á  cette 
eoniquc  :  ct  est  la  corde  de  conlact  dont  ((3,  y)  est  le  póle: 
La  deuxiéme  cquation  fait  voir  que  les  deux  droites 
cy-^aoLyCy — aa  sont  aussi  langentes  á  cette  courbe,  et  que 
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(3  est  la  corde  de  contact  donl  (a,  y)  est  le  póle.  (a,  p)  est 
le  póle  de  y ,  comme  rindiquent  d  ailleurs  les  deux  lan- 
gentes  imaginaires 

aoL  -¥-  6p  l/—  i  ,      aa  —  6|3  V/—  1  ; 

celles-ci  se  coupent  en  un  poinl  réei  (a,  p),  póle  de  la 
corde  de  conlact  y. 

Si  nous  posons,  comme  précédemment, 

dascrcos»,     6p=scrsin«, 

il  vicndra  pour  lëquation  de  la  sccantc  qui  joint  deux 
points  0),  (ú' : 

aa  cosi  (w  -♦-  oí')  ■+■  hp  sin  i  («  -4-  «')  =  cr  cos  4  (»  —  «'). 

Si  Ton  fait  00'==  u,  on  aura  pour  réquation  de  la  tan- 

gente  : 

tía  cos  w  -»-  6p  sin  fi)  =  cy. 

Celte  équation  dcvienl,  en  éliminant  cos  gj  et  sin  (o  et  en 
désignant  le  point  de  contact  par  (a',  |3',  /) : 

a'aa'  -4-  6»pp'  =  c\r\ 

il  est  évident  que,  si  la  conique  a  pour  équation  : 

aa*  -*-  6p'  ■+-  cr *  ==s  0 , 
sa  tangente  est 

aaa'  -♦-  6j3|5'  -»-  crY'=  0. 

Cette  équation  est  aussi  la  polaire  du  point  (a',  P',  /). 

589.  waa-^  nP-H/)y=0  étant  Téquation  d'une  droite 
quelconque,  lcs  conditions  pour  que  cette  droite  soit  iden- 
tique  avec  la  polaire  du  point  (a  ,  |3',  /)  sont : 

m  =  aa',    n  =  6p',    p  =  cr'; 

ce  qui  donne  pour  les  coordonnées  du  póle  de  ceite  droite: 


m       n       p 
a       b       c 
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Sí  ron'substitue  ces  valeurs  dans  réquation 

aa*  -f-  6(3' -♦-  cy'=0, 


on  obtient  : 


tw'       n'      p* 
a         0        c 


équation  exprimant  la  condition  voulue  pour  quc  la  droite 
ma  -h  nP  H-  p7=0  soit  tangente  á  la  courbe 

a«'-+-  6p'  -4-  cý*  =  0; 

ce  qu'il  esl  facile  de  prouver  directement  en  prenant  la 
valeur  de  ~  dans  Téquation  de  la  droite,  et  en  la  substituant 
dans  celle  de  la  courbe,  puis  en  exprimant  que  les  deux 
racines  de  *  sont  égales. 

D'aprés  la  condition  de  tangence  ci-dessus  expriméc,  il 
esi évidenl  que  les  quatre  droites  Tnadtn^-±py  =  0  lou- 
chent  la  conique;  alors,  les  troís  diagonales  du  quadri- 
latére  fornié  par  ces  quatrcs  droites  donnent  le  triangle 
autopolaire,  c'est-^-dire,  le  triangle  de  référence. 

5M.  Trouver  le  lieu  du  póle  d'une  droite iJJx-^-y^-^Tty^O 
par  rapport  aux  coniques  tangentes  á  quatre  droites  don- 
nées  ma  d=  n(3  dt  py  =  0. 

Pour  que  ces  coniques  soient  tangentesá  ces  droites,  on 
a  la  condition 


Mais 


m'      n'      p* 
_  ^  -.  -^  íl  =  0. 
a        0        c 


a  =  ~9     6=-,     c='-; 


ce  qui  donne  pour  lc  lieu  cherché  : 

m'a       n*p       pV 


0. 


Cette  derniére  équation  fait  connaitre  immédiatement 
le  lieu  des  centres  des  eourbes  du  2"**'  degré  tangentes  á 
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quatre  droítes  données.  II  suffit,  á  cette  fin,  de  prendre 
pour  droite 

a  8Ín  A  -f-  p  sin  B  +  r  sin  C  ss  0, 

qui  est  située  á  rinfini,  et  dont  le  pdle  est  le  cenire  de  la 
courbe;  ce  qui  donne  pour  le  lieu  : 

m'a         n'p        pV 


sÍD  A       sin  B      sin  C 


0. 


61IO.  ConsidéronSy  conime  cas  particulier  de  réquation 
généralc  des  coniques  rapporiées  á  leur  triangle  autopo- 
laire,  réquation  x^  -f-  y«  =  c-y*.  Comme  on  le  verra  (612), 
le  foyer  de  cetle  conique  se  trouve  á  lorigine,  et  y  est 
I  cquation  de  la  directrice  de  cette  conique,  c  rcprésentant 
rexcentricité. 

De  réquatíon  précédente,  on  tire  : 

(cr  -*- a:)  (cr  —  x)  =  y' ; 

ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  cy-4-x,  cy  —  x,  partant 
du  point  (7,  x) ,  sont  tangentes  á  la  courbe. 

Mt.  Si  Ton  pose,  comme  précédeinment,  x=cyco%(A, 
y  =  cy  sin  (ú,  il  vient : 

-  =  tg«; 

X 

(ú  est  Tangle  que  le  rayon  vccteur,  partant  du  foyer,  fait  avec 
laxe  des  x. 

II  s'ensuil  que  la  corde  passant  par  u  eto)'  a  pour  éqiia- 
tion 

x  cos  i  (»'  -f-  «)  -♦-  y  sin  í  (w'  -4-  «)  =  <jy  cos  i  («'  —  w). 

Si  la  corde  qui  joint  les  dcux  poínts  (ú',  (ú  est  vue  du  foyer 
sous  un  angle  constant,  la  quantité  cd' —  go  reste  constante; 
alors ,  la  corde 

X  cos  i{o  -*-  a)  4-  y  sin  i  (»'  -♦-  o)  =  cy  cos  i  (»'  —  u) 
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est  (oujours  tangente  á  la  conique 

X*  ^  y*  =  c*<y*  COs'i  (w'  —  «), 

celle-ci  ayant  le  méme  foyer  et  la  méme  directríce  que  la 
coníque  proposée. 

Ainsi,  toute  cordCy  vue  du  foyer  d'une  conique  sous  un 
angle  conslant,  enveloppe  une  coniqtíe. 

699.  Les  équations  des  tangentes  aux  points  cú  et  &>' 
sont 

X  cos  «  -4-  y  sin  w  =  cy,     x  cos  «'  -+-  y  sin  «'  =  cy ; 

cn  les  retranchant  on  obtiendra  I  equation  de  la  droite 
quí  joint  leur  point  de  renconlre  au  foyer,  c'est-á-dire, 

ce  quí  prouve  que  la  droi(e  qui  unit  le  foyer  d*une  conique 
anx  points  de  reneontre  de  deux  tangentes  est  bissectríce 
de  langle  formé  par  lcs  deux  rayons  vecteurs  menés  aux 
points  de  contact. 

La  corde  de  conlact  de  deux  points  (ú,  (ú'  ctant 

X  cos  i  (w'  H-  w)  •+-  y  sin  J  («'-+-»)  =  cr  cos  i  («'  —  «), 

il  esl  évident  que  réquation  de  la  droite,  qui  joint  le  poirit 
de  rencontre  de  la  directríce  ct  de  celle  corde  au  foyer,  est 

X  cos  4  («'-*-")■*-  y  sin  i  («'  -♦-  «)  =  0; 

cc  qui  prouve  que  cette  droite  est  perpendiculaire  á  la  bis- 
sectrice  précitée. 

Les  deux  tangentes,  menées  d'un  point  quelconque  de 
la  direclrice  de  la  parabole  a  ceite  courbe,  se  coupent  á 
angle  droit,  puisque  les  deux  tangentes  cy-+-x,cr/  —  x 
deviennent,  lorsque  c  =  i  :y  -^  x^y  —  x. 
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CHAPITRE  XXIX. 

■llTAmiAliTS. 

6M.  Soíeni 

S  =  ay*  -h  26xy  -♦-  rx*  -+-  ^y  -+-  2ex  -i-  f=  0, 
S'  =  a'y»  -H  26'xy  -♦-  c'x'  -i-  2d'y  -*-  2e'x  -+-/"'=  0, 

les  équatíons  de  deux  eoníques. 

On  a  vu  (325)  que  S-h  KS'=0  représente  la  eoniquc 
passant  par  les  quaire  |K)ints  d*intersection  réels  ou  ímagi- 
naires  des  deux  premiéres;  puisque  K  est  une  eonstante 
arbitraíre,  on  peut  évidemment  faire  passer  par  les  quatre 
points  autant  de  coniques  qu*on  veut.  On  saitá  quelles  con- 
ditíons  chaeune  de  ces  coniqucs  représente  le  sysléme  de 
deux  droites  (197). 

Sí  A  et  A'  sont  leurs  discriminants,  on  doit  avoir  A=0, 

A'  =0;  on  peut  alors  se  proposer  de  rechercher  á  quelies 

conditions  la  conique  S+  KS'  =  0  représenfera  aussi  le 

systéme  d'une  ou  plusieurs  couples  de  droites.  II  est  évi- 

dent  que  Fon  doit  clianger,  dans  le  discrímínant  A,  les  coer- 

ficients  a,  6,  c...  en  a-hKa',  6-HKft'....,  etc....;  ce  qui 

donne  pour  le  discriminant  de  la  conique  S-h  KS'  =0, 

réquatíon 

aK»  -^  eK*  -4-  e'K  -^  A'=  0, 

dans  laquelle 

A  =  acf  -^  26de  —  ae»  —  cd*  —  /6*,     a'  =  a'c'f 


•••t 


rfá  dd ,  ,      dA' 

e  =  — a'-4----6H — ,     e=— —  a-f-«-- 
da  db  da 

Les  valcurs  dc  K,  qui  satisfont  á  I  equation  précédentc, 
substituécs  dans  Féquation  S  -h  KS' =0,  transforment  cettc 
coniquc  en  unsystéme  de  dcux  droiles. 
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II  est  évident  que  les  poinls  d'intersection  des  dcux 
coniques  S=0,  S'==0  dcpendenl  seulemenl  de  la  nature 
des  deux  courbes,  de  leurs  positions  respectives  et  de  leurs 
dimensions;  ces  points  ne  peuvent  jamais  dépendre  de  ia 
position  des  axes  coordonnés  auxquels  ces  coniques  sont 
rapportées;  de  sorte  que,  si  par  une  transformalion  d'axes, 
les  équations  de  ces  courbes  deviennent  Sj  =  0,  Si  =  0, 
réquation  Sj  -4-KS'|  =  0  scra  telle  que  le  coefficient  de  K, 
correspondant  au  casoú  cctte  quantité  représente  des  lignes 
droites,  cst  tout  á  fait  indépendant  du  choix  des  axes, 
puisque  K  reste  alors  constant. 

Le  rapport  des  deux  coefficients  de  K  dans  lëquation 

aK»^  flK*-*-e'K-f-  a'=:0 

• 

doit  donc  étrc  invariable  :  c'est  pourquoi  lon  a  donné  aux 
quantités  A,  0,  9',  A'  le  nom  d'invariants, 

D'ailieurs,  dans  le  calcul  de  la  transformation  des  axes, 
les  coordoimces  d\m  point  (x,  y,  z)  de  la  courbc  sonl  rem- 
placées  par  />x-h  qy-^rz,  p'x  -^ q'y-t  r'z,  p'x-hq"y-hr"z, 
et  les  coefficients  A,  6,6',  A',  par  rapport  aux  nouveaux 
axes,  dérivent  des  mémes  quantités  relntives  aux  anciens, 
en  les  multipliant  par  des  quantités  constantcs.  II  s*ensuit 
que,  si  Ton  tpouvc  pour  deux  coniques,  ramenées  h  Icur 
forme  la  plus  simple,  une  relation  entre  A,  6,  6',  A',  cetie 
relation  siibsistera  encore  pour  ces  courbcs  ramenées  a  des 
axes  quelconques. 

594.  On  nomme,en  f^énérfk\ ^invariant  toute  fonction  des 
coefficients  d'unc  forme  telle  que,  si  Ton  fíTectue  dans  la 
forme  une  substilution  linéairc,  la  fonction  semblable  des 
coefficients  de  la  transformée  soit  égale  á  la  fonclion  pri- 
mitive  muitipliée  par  unepuissancc  du  module  de  la  trans- 
formation,  c'est-á-dire  que  Ton  ait : 

f{a',  6',  c'. ..)  =  A'p  (a,  6,c...), 
A''  étant  le  module  de  la  transformation. 
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Le  discriminant  de  ax*  -i-  %xy  -^-cy^  est  ac  — 6*. 
Si  lon  y  remplace  x  par  Ix-^my  el  y  par  Vx -*-  m'y,  il 
víendra  pour  la  transformée  : 

(aP-^  2//«'  4-  cí'»)  x'  +  2  [a/m  -4-  6  (/m'  -^  /'m)  -4-  cVm*']  xy 

-4-  (am'  •♦-  26mm'  -*-  cm'^)  y'; 

et,  en  désignant  par  a',  26',  c',  lcs  coefficienls  de  celle-ci, 

il  vient : 

a'x^  -¥•  26'xy  -+-  c'y* 

dont  le  discriminant  est  a'c'  —  6'*.  On  peut  aisément  véri- 
(ier  que  a'c' — 6'*  =  (ac  —  6^)  (/m' — /'m)^;  ce  quí  signifíe 
quc  le  discriminant  de  la  tranformée  est  égal  á  celui  de 
la  forme  primitive  multiplíé  par  le  carré  du  déterminant 
(/m'  — /'m)  :  ce  dernier  est,  dans  ce  cas,  le  module  de  la 
transformation. 

La  recherche  des  invariants  pour  deux  coniques  quel- 
conqucs  S,  S'  nc  présentc  aucune  difficuhé:  c'est  pourquoi 
nous  ne  nous  y  arréterons  pas. 

5M.  II  est  facile,  d'aprés  Téquation 

AK»-*-eK«-4-e'K-f-  a'  =  0, 

d'exprimer  entre  les  invarianls  des  deux  coniques  8=0, 
S'  =  0,  la  condition  de  tangence  de  ces  deux  courbes. 

Pour  que  les  deux  coniques  soient  tangentos,  deux  des 
quatre  points  d'inxerscction  doivent  se  réunir  en  un  seul; 
réquation  précédcnle,  qui  lcs  représente  lous  deux,  devra 
donc  avoir  alors  deux  racines  égales,  ee  qui  réduira  á 
deux  les  trois  couples  de  deux  droites. 

Si  lon  recherche  entre  cette  équation  et  sa  dérivée,  par 
rapport  á  K,  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve 
par  élimination : 

(M'  —  9^A')»=  4  (e'—  5Ae')  (e'*—  Sa's), 
qui  est  la  condition  de  tangence  des  deux  courbes. 
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6M.  Appliquons  cette  méthode  aux  deux  cercles 

X*  ^-  y«  =  r«,      (X  ^  «)•  ^  (y  -  p)'=  r'\ 
On  a  pour  les  ínvariants  : 

A  =  —  r*,     fl  =  a'  ^  p*—  2r*  —  r", 
6'  =  a« -4-  p*—  r»—  2r'*,     a'  =  —  r"; 
ce  qui  donne  réquatíon 
r*K'-^  (2r*-4-  r"—  D«) K' -f-  (2r'* -^  r«— D*)K  -*-  r'»=0, 

D  étant  la  distance  des  centres  des  deux  cercles. 

Cette  équation  admet  évidemment  pour  K  la  racine 
K  =  —  1,  puisque  les  deux  cercles  S —  S'=  0  se  coupent 
suivant  deux  droites,  dont  une  réelle  et  la  seconde  á  Tin- 
fini. 

En  divisant  Téquation  précédente  par  K  +  1 ,  on  obtient : 

r»K' -f-  (r*  -f-  r'*—  D«)  K  -».  r'*=  0; 

pour  que  les  deux  racines  soient  égales ,  c*est-á-dire  pour 
que  les  deux  cercles  soient  tangents,  il  vicnt : 

r»-t-  r^*  —  D' =  db  2rr' ; 

d'oú  D=r±:r',  comme  on  le  démontre  en  Géométrie. 
691f.  Soit  á  trouver  les  invariants  de  la  conique 

S      OU       ?-H--r=i 

6        a' 
et  du  cercle 

S'    ou    (x  — a)«H-(y  — p)'  =  R*. 

On  aura  : 

aV  aWL         P  J' 

a*       fi"  /1        \\ 

A'  =  —  R». 
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6M.  Cherchons  les  valeurs  de  6  et  de  9' ,  lorsque  h 
conique  S'  représente  deux  droiles.  On  oblient  évídemmeoi 
alors  : 

A'  =  0. 

Conime  les  ínvaríants  sont  indépendants  des  axes  coor- 
donnës,  on  peut  prendre  pour  ces  deux  droítes  x==0, 
,/  =  0. 

Pour  obtenir  le  discriminant  de  S-^kxy,  il  estévidenl 
qu1l  faut  changer,  dans  A,  le  coeíBcient  b  de  xy  en  b-h  k; 
ce  qui  donne  directement 

A  -H  2  (rfc  —  6/*)  it  —  fk^  =  0. 

Si  /*=0,  la  conique  S  passe  par  le  point  de  rencontre 
des  deux  droites,  ct  si  de —  bf=Oj  celles-ci  sont  conjuguées 
par  rapport  á  S. 

De  1  equalion 

A  -+-  oK  +  fi'K*  =  0, 
on  lire  : 

pour  exprimer  quc  Tune  des  droites  de  S'  est  tangente 
á  S. 

Aiusi,  lorsquc  S'  représente  dcux  droites,  A'=Oy  réqua- 
lion  6'  =  0  indique  que  ces  deux  droites  se  coupent  sur  S, 
ct  0=0  signiíie  que  ces  droites  sont  conjuguées  par  rap- 
port  á  S. 

dM.  Comnic  application  dc  ce  qui  précéde,  proposons- 
nous  dc  rcsoudre  le  probléme  suivant : 

Déterminer  les  cinq  arbitraires  l^,  Ij,  ...1»,  de  sorle  qu'on 

ait 

/jS,  -♦-  /»S,  -+-..-♦-  /,S,  =  L*  =  MN , 

S|,  Sj, ...  S5  représentant  les  équations  des  cinq  coniques. 
Les  droites  M,  N  sont  langcnies  a  une  conique  E;  les 
droiies  sonl  coujuguées  par  rapport  á  celle-ci. 
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II  s  agit»  pour  obtenir  renvcloppe  Ë^  de  déterminer  ies 
coeflicients  A,  B,  C  ...  etc,  dc  réqualion  tangentielle 

A  cette  fln,  on  pcut  égaler  á  zéro  les  invaríants  de  cha- 
cune  des  cinq  coniques  S^,  S^...,  comme  aussi  ceux  de 
renveloppe  E;  cequi  donnera,en  désignant  par  ai,  6^,C| ..., 
^29  b^,  c^...,eic.,  les  coeílicients  des  paramétres  variables 
de  ces  coniques,  les  cinq  équations  : 

Aa,  H-  B6i  H-  Cci  -f-  2F/;  h-  20^,  -4-  2H/i,  =  0 , 
Aíïa-f-  •  ••  etc, 

et,  en  multipliant  par  les  cinq  arbitraires  /|,  l^)  etc...  : 

A  (/,ai  -+-  Uttf . . .)  -f-  B  (/i6|  -♦-  /i6, ...)...  =5  0. 

Les  cínq  premicres  équalions  serviront  a  déterminer 
les  coeíïicienls  de  Tëquation  de  renveloppe;  la  derniére 
exprime  que  rinvariant  du  systcme  est  aussi  nul. 

MO.  1"  Soicnt  deux  coniques 

S  =  ax'  -+-  6y*  -+-  cz\    S'  =  ^h'xij  -t-  2g'xz  -4-  ^f'yz. 

Puisque  Ics  coeflicients  /*,  </,  h  de  la  premiére  sonl  nuls, 
rinvariantG  se  réduit  á 

e  =  6ca'  -♦-  ac6'  -*-  a6c' ; 
et,  comme  a',  b',  c\  sont  nuls  dans  la  conique  S',  il  vienl : 

fi  =  0. 

Mais  la  conique  S  est  rapportée  á  son  triangle  auiopo- 
laire  xj/z,  et  la  conique  S'  passe  évidemment  par  les  trois 
somméts  de  ce  triangle. 

.  2*  Soient  les  deux  coniques 

S=  ax*-t-  b%ý  -*-  cz'-i-  2/V/z  -+-  2jxz  -h  2Axy  =  0, 

S'  =  a'x*  -4-  6'i/'  -*-  c'z'. 


640  SECONDE    PARTIE. 

On  obtient  : 

e  =  {6c  —  r)  o'  -*-  («c  —  flf*)6'  -+-  (ab  —  A«) c'. 

6  ne  peut  devenir  nul,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
a\ b\  c\  a  moíns  que  lon  n'ait 

bc  =  í^y  .  ac  =  jf',     ab  =  h*; 

alors,  il  vient  : 

S  =  ax*  -f-  6y'  -H  cz'  -H  2  \/6c  yz-^'l  V^ac  xz  -i- 2  l^a6  xy  =  0, 

c'est-á-dire  que  le  tríangle  x^z  est  circonscritá  S :  dansces 
deux  cas,  Tinvariant  9=0. 

On  peut  donc  dire : 

i^  Que  rinvariant  0  est  égal  á  zéroy  lorsque  le  triangU 
inscrit  dans  S'  est  autopolaire  par  rapport  á  S. 

2®  Que  Q=Oylorsque  le  Iriangle  circonscrit  á  S  estauUh 
polaire  par  rapport  á  S'. 

Ce que  lon  vient  de  prouver pour  0=0,  peut se  prouver 
de  la  mérae  maniére  pour  6'=0. 

Ainsi,  6'  =  0  índique  que  lon  peut  inscrire  dans  S un 
triangle  autopolaire  par  rapport  á  S',  et  círconscrire  k  S' 
un  triangle  autopolaire  par  rapport  á  S. 

e09.  Théorême  I.  Si  deux  triangles  sont  autopolaires 
par  rapport  á  une  méme  conique,  les  six  sommets  de  ces 
deux  triangles  appartiennent  á  une  conique,  et  les  six  cótés 
de  ces  deux  triangles  sont  tangents  á  une  autre  conique. 

Soient  ABG,  A'B'G',  les  deux  triangles,  autopolaires  par 
rapport  á  la  coníque  G. 

Par  les  trois  sommets  A,  B,  G  du  premier  triangle  et  par 
deux  sommets  du  second,  pris  pour  triangle  de  référence, 
on  pourra  toujours  faire  passer  une  conique  eniiéremcnt 
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détermínée;  comme  cette  courbe  est  círconscrite  au  trian- 
gie  ABC,  on  obtient : 

Mais  cette  conique  passe  par  deux  sommets  du  triangle 
de  référence  A'B'C'.  On  a  aussi : 

0  =  0,    6  =  0,    etparsuite,    c  =  0, 

o*est-á-dirc  que  la  courbe  passe  par  le  sixiêmc  sommet. 

On  sait  déterminer  une  conique  tangente  á  cinq  droites 
données,  les  trois  cótés  du  triangle  ABC  et  deux  cótés  du 
triangle  de  référence  A'B'C';  puisque  cette  conique  est 
inscrite  dans  le  triangle  de  référence,  il  vient : 

e  =  (6c  —  n  o'  H-  {ac  —  3«)  6'  -4-  (ab  —  A')  c'=  0. 

Comme  on  a  déjá  : 

6c  =  /*',    ac  =  g\    on  en  tire  :    a6  =  A' ; 

donc,  la  conique  est  tangente  aux  six  cótés  des  deux  trian- 
gles. 

•OS.  Théorême  II.  Le  carré  de  la  tangente,  menée  du 
centre  d'une  conique  au  cercle  circonscrit  á  un  triangle 
autopolaire,  est  constant  et  egal  o  a^  -!-  b*. 

Dans  ce  eas,  rinvariant  6  est  nul.  On  trouve : 

0  =  _[««+  p*-  r«—  o'—  6']  =  0; 

d'oú  a*-f.p'-r«=o«-+-6», 

4I04.  Théorême  III.  Le  centre  du  cercle  inscrit  dans  un 
triangle  autopolaire  par  rapport  á  une  hyperbole  équilatére 
est  situé  sur  la  courbe. 

Onobticnt:  e'  =  0, 

puisque  Ic  triangle,  qui  est  autopolaire  par  rapport  é  Thy- 
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perbole  équilatére,  est  circonserit  au  cercle.  Comme  Tinva- 
riant  6'  d'une  eonique  ^-»-|i  —  1=0  et  d'un  cercle 

(x— a)«  +  (y—  P)2=r«  est : 

il  su&it  d'introduire  dans  cette  équation  la  condition 
6*  =  —  a' ;  d'oú 

p'  — a'=  — a*; 

ce  qui  prouve  que  le  centre  du  cercle  est  situé  sur  rbyper- 
bole. 

Mft.  Problêmb  I.  Un  triangle  est  circonscrit  á  une 
conique;  le  rectangle  des  segments  qiie  cette  courbe  déter- 
mine  sur  une  hauteur  est  égal  á  K^,  K  étant  constanl.  On 
demande  le  lieu  décrit  par  lepoint  de  concours  des  hauteurs 
de  ce  triangle  mobile. 

Un  triangle  autopolaire  par  rapport  á  un  cercle  esl  cir- 
conscrit  a  la  conique  lorsque  6=0. 

On  a  donc 

a».»- p*=a*-t- 6«-*- r*    ou    x* -*- y'=  a* ^- 6* -+- K', 

puisque  r*=K^ 

IMNI.  Problême  II.  Cherclier  le  lieu  de  rintersection  des 
hauteurs  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  et  drcon- 
scrít  á  une  autre  conique. 

De  réquation  précédente,  on  tire  : 

De  méme,  le  líeu  de  ríntersection  des  hautcurs  d'un 
trianglcy  inscrit  dans  une  conique  et  dont  lcs  segmcnts  d*une 
hauteur  égalent  K',  est 


^'  (^  *  fij' 
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^a',  26'  étant  les  axes  de  la  conique  circonscríle ;  d'oú 
S==(a:'-4-y'-a'_5')(l-KÍ.,) 

équation  d'une  conique  dont  les  axes  sont  parallélcs  á  ceux 
deS. 

B0H.  A  quelle  condition  la  droite  ly  H-  mx  •+-  nz  ==  0 
passe't-elle  par  un  des  points  d'intersection  de  S  eí  S'  ? 

On  résoudra  ce  probléme  en  cherchant  Téquaiion  tan- 
gentielle  des  quatre  points  d'intersection  des  deux  coni- 
ques.  II  faudra  donc  chercher  lëquation  tangentielle  d'une 
eonique  correspondante  á  Funedes  coniques  S-4-KS'=0, 
qui  représente  toutes  celles  passant  par  les  quatre  points  de 
rencontre  des  deux  courbes. 

Pour  cela,  changeons  dans  Téquation  tangentíelle  (265) 

l={cf-  c')P-+-2((/c-  bf)lm'^{af^ d*)  m'-+-2 (6e -  cd)ln 
-♦-2  (6rf  —  ae)fiin-*- (ac  -  6') n'=  0, 

a  en  a-4-  Ka',  6  en  6-f-  K6',  etc...,  on  aura 

2 -*-K*-t-K'2'=0 (\\ 

sachant  que 

4» = (c/-t-  cf — 2ce')  /•  -I-  2  (d'e  -♦■  rfe'—  6/—  bf)  Im 

^  i^a'f^  af  —  2dd')  m«  -*-  2  (6'e  +  6e'  —  c'd  —  cd')  In 

-I-  2  {b'd  -♦-  bd'  —  a'e  —  ae')  mn  h-  [a'e  -4-  ac'  —  266')  n«  =  0. 

D'aprés  réquation  (i),  renveloppe  du  systéme  est  évi- 

demment 

*'=422'; 

puisque  renveloppe  se  réduit  aux  quatre  points  d'inCersec- 
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tion,  rcqiialion  précédenie  indique  á  quelle  eondilion  la 

droite 

ly  -h  inx  -^-  nz  =  0 

passe  par  un  dcs  points  d'iniersection  des  deux  coniques. 

L*équation  <i>  =  0  indique  aussi,  conime  on  Pa  yu,  que 
la  droite  ly  -+-  mx  h-  nz  =  0  est  divisée  harmoniquemeni 
par  les  deux  eoniques. 

•09.  ]l  est  facile  de  chercher  Téquation  des  tangentes 

communes  h  deux  coniques  données  par  leurs  équatíons 

tangentíelles 

2  =  0,     2'  =  0. 

Lequation 

représente  alors  une  conique  quelconque,  inscrile  dans 
le  quadrilatérc  formé  par  les  quatre  tangentes  corn- 
munes. 

On  a  vu  comment  on  oblient  Téquation  tangentielle 
d'une  conique  lorsqu'on  connait  son  équation  trilinéaire. 
On  peut  réciproqucment  retrouver  Téquation  trilinéaire 
lorsqu'on  connaíl  Téquation  tangentielle 

AT  -♦-  2B7m  h-  Ctn*  -*-  2D'/n  h-  2E'mn  -4-  F'n»  =  0. 

Si  lon  divise  celle-ci  par  rfi  et  que  Ton  y  rcm- 
place  ^  par  sa  valeur,  tirée  de  Téquation  de  la  droite 
ly  -4-  mx  -H  nz  =  0 ,  en  exprimant  que  les  deux  valeurs 
de  —  sont  égales,  il  viendra  : 

(C'F'  —  E")  y'  H-  2  (D'E'  —  B'F')  xy  -4-  (A'F'  —  D-»)  x« 
-+-  2(B'E'— C'D')yz  -f-  2(B'D'— A'E')xz  -h  (A'C'  — B'^  z^^O, 

II  ne  resle  plus  qu'á  rendre  aux  coeflicients  A',  B'...  leurs 
valeurs  respectivcs  cf —  e\  de  —  bf...;  ce  qui  donne  pour 
la  conique  S  en  coordonnées  trilinéaires  : 

(ac/^26rfc-ae'-cd'-/6')(apV26a^-hCa»-i-2c/pr-4-2eayH-/V«)=50, 
ou  AS,  A  étant  son  discríminant. 
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Si,  daiis  réquation  préccdente,  on  change  A'  en  A'  + AiK, 
B'  en  B'+BfK,on  aura  de  iriéme  ponr  réquation  trilinéaíre 
correspondante  á  l^équalion  langentielle  2  +  Kl'  =  0  : 

aS  H-  FK  +  A'S'K*=  0 
dans  laquelle 

F=(C4F'-t-C'F,-2ET,)t/*+í2(DtE'-t.D%-B.F'-BT,)xy 
-^  (A,F'  +  A'F,  -  2D'D,)  a:»  h-  2(B,E'-í-  B'E,  -  Cfi'  -  C'DJ  yz 
-i-2(B,D'-*.  B'D,  -  AjE'-  A'E.)  xz  -h  (A,C'-f-  A'C,  -  2B'B,)  z\ 

ce  qu'il  est  facile  de  prouver,  en  rcndant,  comme  précé- 
demment,  aux  coellicients  A',  B',  ...  leurs  valeurs  respec- 
tives ,  cf —  e^j  de  —  6/*, ... 

Si  Ton  élimine  Tarbitrairc  K  de  I  equation 

AS-4-FK-+-  A'S'K*  =  0, 

qui  représenle  un  systéme  de  coniques ,  comme  on  Ta  vu 
pour  les  courbes  cnvcloppes,  on  trouve  : 

F*  =  4jía'SS', 

c'est-a-dire  un  lieu  tcl  que  la  conique  F  est  tangente  á  S 

et  á  S'. 

II  s'ensuit  que  les  huit  points  de  contact  dedcux  coniques 
avec  leurs  tangentes  communes  sont  sílués  sur  une  autre 
eoniquc  F.  Réciproquemcni,  Ics  huit  tangentes  menées 
aux  points  dlntersection  de  deux  coniques  cnveloppenl  uiie 
autre  conique  <i>. 

D'aprês  cela,  Féquation  des  quatre  (angentes  communes 
aux  deux  courbes 

ax'  -+-  by*  -^  cz«  =  0 ,     ax*  -f-  by  -f-  c'z*  c=  0 
est 

[aa'  {bc'  -4-  6'c)  jc»  -f-  56'  (ac'  -\-  a'c)  y*  -t-  cc'  (ab'  -*-  a'b)  z^]* 
=  4a6co'6'c'  (ax'  +  6iy*  -f-  ci'j  (a'x'  -♦-  6'y'  -*-  c'z^). 
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Un  comriant  est  une  foncíion  comprenant  fion- 
seulement  les  coefficients  d'une  forme,  mais  aussi  les  ta- 
riables;  de  sorte  que  sí  Pon  effeetue  dans  la  forme  une 
substilutíon  linéaíre,  la  nouvelle  fonetion  des  eoedícíents 
et  des  variables  de  la  transformée  sera  encore  égale  á  la 
fonction  primitive,  multipliée  par  une  puissance  du  module 
de  la  transformalion. 

Donc,  si  ay'*-h...  se  transforme  en  AY"-h...,  le  cova- 
ríant  satisfera  á  réquation 

f)  (A ,  B  ...  Y,  X  ...)  =  ^'f  (a,  b ...  y,  x ...). 

Ili#.  En  Géoméirie,  un  invariant  d^une  forme  ternaire 

ou'qualernaire  est  une  fonction  des  coefficients  qui,  égalée 

á  zéro,  exprime  une  propriéié  de  la  courbe  ou  de  la  surface, 

indépendante  du  choix  des  axes,  tandis  que  le  covariant 

représente  une  autre  courbe  ou  une  autre  surface  dont 

tous  les  points  ont  avec  la  courbe  ou  la  surface  donnée 

quelque  relalion  indépendantc  du  choix  des  axes  :  donc, 

la  fonction  que  nous  venons  de  représenter  par  F  dans 

réquntion 

P  =  4aa'SS' 

est  un  covaríant. 

•11.  Si  Fon  place  Torigine  au  foyer,  réquation  géné- 

rale  des  courbes  du  2"'  degré 

deviendra  x*  •*-  y*=  {fy  -^  g^  -f-  *)' 

ou      (x  -*-  y  l/^^)  (x—y  V/^)  =  (/y  -♦-  jfx  -4-  h)\ 

Le  premier  membre  x*  -f-  y*  =  0  représenie  un  cercle 
de  rayon  inCniment  petit  ou  nul. 

La  seconde  équation  nous  apprend  que  ce  cercle  touche 
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la  conique  en  deux  points  imaginaires,  situés  sur  la  diree- 
irice. 

On  peul  encore,  d'aprés  cela,  considérer  le  foyer  d'une 
eonique  comme  le  centre  d*un  cercle,  de  rayon  infiniment 
petit  ou  nul,  touchant  la  conique  en  deux  points  ímagi- 
naires,  situés  sur  la  directrice. 

Pour  délerminer  la  position  des  foyers  des  courbes  du 
2"*  degré 

Atf  -4-  2Bxy  -t-  Cx'  h-  2Dy  -*-  2Ex  -4-  F  =  0 , 
íl  suíBt  d'exprimer  que  la  droite 


X  -.  x'  -4-  (y  —  y')  ]/—  \  =  0 

est  tangente  á  ces  courbes,  ce  qui  se  fail  en  éliminant  x 
cntre  ces  deux  équations,  et  en  indiquant  ensuite  que  les 
deux  vnleurs  de  y  sont  égales.  On  oblient,  á  cause  des 
quantités  réelles  et  imaginaires,  les  deux  êquations  : 

(AC  -  li*)  (x'*  -  y'«)  -4-  2  (BE  —  CD)  y'  -  2  (BD  —  AE)  x' 
^  (AF  —  D')  —  (CF  —  E')  =  0 , 

(AC-B*)x'.y'  — (BE— CI))x'-(BD-AE)t/'-*-DE— BF=0; 

celles-ci  deviennent,  en  représentant  les  coefBcients  de  la 
seconde  cquation  par  F',  D',  E',  ti' : 

(F'x'  —  E')'  —  (Fy  —  D')«  =  F'  (A'  —  C')  -♦-  E'«  —  D'*, 

(F'x'  —  E')  (F'y'  —  D')  =  D'K'  —  B'F', 

dans  lesquelles  CF  — E«  =  A'  et  AF  — D«  =  C'.  Leur 
résolulion  n'offre  aucune  diíSculté.  Lcs  coefBcients  de  la 
premiére  sont  les  dérivées  du  discriminant  A,  par  rapport 
á  F,  D,  E,  C  et  A. 

On  voit,  d'aprés  ces  équations,  que  la  position  des  foyers 
dans  les  courbes  du  2"*  degré  esl  déterminée  par  Tinter- 
sech'on  de  deux  hyperboles  équilatéres,  concenlriques  á  la 
courbe  proposée. 
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619.  L'équation 
peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


^•-*-y'=r(.y+~^-*-^J 


et,  en  désígnant  par  y  i'équation 

9         A 

de  la  direetríce,  il  vienl : 


Les  deux  droites  imaginaires  x-ryy^^l,  x  —  yi^ — I, 
partant  du  foyer,  sont  tangentes  á  la  conique,  quelle  que 
soit  la  quantité  y,  II  en  résultc  que  les  courbes  du  3*""  degré 
qui  ont  un  méme  foyer,  ont  aussi  deux  tangenlcs  imagi- 
naires  communes  passant  par  ce  point.  Donc,  toutes  les 
coniques  homofocales  peuvent  étre  considérées  comme 
inscrites  dans  un  méme  quadrilatére.  Mais,  nous  venons 
de  voir  que  le  foyer  d'une  coniquc  peut  être  considéré 
comme  le  centre  d*un  cercle  de  rayon  infíniment  petit» 
toucbant  la  directrice  en  deux  points  imaginaires;  et, 
puisque  deux  cercles  concentriques  se  coupent  en  deux 
points  imaginairesy  situés  á  TinGni,  il  s'ensuit  que,  par 
cbacun  de  ces  points,  si  Ton  méne  á  la  conique  des  tan- 
gentes,  qui  se  confondront  avec  les  précédentes^  on  forme 
ainsi  un  quadrilatêre  ayant  deux  sommets  réels,  quí  seront 
les  foyers  réels  de  la  conique,  et  deux  sommets  imagi- 
naires,  qui  seront  ses  foyers  imaginaires. 

618.  Exprimons  la  condition  pour  que  la  droite 

ly  ■+■  mx  -4-  «  =  0 
rencontre  le  cercle  dc  rayon  infiniment  petit  «•  -h  j/*  =  0 
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en  deux  points  imagínaires,  situés  á  riníini.  On  aura  évi- 
demment  réquatíon 

/«-^m«  =  0, 

qui  peut  étre  considérée  eomme  I  equation  langenlielle 
d'une  conique  T'=  0. 

Si  nous  représentons  par  T  =  0  réquation  tangentielle 
des  coníques  (263),  T-^  KT'  =  0  représentcra  les  quatrc 
tangentes  dont  les  poinls  d'ínterseclion  détcrmineront  la 
position  des  deux  foyers  réels  et  des  deux  foyers  imagi- 
naires,  K  étant  Tune  dcs  valeurs  du  discriminanl  de  la 
conique  T-hKT'  =  0. 

Changeons  dans  le  discriminant  de  lequation  tangen- 
lielle  (265) 

AT  H-  2B7m  h-  C'm'  ^  2D7n  -f-  2E'mn  -+-  F'n*  =  0 , 

A'  en  A'  -h  K  ct  C'  en  C'  -i-  K;  il  viendra  : 

FK'h-  [(A'  -♦-  C')F'—  E'«—  D'«]K  H-  A'C'F' -+-  SB'D'E' 
—  A'E'*  —  C'D «  -  F'B"  =  0. 

II  est  facile  de  prouver  que  la  quantité  indcpendante 
de  K  dans  cette  équation  est  égale  au  carré  A^  du  discri- 
minant  acfA-  26de  —  ae^  —  ccP — /6^,  et  que  le  coefficient 
de  K  est  égal  á  (a-hc)A;  de  sorte  quen  remplagant  F' 
par  sa  valcur,  on  aura  Téquation 

(ac-6')K»-h  A(a-^c)K-*- A«=0.    .     .     (1). 

Si,  dans  cette  équatíon,  on  remplace  A  et  A^  par  leurs 
valeurs,  tirées  du  discrimínant 

acf  -t-  26rfe  —  ae»  —  ccP  —  fb* 

de  réquation  de  la  conique  proposée;  que  Fon  substi- 
tue  les  deux  valeurs  de  K  dans  Féquation  tangentielle 
T-h  KT'=0,  on  aura  les  dcux  couples  de  droites  qui 
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feront  connaitre  les  coordonnées  des  deux  foyers  réels  dc 
h  coníque  proposée. 

En  effet,  l'équaiion  T  •+-  K(P  -h  w')  =  0  se  décompose 
en  deux  facteurs  ralionnels 

{ly'  ■+■  mx'  -+-  n)  (ly"  -^  »wx"  -h  n), 

^'9  y\  ^\  y"  éiant  les  coordonnées  des  deux  foyers  réels 
sc  rapportant  á  une  valeur  deKde  réquation  (1),  lesdeux 
foyers  imaginaires  se  rapportant  é  Tautre  valeur  de  K. 

stl.  Appiiquons  cette  méthode  á   la   recherche  des 
foyers  dc  la  conique  dont  Téquation  est : 

3y'  -♦-  \^xy  -♦-  8x«-*-  6y  -♦-  8x  —  1  =  0.  ^ 

On  trouve  pour  lc  discriminant : 

A  =  36. 
L  equation  (1)  est,  dans  ce  cas  : 

K'  — 35K  =  Í08;     doú     K  =  36  =  — 3. 

En  substiiuant  la  premiére  valeur,  K=36y  dans  Féqua- 
tion  langentielle 

(f/"—  e*j/*  -4-  2((íe  —  bf)lm  -^  (a/*—  cP^m'  h-  2(6c  —  ci\ín 
-*-  2(6d  —  ae)mn  -*-  [ac  —  6')n'  -♦-  K^/*  -i-  »ii*)  =  0, 

on  obtient  : 

P  -«-  2m'  —  n*  -+-  oím  -+-  mn  =  0, 

ou,  en  décomposant  en  facteurs  : 

(í  -H  m  -«-  n)  (í  -♦-  2m  —  n) , 

ce  qui  donne  pour  les  deux  foyers  réels  :  1**  aï=l,  y=l; 
2»x  =  2,y  =  1. 

Si  l'on  prend  la  racine  —  3,  on  aura  réquation 

9i*  -4-  5^1«  -4-  4n*  —  \^lm  —  4mn 

=  [9Í  — 6m  — 3(m— 2n)\/^][9i— 6m-*-3(m— 2n)|/^} 

qui  donnc  la  posítion  des  deux  foyers  imaginaires. 
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•M.  Ghcrcbons  encorc,  d'aprés  ce  méme  procédéy  ies 
foyers  de  la  courbe  représcntée  par  réqualion  : 

2y»  —  2xy  -♦-  2x'  —  8y  —  2x  -4-  n  =  0. 

On  irouve  pour  le  discríminanl :  A  =  —  9. 
L'équalion  (1)  esl : 

3K«  — 36K -^81  =0;     d'ou     K  =  9  =  3. 

En  prenant  celte  derniére  valeur  de  K,  on  obtient  pour 
lëqualion  tangentielle  T  -h  KT'  =  0  : 

8/*  -t-  3m*  -+-  n'  -h  Anin  -*-  Gln  -¥-  \  Olin  =  0 
=  (2/  -♦-  m  -♦-  w)  (4/  -4-  3m  -H  n) ; 

ce  qui  donne  pour  les  coordonnées  des  foyers  : 

r    x  =  1,    y«=2;        2«    x  =  3,    y  =  4, 

comme  on  Ta  trouvé  précédemment  (225). 
etll.  Reprenons  Téquation 

{ac  —  6'JK'  -+-  (a  -4-  c)  aK  -♦-  a'  =  0. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  ac  —  6*  =  0;  une  dcs 
racines  est  infinie,  ce  qui  prouve  que  la  parabole  ne  peut 
avoir  qu'un  seul  foyer  réel,  Tautre  étant  á  Pinfini. 

Si  a  +  c  =  0,  la  conique  est  une  hyperbole  équilaiérc, 
et  les  deux  valeurs  dc  K  sont  égales  et  de  signes  contraires. 
Pour  que  les  deux  couples  de  droites  données  par  I  equa- 
tion  (1)  soient  tangentes  au  cercle  i  Finfini,  on  doit  avoir : 

A«(a  -♦-  c)'=  4A«(ac  —  6»)    ou     (a  —  c)'  -*-  46'=  0, 

équation  qui  peut  étre  satísfaite  seulement  pour  a  =  c  et 
6=0.  On  voit  que  la  conique  doit  passer  á  la  fois  par  les 
deux  poínts  du  cercle. 
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CHAPITRE  XXX. 


/ 


C9IJMB0  BM  CMSMlVMifeBS  PMAIKE8. 

«tl^.  On  a  vu  (172)  commenl  on  détermine  la  posiiion 
d'un  point  M  dans  un  plan  au  moyen  des  coordonnées 
polaires. 

Spirale  d'Archiméde.  Soit  0  le  cenlre  d'un  cercle,  de 

rayonégal  á  Tunité,  pris  pour 
póle,  el  AOA'  la  droile  flxe. 
Supposons  qu'un  point  mo- 
bile  M,  parii  de  O  et  sítué 
sur  lc  rayon  OA  s'avance 
uníformémeni  sur  ce  dernier 
pendant  que  AO  tourne  de 
la  méme  maníére  autour  du 
point  0,  de  sorte  que  le  point 
M  soíi  arrivé  au  point  A 

lorsque  le  rayon  OA  aura  parcouru  In  circonférencc  ABA'B' 

(fig.  296). 

Soit  OIV  une  position  quelconque  du  rayon  mobíle,  et 

M'  la  position  correspondante  du  point  mobíle.  Posons 

0M'  =  p,  et  désignons  par  w  Tarc  AN.  D'aprés  les  condi- 

tions  du  mouvement,  on  a  évidcmment: 


— "«.JB 

^** 

>.^ 

/\ 

\ 

M^ 

\ 

^T^^O 

t  k 

/                    !|\. 

t| 

1                        '^ 

L              'J 

§ 

^              f 

\      1 

ÁM 

\    \J 

'  r 

-»_» 


fi' 


-"K 


» 


2t 

T 


» 


d'ou     p  =  — 


P  = 


27r 


telle  cst  la  spirale  d'Archiméde,  trouvée  par  Conon. 

L'arc  ABN  étant  pris  positivement,  Tarc  AB'N'  dcvra 
être  considéré  comme  négatif,  et  le  rayon  vecteur  corres- 
pondant  est  OM^,  prolongement  de  ON'  et  symétrique  de 
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OM',*par  rapport  á  la  droite  OB.  La  courbe  se  eompose 
de  deux  branches  ínfinies  OIM'IiA,  OIMJiA'  (fig.  296). 

Si,  aprés  une  révolution  entiére  du  rayon  OA,  le  point 
mobile  M  a  parcouru  une  longueur  quelconque  c,  au  lieu 
du  rayon  0A=  1,  on  a,  dans  ce  cas  :  p  =  ~. 

619.  L'équation  générale  des  spirales  est 

L'exposant  n  de  o)  étant  positif,  les  spírales  données  par 
réquation  p  =  aGi>"  commencent  toutes  par  le  póle  0;  mais, 
sí  n  est  négatif,  on  a  alors 


a 


?  = 


a' 


Fig.  297. 


ety  aux  plus  petiles  valeurs  de  tú  correspondcnt  les  plus 
grandes  valeurs  de  p;  de  sorte  que,  pour  &>  =  0,  il  vient 

p  =  00  .  II  s^ensuit 

que    ces     spirales 

eommencent      par 

rínfini  et  s'appro- 

chent  dc   plus   en 

plus  du  póle  0  sans 

pouvoir  y  arrivcr, 

puisquMl     faudrait 

un  nombre  de  révo- 

lutions    infiniment 

grand  :  telle  est  la 

spirale      hyperbo- 

lique,  répondant  á  n  =  —  i,  ce  qui  donne  p(ú=a  pour 

réquation  de  cette  courbe  :  celle-ci  a  une  asymptote  paral- 

léle  á  la  droite  AOA',  á  une  distance  OD  =  a  (fig.  297). 

Soit  M  un  point  quelconque  de  cette  courbe. 

Abaissons  la  perpendiculaire  MP  sur  la  droite  fixe;  on  a: 


psinMOA  =p8in0  =  -sin»  =  a, 

C9 
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lorsque  w  est  infiniment  petit,  comme  rindíquc  d'ailleurs 
réquation 

a 

«10.  Cherchons  Tangle  que  la  tangente  á  la  courbc 
fait  avec  le  rayon  vecteur  prolongé. 

Soient  p  et  G)  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M; 

p  -h  dp  et  w  -f-  dw  seront  celles  du  point  M'.  Du  centrc  0, 

et  avcc  OM  comme  rayon,  décrivons  larc  MH=p6);  dece 

Fig.  S98.  même  point,  menons  OS,  pa- 

ralléle  á  la  corde  MH,  et  OT, 
perpendiculaire  á  OM.  Les 
deux  triangles  OMS  et  MM'H 
sont  semblables,  et  Fangie 
NMT'  =  V  =  OMS;  á  la  li- 
mite,  le  triangle  OMS  se  con- 
fond  avec  le  triangle  reetan- 
gIeOMT,el  Tangle  V=OMT 
á  la  limite.  Done,  á  la  limite 
aussi,  le  triangle  rectangle 
MM'H  est  semblable  au 
triangle  OMT;  il  vieni : 

9' 


'-.. 


iirV=— =  li^=-L 
OM         rfp         dp 

du 


et    OT 


V« 


Pour  construire,  d'aprés  cette  formule,  la  tangente  au 
point  M  de  la  courbe,  on  élévera  au  point  0  une  perpen- 
diculaire  au  rayon  vecteur  OM,  et  Ton  prendra  sur  cc  rayon 
vecteur  une  longueur  ^;  on  joindra  le  point  T  au  point 
M,  et  lon  aura  la  tangente  MT  (fig.  298). 

MO.  En  appliquant  cette  formule  i  la  spirale  d'Archi- 
méde ,  on  obtient : 


» 


0T«  — ; 

27r 
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pour  w  =  Stt,  OT  =  Stt,  ce  qui  prouve  qu'aprés  une  révo- 
lution  entiére,  la  sous-tangenle  OT  au  point  mobile  M  est 
égaleá  la  circonférenee  AOA'  rectifiée;  aprés  un  nombre 
K  de  révolutions,  la  sous-tangente  OT  =  2K%  ou  K  fois 
la  circonférence  dont  le  rayon  est  K  X  OA. 

Pour  la  spirale  hyperbolique,  on  a  OT  =  —  a;  ce  qui 
prouve  que,  dans  cctte  courbe,  la  sous-tangcnte  est  con- 
stante.  Enfin,  si  Ton  roule  Taxc  d'une  parabole  sur  la  cir- 
eonfcrence  AOA',  on  obtiendra  la  spirale  parabolique  qui 
a  pour  équation 

p*  =  flw. 


Dévcloppanlea  ct  développécs. 


Mt.  Soit  AS  une  courbe  quelconque.  Prenons,  á  partir 
du  point  A,  des  arcs  égaux  AB  =  BB'=B'B",.-  et  par  les 
milieux  M,  M',M'V**  de  ces  arcs,  menons  les  normales  MC, 
M'C',  M"C"...  :  ces  normales,  par  leurs  intersections  con- 
sécutives  deux  á  deux  et  infiniment  rapprochées ,  formcnt 
une  courbe  CC'C",  á  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  déve- 

Fij.  ,99.  loppee,   tandis  quon 

donne  á  la  courbe  AS 
le  nom  de  dévelop- 
pante  (fig.  299). 

Le  cercle  quí  passe 
par  les  deux  éléments 
infiniment  petits  BM', 
M'B'  de  la  courbe  AS 
se  nomme  le  cercle 
osculateur  de  cette 
courbe  au  point  M' 
(550)  :  c'est  ce  cercle 
qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  au  point  M',  sans 
se  confondre  avec  celle-ci. 
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On  peul  encore  dire  que  le  cercle  osculaieur  esl  celui 

qui  passe  par  trois  points  consécutifs  B,  M',  B'de  la  courbe. 

Les  rayons  de  courbure  sont  les  normales  MC,  M'G'  qui, 

par  leur  intersection,  détermínent  le  centre  C'  de  courbure. 

L'angle  TI'T',  formé  par  les  deux  tangentes  menées  aux 

points  M,  M'  de  la  courbe,  se  nomme  Vangle  de  contingence: 

cet  angle  est  évidemment  égal  á  celui  que  forment  entre 

cux  les  deux  rayons  MG,  M'G'.  En  le  représentant  par  s, 

on  a  : 

ds 

P 

ds  étant  égal  á  Tarc  MM'  et  p  é  M'G'. 

L'angle  de  contingcnce  est  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure.  Get  angle  dans  le  cercle  reste  consiant,  Tarc 
ds  éfant  le  méme. 

M!i.  La  dcveloppante  AS  peut  étre  consídérée  comme 
étant  décrite  par  rextrémité  A  du  (il  flexibleet  inextensible 
AG  roulé  autour  de  la  développée  GG'G'' :  ce  íil,  dans  son 
mouvement,  restc  constamment  tangent  á  la  développée,  el 
tandis  que  le  point  de  contact  se  meut  sur  la  dcveloppée, 
rextrémité  mobile  A  décrit  la  développantc  AS.  II  est  évi- 
dent  que,  dans  ce  mouvement,  lorsque  le  point  de  contact 
8ur  la  développée  se  meut  de  C  en  G',  le  rayon  de  courbure 
MG  devient  M'G',  et  que  Vaccroissement  de  ce  rayon  de  coiir- 
bure  est  égal  á  Varc  GG' :  donc^  Vaccroissement  dn  rayon 
de  courbure  est  égal  á  Vaccroissement  de  Varc  de  la  déve- 
loppée.  Enfin,  les  normales  á  la  déoeloppante  sont  tangentes 
á  la  développée. 

•98.  Gherchons  I  equation  de  la  développante  de  cercle, 
quí  est  trés-employée  dans  les  constructions  (fíg.  300). 

Soit  un  cercle  de  rayon  OA  =  R,  0  étant  le  póle.  Diri- 
geons  la  droite  fixe  suivant  le  rayon  OA.  Désignons  par  6» 
Tangle  AOT,  formé  par  la  droite  fixe  OA  avec  le  rayon  OT 
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Fig.  300. 


quí  joint  le  póle  0  au  'point  de  contael  T  de  la  tangente 

MT  (fig.  300).  Le  fil 
qui  entoure  la  círcon- 
férence  OA  ayant  été 
déroulé  et  tendu,  á  par- 
tir  du  point  A ,  il  est 
évident,  d*aprés  ce  qui 
3i,  a  été  dit  précédem- 
ment,  que  la  tangente 
MT  =  arc  AT  =  R&). 

Sí  Ton  raitOM=p,on  aura  dans  le  triangle  rectangleOTM: 

quiestréquation  de  la  développante  de  cercle. 
On  en  tire  : 

P  =  dbR|/l  +  ««. 

Pour  une  valeur  positive  de  R,  il  y  aura  deux  dévelop- 
pantes  commen^ant  au  point  A  :  Fune  AMM'...  répond  aux 
valeurs  positives  de  («>,  et  la  seconde  AM|Mi...  aux  valeurs 
négatives.  De  méme,  pour  une  valeur  négative  de  R,  il  y 
aura  en  A'  deux  développantes  égales  aux  précédentes,  et 
correspondant  aux  valeurs  positives  et  négatives  de  &>.  Pour 
tracer  cette  courbe,  on  divisera  la  circonférence  en  un  cer- 
tain  nombre  de  parties  égales,  en  12,  par  exemple,  et,  au 
point  T  de  Tarc  AT  =  ^9  on  portera  sur  la  tangente  TM 
en  ce  point,  une  longueur  égale  á  i  de  la  circonférence  : 
le  point  M  apparliendra  á  la  courbe. 

On  a  trouvé  (560)  la  dévcloppée  de  rellipse  et  celle  de 
la  parabolCy  qui  sont  les  enveloppes  des  normales  á  ces 
courbes. 
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CyeloMe. 

•94.  Supposons  qirune  cireonférence  de  cercle,  de 
rayon  R,  tangente  en  un  point  0  d'une  droite  indéfinic  OX, 
se  meuve  sur  celte  droite  sans  glisser,  dc  maniére  que  tous 
ses  points  deviennent  successivement  les  poinls  de  contaet 
avec  la  droite. 

Dans  ce  mouvement,  le  point  0  décrira  une  courbe 
qu'on  nomme  cyclotde.  Le  cercle  se  nomme  cercle  généra- 
teur,  le  poinl  0  point  génerateur,  et  la  ligne  OX  dévebppe- 
ment  de  la  circonférence. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  cetle  courbe,  ct  H  le  poini 

Fig.  301. 


decontact  du  cercle  correspondant.  D'aprés  la  nature  du 
mouvcment,  Farc  dccercle  MH  =  OH. 

Plai^ons  lorigine  des  coordonnécs  rectangulaires  au 
pointO,  et  dirigeons  Taxe  des  x  suivant  la  droile  OX; 
OP  =  x,  MP  =  y  (fig.  301). 

II  esl  facile  de  prouver,  au  moyen  des  limites ,  que  la 
droite  qui  passe  par  deux  points  conséculifs,  M,  M',  e'est- 
á-dire  la  tangente  á  la  courbe,  passe  par  rextrémité  I  du 
diamétre  1H  =  2R  du  ccrcle  générateur. 

Les  coordonnées  du  point  M'  sont  x  +  cte,  y  +  dy,  el 
Ton  a,  comme  on  le  sait : 

dx""pf' 
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ou  bien  y  á  caiise  des  triangles  semblables  MPT,  IMQ  : 


dx      MQ  dx 

d'oú  l'on  tire  : 


t-v- 


^  =  i^  et  ^y^x/'^^-y 


y-dy 


1/2%  -  y* 

quí  est  Téquation  de  la  eycloïde. 

M&.  On  a  pour  la  longueur  de  la  normale  : 

MH=l/2R^; 

ce  qui  prouve  que  cette  droite  se  confond  avec  la  corde  de 
Tarc  de  cercle  MH,  et  que  la  tangente  est  dirigée  suivant 
lautre  corde  MI,  perpendiculaíre  á  la  premiére, et  passant 
par  rextrémité  I  du  diamétre  IH. 

SM.  Pour  construire  la  langente  en  un  point  de  la 
cycloïde,  on  fera  passer  par  ce  poini  le  cercle  généraieur; 
en  joígnant  le  poínt  de  contact  du  cercle  générateur  avec 
la  droíte  OX  au  point  donné  de  la  cycloïde,  on  oblient  la 
normale  :  la  fangente  est  perpendiculaire  á  celle-ci. 

M7.  II  est  facile  de  construíre  la  cycloïde. 

A  cetle  fin,  á  partir  du  point  0,  on  prend  une  longueur 
égale  á  la  circonférence  ;  on  divisc  celle-ci  en  un  certain 
nombre  de  parties  égales,  en  8,  par  exemple,  et  son  déve- 
loppement  en  autant  de  parties  égales :  la  circonférence  rec- 
tifiéeestégaleapproximativementá  deux  foislecótéducarré 
inscrit,  plus  deux  fois  le  cóté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

Par  les  points  de  division  de  la  circonférence,  on  mcne 
des  paralléles  á  la  directrice  OX.  Lorsque  le  point  1  du  cercle 
générateur  coïncidera  avec  le  point  1  dc  la  droite  OX,  le 
point  O  se  sera  élcvé  de  la  méme  quanlilé  au-dessus  de  la 
directrice  que  le  point  1  I  etait  avant  d'étre  venu  se  placer 
sur  celle-ci.  Mais,  dans  le  cercle,  la  distance  de  1  á  O  n  a 
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pas  changé.  Donc ,  sí  du  point  1  de  la  droite  OX  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  á  la  corde  01,  on  décrit  un  arc 
de  cercle,  il  coupera  la  paralléle  menée  par  1  de  la  cir- 
conférence  en  un  point  qui  appartiendra  á  la  cyclolde 
(flg.  301 ). 

Lorsque  le  cercle  qui  route  sur  ladirectrice  rectiligneOX 
aura  fait  une  rcvolution  entiére,  le  point  0  de  la  circonfé- 
rence  coincidera  avec  le  point  8  de  la  directrice,  et  ce  point 
0  aura  déerit  une  cycloïde. 

lËpleycloMe  plaae. 


M8.  L'épicycloíde  plane  est  engendrée  par  un  poini 
d'une  circonférence,  laquelle  roule  sur  une  autre  circonfé- 
rcnce :  on  la  trace  par  des  procédés  analogues  &  ceux 
exposés  précédemment  pour  la  cycloïde. 

On  prend  sur  la  circonférence  dírectrice  un  arc  égal  k  la 

Fig.  302. 


longueur  de  la  circonférence  du  eerclegénérateur(fig.  302). 
Représentons  par  X  cette  longueur,  par  r,  r'  les  rayoos 
des  cercles  directeur  et  générateur.  Soit  a  Tangle  au  centre 
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du  cercle  directeur  qui  répond  á  Tarc  X,  et  y^  le  nombre 
de  degrés  compris  dans  celui-ci.  On  aura : 


X 

'irr' 

r 

,     X  =  ar     et     a  =  Stt  — ; 

r 

et  comme 

2r:360'  — a:y% 

íl  vienl  : 

r' 
y*»  =  360«  X  —  • 

r 

On  parlagera  la  circonférence  du  cercle  générateur  en 
un  certain  nombre  de  parties  égales,  en  8,  par  exemple, 
ainsi  que  Tarc  X,  mesurc  h  partir  du  point  de  contact  pri- 
mitif  0  des  deux  cercles. 

Du  centre  C  du  cercle  direcleur,  on  décrira  des  cir- 
conférences  concentriques  dont  les  rayons  seront  les  dis- 
tances  du  point  G  aux  points  de  division  du  cerele  généra- 
leur;  des  points  1,2,3,  4,  8,  6,  7,  8  du  ccrcle  directeur, 
avec  des  rayons  égaux  aux  cordes  01,  02,  03...  du  cercle 
gén^rateur,  on  tracera  des  arcs  de  cercle :  ceux-ci  couperont 
les  circonférences  précitées,  partant  dcs  mémes  poínts  de 
division,  en  des  points  qui  appartiendroni  á  I  epicycloïde. 
•19.  II  est  facile  de  trouver  lëquation  de  répicycloíde 
plane  lorsque  le  cercle  générateur  C'  est  égal  au  cercle 
direcleur  C. 

A  ccue  fin ,  prenons  la  droite  des  ccnlres  CC'  pour  la 
Pig  303  droiie  fixe,  0  étant  le 

point  gcnëratcur  de 
répicycloïde(fig.303). 
Lorsque  le  point  de 
contact  est  cn  T,  le 
point  0  se  trouve  en  M, 
etrarcOT=rarcMT. 
La  droíte  TN,  quí 
est  la   tangente   com- 
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miine  en  T  aux  deiix  eercles,  est  perpendiciilaire  aux  deux 
droites  CT  et  OM  =  p  :  celles-ci  sont  donc  paralléles.  Si 
Ton  représente  par  &>  Pangle  qiie  le  rayon  vecteur  OM  fait 
avec  Taxe  polaire  CC',  il  viendra  : 


p  a 

■^  =  OTsin-» 


2 


± 


puisque  langle  OTN,  formé  par  une  tangente  et  par  unc 
corde,  est  la  moítié  de  Tangle  TCO. 

OT  « 


Mais 


—  =  a  sm- 
2  2 


a  étanl  le  rayon  du  cercle; 


d  oú 


Ci 


p  =  4a  sin'  -  =  2a(i  —  cos  «). 


Fig.  304. 


Telle  est  lëquation  polaire  de  lëpicycloïde  plane. 
MO.  II  pcut  arriver  que  ie  cercle  générateur  roule 
dans  rintérieur  du  cercle  directeur. 

Dans  le  cas  oú  le  rayon  du  cercle  générateur  est  égal  á 

la  moitié  du  rayon  du  eercle  di- 
recteur,  lëpicycloïde  engendrée 
est  une  droite  ou  rayon  du  cer- 
cle  directeur. 

Soit  0  le  poínt  oíi  le  cercle 

1 0   générateur  touche  dans  une  pre- 

miére  position  le  cercle  direc- 

teur.  Dans  une  autre  position, 

le  contact  des  deux  cercles  a 

lieu  en  un  point  M  (fig.  304). 

Le  point  0'  appartient  á  la  courbe  décrite  par  le  point 

0.  On  a,  eneffet : 

arcOM==ar    et    arcO'M  =  2air  =  ar; 

d'oú  arc  OM  ==  arc  O'M. 
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Fig.  305. 


Ce  quc  1  on  vicnt  de  dire  s'applíque  h  une  positíon  quel- 
conque  du  cercle  générateur. 

Mt.  Cherchons  le  lieu  suivant,  au  moyen  des  coordon- 
nées  polaires  : 

On  donne  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  et  une 
droite  AB  =  21,  de  longueur  constante,  dont  les  extrémités 
se  meuvent  sur  ces  deux  droites.  D'un  point  C  de  la  bissec- 
trice  OD  de  l'angle  droit  XOY,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires  CP  siir  la  droitc  AB.  On  demande  le  lieu  décrit  par 
le  pied  P  de  ces  perpendiculaires. 
Plagons  le  póle  au  poinl  C  (fig.  30S).  Prenons  la  bissec- 

trice  CD  pour  la  droite 
fixe,el  soít  Gt)  langleque 
le  rayon  vecteur  CP=p 
fail  avec  la  droite  fixe; 
unissons  le  pointOavec 
le  milieu  I  de  la  droite 
AB.  01  =  /  fera  avec 
la  perpcndiculaire  OH, 
abaissée  du  point  0  sur 
AB,  un  angle  So  et  Ton 
aura : 

OH«=/eos2». 
Si  nous  faisons  OC==c,  on  obtiendra  aussi  : 

0H  =  ccosw  -♦-  p; 
d  oú  Fon  tire  pour  Téquation  du  lieu  : 

p  =  /cos2«  —  ccosw    ou    p  =  2/cos*»  —  ccos«  -—  /. 

Cette  courbe,  du  sixiéme  degré  en  coordonnécs  rectili- 
gnes,  est  symétriquc  par  rapport  á  la  droite  fixe,la  bissec- 
irice ,  puisque  pour  des  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
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traíres  de  &),  les  valeurs  de  p  sont  les  mémes.  Comme 
cos  (180®  —  &))  =  —  cos  &),  on  voit  quc  dans  le  preraíer  ei 
le  deuxiéme  quadrant,  il  y  aura  des  petites  et  des  grandes 
valeurs  dc  p.  U  vient,  en  eíFet,  pour  ces  derniéres  : 

p  =  2/ cos'tó  -f-  ccos «  —  /, 
et  pour  les  premiéres  valeurs,  les  petites  : 

p  z=  2/c08*(»  —  ccosw  —  /, 

cos  (ú  est  pósitif  dans  le  premier  et  le  quatriéme  quadrant, 
et  négatif  dans  le  deuxíéme  et  le  troisiéme. 

Les  valeurs  de  eos  (ú  qui  annulent  le  rayon  vecteur  p 
dans  réquation  2/  cos  *« — c  cos  w —  /  =  p  sont  : 


008 


c    .  A?     r 

4/        V    í6/*       2 


et  celles  quí  annulent  le  même  rayon  dans  Téquation 

^lcOS^a  -h  CCOSo  —  /  «  p 


c       t  /  c'        1 
sont :  cosM  = -.  ±  \/  — z  ^ 

Ces  valeurs  de  cos  go,  dont  deux  sont  positives  et  <  1  et 
lcs  deux  autres  négatives  et  aussi  <  1 ,  prouvent  que  la 
courbe  se  compose  de  quatre  branches  situées  au-dessus 
de  la  droite  fixe  et  de  quaire  au-dessous :  on  a  donné  k 
cette  courbe  le  nom  de  scarabée. 
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CHAPITRE  XXXI. 


CMaBBS  •BMBLABLE9  OV  HOMOTHéTI^VE^. 

6S9.  Soit  F(x,y)  =  0 

réquation  d'une  courbe  quelconque  S,  rapportée  á  des  axes 

coordonnés  faisant  en- 
tre  eux  un  angle  6.  Unís- 
sons  lorigine  0  á  un 
point  quelconque  M  de 
cellecourbc,et  prenons 
sur  le  rayon  vecleur 
p  fi'  X'  OM  un  point  arbitraire 
M^  dont  les  coordon- 
nées  sont  OP'  =  x', 
M'P'=y';  on  aura  évi- 
demment : 

MP       OP  y      3c 
= ou     ^r=  — ; 

M'P'      OP'  y'      x' 

si  Ton  désigne  par  r  la  valeur  de  ce  rapport,  qui  est  indé- 
terminé,  il  viendra  : 

X  =  rx',    y  =  ry'. 

En  unissant  ainsi  Forigine  0  á  tous  les  points  de  la 

courbe  donnée 

F(x,y)  =  0, 

et  en  prenant  chaque  fois  sur  les  rayons  vecteurs  OM,  ON» 
des  poínts  M',  N'  (fig.  306)  dont  les  coordonnées  soient 
dans  le  rapport  de  símilitude  r,  on  obtiendra  une  nouvelle 


666  SECONDE    PARTIE. 

eourbe  S'  homothéíique  á  la  courbe  donnée.  Cette  courbe  S' 
aura  pour  équation  : 

F(ry',  rx')=0, 

laquelle  représentera  toutes  les  courbes  semblables  á  la 
proposée,  rorigíne  0  étant  le  centre  de  similitude  ou  d'Ao- 
mothétie. 

Si  r  est  positif,  rhomothétie  est  dirccte,  et  s'il  esl 
ncgatíf ,  clle  est  inverse. 

D'aprés  cc  qui  précéde,  on  pcut  dire  que  deux  courbes 
sotit  semblables  el  semblablemcnt  placées  ou  homothétiques 
íorsque  les  rayons  vecteurs  OM ,  ON ,  menés  par  un  point 
0  dans  ía  pvemiére,  sont  dans  un  rapport  constant  avec  les 
rayons  O'M',  0'^\menés  par  unpoint  O'dans  la  seconde, 
parallelement  aux  premiers, 

•S8.  Laissons  la  courbe  S  íixe  et  transportons  la  courbe 
S',  de  maniêre  que  Torigine  O  soit  en  0'  et  que  les  nou- 
veaux  axes  coordonnés  O'X',  O'Y'  pour  ceitc  courbe 
soient  paralléles  aux  anciens  OX,  OY.  On  a,  dans  ce  cas : 

X  =  m  H-  x',    y  =  n  -♦-  y', 

ii<,  n  étant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  O'. 

L'équation  de  la  courbe  S'  par  rapport  aux  axes  O'X',* 
O'Y'  est  toujours  : 

F(rx',  ri/')==0 
et,  par  rapport  aux  anciens,  elle  est  cvidemment : 

F[r(x  — m),     r(t/-iO]  =  0. 

La  courbe  S',  dans  sa  nouvelle  situation ,  est  loujours 
homothétique  a  la  courbe  S^car  les  rayons  vectcurs  menés 
des  points  0,  0'  sont  parallcles  ct  dans  le  rapport  r  de 
símilitude.  La  courbe  S'  aura  une  position  arbitraire  dans 
le  plan  par  rapport  á  la  courbe  S,  si  nous  donnons  aux 
axes  coordonncs  O'X',  O'Y'  une  positíon  aussí  quelconque 
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par  rapport  aux  anciens  OX,  OY  que  nous  pourrons  sup- 
poser  reelangulaires  pour  plus  de  simplicité.  On  sait  que, 
pour  passer  d'un  systême  d'axes  coordonnés  rectangulaires 
a  un  systéme  d'axes  coordonnés  rectangulaires  d'une  nou- 
velle  origíne  0'  (m,  n),  on  a  : 

x=sm  -t-  x'cosa  —  y'sina,    y  ==  n-+-x'sina  -♦-  y'cosa; 

d'oú  lon  tire  : 

x'  ={x  —  ni)  cosa  -4-  (y  —  n)  sin  a , 
y'  =  —  (x  —  m)  sin  a  -h  ( i/  —  n)  cosa. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation 

F(rx',ry')=0, 

la  courbe  S'  sera  rapportée  aux  axes  primitifs,  el  réqua- 
lion  résuhante  représentera  réquation  la  plus  générale 
des  courbes  semblables  á  la  courbe  donnée. 

M4.  Examinons  á  quelles  eonditions  les  deux  courbes 
du  second  degré 

Ay*  -^  Bxy  -♦-  Cx'  -f-  Dy  -+-  Ex  h-  F  =  0, 

Ay  -¥-  Wxy  -H  C'x'  -4-  D't/  -4-  E'x  -4-  F'  =  0 , 

sont  homothétiques. 

Si  lon  change  x  en  r{x  —  m)  ely  en  r  (y  —  n)  dans 
réquation  de  la  premiére  de  ces  dcux  courbes,  el  qu'on 
rende  cette  équation  identique  avec  la  seconde,  il  viendra  : 

D  E 

2An  — Bm 2Cm  — Bn 

A        B        C        r  r 


A'       B'       C'  D'  E' 

D«  -+-  Em       F 

An'  -¥-  Bmn  -♦-  Cm' \-  -- 

r  r* 

=  p7— 
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On  a  cinq  équatíons  entre  trois  quantités  arbitraires  m, 
n  et  r;  de  sorte  qu*il  dcvra  exister  'deux  équations  de  eoii- 
dilion  qui  sont : 

Done,  pour  que  deux  courbes  du  deuxiéme  degré  soient 
homothétiques  y  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du 
deuxiéme  degré  soient  proportionnels. 

Ën  remplafant  les  valeurs  précédentes  de  A  et  de  B  dans 
la  premiére  des  deux  équations,  on  obtient  pour  les  équa- 
tions  des  deux  courbes  : 

/D  E  F\ 

Ay  ^  Wxy  -4-  C'x'  -♦-  D'y  -♦-  E'x  -^  F'  =  0. 

On  voit  que  les  tcrmes  du  deuxiéme  degré  sont  égaux* 
68&.  Supposons  que  Ton  ait  B^ — 4AC<0:  les  deux 

équatíons  précédenles  pourront  représenter  dcux  ellipses. 
En  iransportant  les  axes   coordonnés  parallélement  á 

eux-mémesy  rorigine  étant  au  centre  de  ces  deux  courbes, 

on  obtiendra  deux  nouvelles  équations  : 

Ay'  -H  Bxy  -^  Cx'  =  F',     Aiy'  -f-  Bxy  h-  Cx'  =  F;. 

^  Les  axes  de  symétrie  de  ces  ellipses  sont  paralléles, 

puísqu'on  a  : 

—  B 

pour  chacune  d  elles.  En  dirigeant  le  nouvel  axe  des  x 
parallélemcnt  á  tg  a  de  Texpression  précédente,  les  équa- 
tions  des  deux  ellipses  sont : 

M/-hNx«  =  F',     My' -V  Nx«  ==  F;. 
Les   coefficients  M  et  N  étant  positifs,  les  quantités 
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F',  F'j,  du  second  membre  de  ces  deux  équations,  devroiit 
élre  aussi  positives;  aulrement,  les  deux  courbes  seraient 
imaginaires. 

Le  rapport  [/g  des  axes  a  la  méme  valeur  dans  les 
deux  courbes,  et  cellcs-ci  sont  homothétiques. 

eso.  Si  B* —  4AC  >  0,  les  équations  précédentes  repré- 
sentent  des  hyperboles.  Dans  ce  cas,  les  coeflicienls  de  M 
et  de  N  doivent  étre  de  signes  contraires.  Si  F',  F^  ont  le 
méme  signe,  comme  les  axcs  sont  paralléles,  leur  rapport 
est  le  méme  dans  les  deux  courbes,  et  celles-ci  sont  homo- 
thétiques.  F^  F[  étant  de  signes  contraires,  les  deux  hy- 
perboles  sont  conjuguées  et  semblables.  II  est  évident  que 
les  asymptotes  sont  paralléles. 

Enfin,  lorsque  B^ —  4AG  =  0,  les  deux  lieux  appartien- 
nent  au  gcnre  parabole;  les  axes  de  ces  deux  paraboles 
sont  paralléles,  et  de  direction  —  ^ . 

Au  moyen  des  mémcs  transformations  d*axes  coordon- 
nés,  les  équations  de  ces  deux  paraboles  ne  conliendront 
plus  chacune  qu'une  seule  constante  arbitraire  :  les  para- 
boles  seront  alors  semblables,  et  le  rapport  de  simililude  ou 
d'homothétie  sera  le  rapport  méme  de  ces  deux  constantes 
arbitraires. 
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CHAPITRE   XXXII. 


«ECTIONtl  Crai^IJEfl. 


M9.  Une  droite  raobile  qui  passe  par  un  poinl  fixe  S 
et  par  tous  les  points  d*une  eourbe  queleonque  donnée 
engendre  une  surface  conique;  le  poínt  S  est  le  sommetAM 
cóne ;  la  droíte  mobile  se  nomine  gmératríce  du  cóne  ou 
de  la  surface  conique,  el  la  courbe  fixe  sur  laquelle  la 
génératrice  s'appuie  dans  son  mouvement  prend  le  nom  de 
directrice. 

Lorsque  la  directrice  est  une  circonférence  dc  eercle  et 
que  la  droite  quí  joint  le  sommet  S  du  cóne  au  centre  0 
de  cette  circonférence  est  perpendiculaire  á  son  plan,  le 
cóne  csl  alors  un  cone  droit  de  révolution  et  la  droitc  80 
se  nomme  Yaxe  du  cóne  (fig.  307). 

Un  plan  quelconque qui  passe  par  laxe  du  cóne  coupe 
celui-ci  suivant  dcux  génératrices. 

La  surface  du  cóne  est  formée  de  deux  parties  séparées 
par  son  sommet :  chacune  de  ces  parties  se  nomme  nappe. 

Le  plan  coupant  peut  avoir  diíFérentes  positions. 

II  peut:  l^  rcncontrer  touies  les  génératríces  dune 
méme  nappe  ;  2^  rencontrer  les  deux  nappes;  5"*  élre  paral- 
lélc  a  Tune  des  génératrices  d'une  nappe. 

4189.  l"*  Par  Taxe  du  cóne,  menons  un  plan  perpendicu- 
laire  au  plan  coupant.  Soit  AB  rintersection  de  ces  deux 
plans,  A  et  B  étant  les  points  de  renconire  de  cette  inter- 
soction  avec  deux  arétes  d'une  même  nappe  situêes  dans  le 
plan  perpendiculaire  (fig.  307). 

Inscrivons  un  cercle  dans  le  triangle  SAB  et  une  circoD- 
férence  tangentc  aux  trois  droites  SG,  AB,  SH.  Sí  Ton  fait 
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tourner  la  figure  autour  de  laxe  SV, pendant  qne  la géné- 

p.    ^^  ratrice  ST  décrira 

le  cóne,  les  deux 
cerclosinscritsdé- 
criront  des  sphé- 
resqní  toucheront 
le  cóne  suívantles 
deux  cercles  pa- 
ralléles  TT',  tt' 
dont  les  plans  sont 
perpendiculairesá 
Taxe  du  cóne  et 
déterminent  le 
ironcdecónedroit 
TTU'  :  ces  deux 
sphéres  seront 
tangcntes        aux 

deux  points  F,  F',  situés  sur  la  droite  AB  ou  plan  sécant 

du  cóne.  Celuíci  est  (angent  aux  deux  sphéres,  puisqu'il 

est  perpendiculaire  aux  rayons  OF,  O'F'  de  ces  sphéres. 
Soít  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  d'intersection. 
Par  ce  point  M  passe  une  arêle  SMN'  du  tronc  de  cóne 

quí  est  tangente  aux  sphêres. 

Si  Ton  joint  le  méme  point  M  du  plan  sécant  du  cóne 

aux  points  de  contcnct  F,  F'  avee  les  deux  sphéres,  il  est 

évideut  qu  on  aura  : 

MF  =  MN    et    MF  =  MN', 

puisque  les  tangenles,  menées  d'un  point  exlérieur  á  une 
niéme  sphére,  sont  égales  ;  d'oú  Ton  oblient 

MF  H-  MF'  =  MN  +  MN'  =  NN' ; 

comme  toutes  les  arétcs  du  tronc  de  cóne  sont  égalesy  il 

s'ensuit  que 

MF  -4-  MF'  c=3  constante. 
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La  somme  conalanle  ^N'=  Tí  =  AB. 
Eneffet,        AF'  =  AT,    BF'  =  AF=Ar; 
d'ofi  AB=Tí  =  NN'    el    MF -»-  HF'  =  AB. 

Les  plans  des  cprcles  de  contaci  des  deux  sphêres  Un- 
genies  au  cóne  coupent  le  plan  de  la  scction  suivant  dcai 
droiies  paralléles  DL,  D'L',  qui  soni  les  deux  direciríces 
de  l'ellipse  (flg.  307). 

Abaissons  du  point  M  de  celle-ci  la  perpendiculaire  MP 
sur  le  grand  axe  AB  de  cctte  courbe. 

Par  ee  point  M  ,  menons  un  cercle  paralléle  aui  cereles 
de  contact.  La  disiance  du  potni  M  á  la  droiie  DL  esi 
égale  a  PD,  et  MF  =  MN  =  íL 

A  canse  dcs  droiies  parallélcs  Dlt',  IPI',  on  a  : 

Jl M_       AG  MF_AG 

DP  ~  AD  "  AB  '         *"      DP  ~  AB 
Ainsi ,  le  rapport  des  distances  d'un  poinl  quelcon<iue  H 
de  l'eUÍpse  au  foyer  ¥  et  á  la  directrice  est  eonslant  et  égaS 
á  ^ ,  c'est-á-dire  du  rapport  de  la  disfance  des  foyers  au 
//rand  axe. 

•S».  3*  Si  le  plan  sécant  est  tangcnt  aiix  deux  sphéres, 
que  celles-ci  soien  t  d'un  méme 
cólé  de  cc  plan  ei  qu'elles 
touchcni  les  deux  nappes  du 
cóne  suivanl  deux  petits  cer- 
cles  TT',  íí',  la  eourbe  d'in- 
lersection  sera  une  hyper- 
boie. 

Par  l'aïe  SV  (fig.  508), 

mcnons  un  plan  perpendicu- 

laire  au  plan  sécanl :  ce  plan 

coupera  le  cAne  suivant  les 

^  deux  génératrices  SG,  SH  et 

les  spliéres  suivant  deux  cercles  quí  seront  tangenls  aui 


_:  / 
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points  F,  F'  de  la  droite  AB,  inlerspclioii  des  deux  plans. 
Soit  M  itn  point  de  h  courbe  d'interseciíon. 
Par  ce  point  passe  )a  génératrice  MRSR'. 
Joignons  le  point  M  aux  deux  poinis  de  conlact  F,  F'; 
«n  aura,  comme  précédemment  : 

MF'=HB',    MF=MR; 
d'oCi  MF'  —  MF  =  MR'  —  MR  =  RR'  =  AB. 

La  courbe  est  donc  tine  hyperbole,  puisque  la  différence 
des  distances  de  l'un  quekomjue  M  de  ses  poinls  aux  deux 
poinls  F  cl  F'  est  conslanle  el  égale  á  l'axe  Iransverse  AB. 
Les  inlcrsections  DL,  DX',des  pinns  de  coiilacl  des  sphéres 
avec  le  pian  sccant,  délciminent  les  deux  direcinccs  dc 
l'hyperbole. 

•40.  Z"  Soil  une  sphérc  tangenle  au  c6ne  suivant  lc 

„,,  „.  cercle  TT'  (Bg.  309),  le 

plan  sécQiit  élanl  tangent 

en  F.  Supposons  que  l'in- 

terscction  du  plan  coupant 

aveclcplanqui  lui  eslper- 

pendiculaire  et  qui  passe 

par  l'axc  soii  parallélc  a  la 

génératrice  SH.  Prenons 

un  point  M  de  la  courbc, 

ei  soit  DE  l'intersection 

du  plan  coupanl  avec  le 

plan  de  coniact.  II  csl  évident  que  l'on  a  : 

MF  =  MR  =  ME. 

En  effei,  les  trois  droiles  ME,  ST'ei  SM  se  trouventdans 

un  méme  plan.  Comme  ME  esi  parallêle  a  ST',  les  trois 

points  E,  R,  T'  sont  en  ligne  droite.  Puisque  ST'=SR, 

on  a  MR  =  ME,  les  dcux  triangles  ST'R  et  MRE  étant 

semblablcs.  La  courbe  est  donc  une  parabole  ayant  pour 

foyer  F  et  pour  directrice  DE.  « 


r  k^ 
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•41.  Par  raxe  du  cóne,  menons  un  plan  perpendico- 
laíre  au  plan  coupant,  et  soít  AB  ríntersection  de  ces  d«ix 
plans,  SGy  SH  étant  les  deur  génératrices  du  cóne,  situées 

dans  le  premíer  plan  (fig.  3f  0). 
Désignons  par  a  I  angle  SAB, 
et  par  (3  Tangle  que  la  gënéra- 
triee  fait  avec  raxe.  D'  un  point 
quelconque  M  de  la  courbe, 
abaissons  une  perpendiculaire 
MP  sur  Taxe  AB  que  nous 
prendrons  pour  axe  des  x. 

Posons  AP  =  a:,  MP  =  y, 
Porigine  des  axes  rectangu- 
laires  étant  au  point  A.  Soit 
aussí  SA  =d.  Siy  par  la  droite 
MP,  on  méne  un  plan  perpendiculaire  á  Taxe  du  cone,  ce 
plan  coupera  celui-ci  suivant  un  cercle  dont  IK  sera  le 
diamétre ,  et  Ton  aura  : 

Srp'.=  IP  X  PK. 

Cherchons  les  valeurs  de  IP,  PK,  en  fonction  des  coor- 
données  du  point  M  et  des  données  de  la  question,  qui  soni 
a,  (3  et  d. 

Le  triangle  API  donne  : 

IP  :  X  »  sin  a :  cos  p. 

Si,  par  le  point  P,  on  tire  une  parallële  PQ  á  raréte  SH, 
on  obtiendra  : 

PK  =  AE  —  AQ  =  2AD  —  AQ. 

Le  triangle  rectangle  SAD  fournit 

2AD  =  2(Í8Ínp, 
et  le  triangle  obliquangle  APQ  donne 

AQ :  X  =  sin  (a  h-  2p) :  cos  p. 
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Sí  ron  substiiue ,  il  vieiit 

^j  .    ^       sin(a-4-  2Q) 

PK  =  ád  sin  8 ^  x, 

cosj3 

Connaissant  les  valeurs  de  f  P  et  de  PK,  on  a  pour  réqua- 
tion  générale  des  seclions  eoniques  : 

.       Sdsinasing  síoasinfa  +  26]    . 

y  = X ^ —  jc'. 

cosp  cos'p 

M9.  Maison  a  vu  précédemment  (198)que  réqualion 
générale  des  courbes  du  deuxiéme  degré  rapportées  á  leur 
axe  de  symétriey  Forigine  étant  au  sommet  et  Taxe  des 
ordonnées  tangent  en  ce  point  á  la  courbe,  est 

y*  =  2px  -f-  qrx'. 

La  premiére  de  ces  équations  doit  devenir  identique 
avec  la  soconde  pour  qu'elle  puisse  représenter  toutes  les 
courbes  du  2°'*'  degré ;  de  sorte  que  Ton  doit  avoir 

císinasinp 


cos|3 
sinasin(a  -H  ^p) 


—  P \1)> 


=  —  q (2). 


cos*p 

Si  la  valeur  que  Ton  trouve  pour  a  dans  réquation  (2) 
n*est  pas  absurde,  celle  qui  en  résulte  pour  d  dans  la  pre- 
miêre  ne  sera  pas  non  plus  absurde. 

Cherchons  une  autre  forme  pour  Téqiiation  (2). 

On  sait  que 

cosíjf  —  cosp  =  2sin^(p  -*-  q)sini{p  —  q). 
En  posant     4(^  —  9)  =  «,    i[p  ^  q)  =  x -^-^p, 
elle  donne  cos2p-cos(2a-f-2p)=»2sinasin(a-H2j3); 
d'ou  cos(2«  -f-  2p)  =  2(1  -^  q)  cos'p  —  i . 

Pour  lellipse, q est  négatif  et  <  1 ; la valeur  de a ne sera 
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jamaís  absurdo,  puisque  eos  (2a  +  2|J)  sera  tonjours  com- 
pris  enire  ■+-  1  el  —  1  :  ce  qui  prouve  que  lon  peul  tou- 
jours  couper  un  cóne  donné  suivanl  une  ellipse.  Pour 
rhyperbole,  q  est  posilif  ei  >  1. 

Si  cos  (2a  -h  2(3)  cst  négatif,  a  est  toujours  réel ;  mais, 
si  cos  (2a  -I-  2(3)  cst  positif,  il  faut  que  lon  ait  : 

2(1  H-7)cos*|3—  í  <  i; 
d'oú  cosp  < —  . 

Comme  —  =cos4. 

6  étant  rnngle  que  Tasymptote  de  rtiyperbole  fait  avec 
Taxe  de  cetie  courbe  (479),  on  doil  oblenir 

cosp<cos9,      c'est-u-dire     2p  >  2í. 

On  voit  que  Ton  peut  coupcr  i\n  cóne  donnc  suívant  une 
hyperbole,  si  rangle  2(3  des  deux  génératrices  SG,  SH,  est 
plus  grand  que  Tangle  des  asymptotes  de  Fhyperbole  ou  au 
moins  égal  á  celui-ei. 

Pour  la  parabole,  7  =  0.  On  a  donc 

sinasin  (a  -+-  2^)  =0; 

a  ne  peut  pas  être  nul^  ce  qui  donnerait  p  =  0. 

II  faut  que  a  -4-  2(3  <  360";  comme  on  ne  peut  pas  faire 
a-4-  ^(3=0,  la  seulc  valeur  de  a  qui  ne  soit  pas  absurde  est 

a-+-2p  =  480*. 

On  voit  quc  rintorseclion  AB  du  plan  passnnt  par  Taxe 
du  cóne  et  perprndiculnire  au  plan  sécant  doitêlre  pnralléle 
á  la  génératrice  SH  de  ce  cóne  :  ce  qui  prouve  que  touies 
les  paraboles  peuvent  étre  placées  sur  un  cóne  donné. 

Ainsi,  toutes  les  sections  coniques  sont  des  courbes  du 
^mc  d(gvé^  ct  réciproquement. 

4I4S.  Les  êvrfaces  q/lindriques  soní  engendrées  par  une 


j  j 
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droile,  nommêe yénéralrice,  tjuise  meiit pnrallélemenl  áeí/e- 

méme  en  passant  pnr  ious  les  pointa  d'ime  lir/ne  quelconque, 

donnée  de  grandeur  el  de  posilion,  nommée  direcírice. 

Si  la  direelrice  cs(  iinc  circonférencu  du  ccrclc  el  qiie  lea 

pj.  j,,_  généríiti'ices  soient  perpen- 

diculuiros  nu  plan  <ie  cp  cer- 

clo,  h  surfacc  engendrce  est 

un  c)liiidre  droit  de  révolii- 

líon;  lii  parnlléle  nux  géné- 

ratt'iccs  pjissant  par  le  cen- 

tre  du  cercle  est  l'axe  du 

cylindrc, 

SoitïT'H'  Cíig-3H)  un 
cylindre  droit  de  révoluiion 
á  biisc  circiilnirc.  Soicnt  0) 
O',  deiix  spliéres  égnles  tou* 
cliant  lc  cylindre  suivant 
deux  gruiids  cerclcs  égaux 
et  pnrollêlcs. 

Supposons  qiie  lc  plan  coupant  lc  ovlindre  soil  langent 
ií  ees  deuxsphcres,  siiuées  des  deux  cólcs  liu  plan.Par  l'axe 
du  cylindrc,  jncnons  un  pliin  perpcndicnlaire  nu  plan 
sécani :  ce  plan  conpe  lc  cylindre  siiivanl  les  deiix  géncra- 
IricesTí,  T'l',  lesdciix  sphéres  snivnnl  dcnx  grands  cei- 
cles  égiiux  ct  le  pliin  sécant  suivant  la  droite  AB,  laquelle 
cst  Inngenie  aux  deux  ccrclos  en  F  et  cn  P'. 

Soit  M  un  point  de  la  courbe  d'intirscclion.  Joigtions 
ce  point  á  F  el  ii  F'.  Par  le  point  M  passc  la  génératriee 
NMN',  lcrmincc  en  N,  N',  aux  ccrcles  de  contact.  On  a  : 
MF  =  MN',     MF'  =  11N, 
HF  +  MF'=MN'-i-MN  =  NiV    ou     HF -i- MF'=  Al», 
puisque         AF'=Aí     ct  que     BF'  =  AF=AT; 
donc,  NN'  =  AB. 
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Fig.  51«. 


La  courbe  d'intersection  esl  lclle  qiie  la  somme  des  dis- 
lances  MF  h-  MF'=  AB  de  ses  poinis  á  deux  points  fixes 
F,  F',  est  constanie. 

•44.  On  peut  trouver  dírectement  lëquation  de  la 
courbe  d'intersection. 

Supposons  que  le  plan  de  la  section  soit  perpendiculaire 
au plan de  deux génératricesqui  passe par  laxe  du  cylindre, 
ei  soil  M  un  point  de  la  courbe.  Abaissons  de  ce  point  la 

perpendiculairc  MP=y  sur 
Taxe  AB;  pla^ons  rorígíne 
au  point  A,  et  soil  AP=x. 
Par  MP,  faisons  passer  ud 
plan  perpendiciilaire  á  i'axe 
du  cylindre :  ilcoupcracclui- 
ci  suivant  un  cercic  dont  ie 
diamélre  EH  =  AC  =  2R. 
On  aura  évidemment 
(íig.  312)  : 

MP*  =  EP  X  PH. 

Si,  par  ie  point  P,  on  méne  une  paraliéieá  la  génératrice 
VH,  ies  triangles  rectangles  AEP,  AGP  donnent 

EP  =  xsin«     el     PH  =  2R  —  AG  =  2R  —  xsina, 

adésignant  toujours,  comme  dans  le  eóne,  langle  TAB 
que  fait  rinterseclíon  des  deux  plans,  cest-á-dire  Faxc  de 
la  courbc,  avec  la  généralrice  du  cyiindre. 
Ën  substiluant  ces  valeurs ,  on  trouve 

y*=2R$ína.x  —  sin'a.x*. 

On  voil,  par  cette  équation,  que  ia  courbe  d*interscciion 
d*un  cylindrc  droit  avec  un  pian  est  toiijours  une  ellipse. 

•4ft.  Sí  l'axe  du  cóne,  c'est-á-dire  la  droite  unissant  le 
sommet  de  celui-ci  au  centre  de  la  circonférence  qui  lui 
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sert  de  base,  est  obliqne  par  rapport  á  cetle  derniére,  on 
dit  que  le  cóne  esl  oblique,  ainsi  que  Paxe. 

Siy  par  Taxe  d'un  cdne  oblique,  on  fait  passer  un  plan, 

perpendiculaire  á  sa  base,  il  coupera  le  cóne  et  sa  base  sui- 

vant  un  triangle  que  Ton  nomme  la  section  principale. 

Soit  SGH  (Gg.   313)  la  section  principale  d'un  cóne 

Fig.  313.  oblique,  GH  le  diamétre  du  cercle 

qui  lui  sert  de  base,  et  SG,  SH,  les 
deux  généralriccs. 
Coupons  le  cóne  par  un  plan  per- 
pendiculaire  á  eette  section,  et  sup- 
\jt  posons  quela  courbed'intersection 
soit  un  ccrcle  dont  AB  est  le  dia- 
métre.  Si»  par  un  point  queleonque 
Pde  rintersection  deces  deux  plans 
H  perpendiculaires,  nous  élevons  une 
perpendiculaíreála  section  princi- 
palCy  celte  perpendiculaire  sera  contenue  dans  le  second 
plan,  et  elle  renconlrera  en  un  point  M  la  section  circulaire 
qui  a  pour  diamétre  AB;  de  sorte  qu  on  aura : 

JSp'=AP  X  BP. 

Par  la  pcrpendiculaire  MP  au  plan  SGH,  menons  un 
plan  paralléle  á  la  base  circulaire  du  cóne;  ce  second  plan 
coupera  le  cóne  suivant  un  cercle  donl  CD  est  le  diamëtre. 
La  perpendiculaire  MP  au  plan  SGH  est  uussi  perpcndicu- 
laíre  á  CD;  comme  ce  ccrcle  passe  aussi  par  M,  on  obtient 
également 

MP*=CPx  PD; 
d'oú  Ton  lire         AP  x  BP  «  CP  x  PD. 

Les  deux  triangles  APC  et  PDB  sont  semblables;  les 
angles  SBA,  SCD,  SGH  sont  égaux  entre  eux. 

Donc,  si  le  plan  coupant,  perpendiculaire  á  SGH,  est  tel 
que  ces  angles  soient  égaux ,  la  seconde  section  sera  aussí 
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un  cercle :  c*est  á  cette  seclíon  et  á  toutes  ses  par&lléles 
que  l'on  a  donné  le  nom  de  seclions  anti'paralléles  á  la 
base.  11  est  évident  que  les  deux  cercles  dont  CD  et  AB 
sont  les  diamétres  appartienncnt  á  une  méme  sphêre, 
ainsi  qiie  le  cercle  quí  passe  par  les  extrémités  A,  B,  C,  D, 
et  qui  est  un  grand  cercle  de  cette  sphére. 

GM.  Chercbons  Téquation  de  la  section  d'un  cóne 
oblique  á  base  circulaire  par  un  plan. 

Soit  SGH  la  seclíon  principale  du  cóne  oblique,  perpen- 
diculaire  au  plan  coupant.Désignons  par  AB  rintersection 
de  ces  deux  plans,  par  6  Tangle  des  dcux  génératrices  SG, 
SH  de  la  section  principale.  Soient  les  angles  SGH  =  7 
et  SAB  =  «.  Faisons  AS  =  cí  (fig.  31 3). 

Par  un  point  M  de  la  courbe  d'inlersection,  abaissons 
la  perpendiculaire  MP  =  y  sur  AB,  et  soit  AP  =  x,  Fori- 
gine  des  axes  rcctangulaires  ctant  en  A. 

Par  la  droite  MP,  menons  un  plan  paralléle  á  la  base  du 
cóne;  la  section  sera  un  cercle  ayant  CD  pour  diamétre, 
et  Ton  aura 

MP'^CPXPD. 

Le  triangle  ACP  donne  : 

CP  :a:  =  sioa:sinr. 

Par  le  point  P,  trn^ons  PI,  paralléle  á  SH,  et  AE,  paralléle 

a  GH.  On  oblient 

PD  =  lE  =  AE  —  Aï. 

Les  triangles  SAE,  API  fournissent  les  proportions : 

AE:(i  =  sin6:sin(r  -♦-  6), 
Al :  X  =  sin  (a  -♦-  0) :  sin  {y  •+-  B), 

En  rempla^ant  CP  et  PD  par  leurs  valeurs ,  on  obtienl 
pour  I  equatíon  de  la  courbe  d'intersectipn  ; 

.  dsinasine  sina8Ín(a  +  0)   . 

y  = X : ; x\ 

sin  Y  8in  (y  -♦-  9)         sin  y  sin  (y  -♦-  6) 


GÉOMÉTiaE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.      681 

Nous  ne  nous  arréterons  pas  á  la  discussíon  de  cetlc 
équation,  qui  ne  présente  aucune  difliculté. 

ApplleailOBs. 

«47.  Prodlêmb  I.  Décrire  d'un  monvement  continu  une 
section  contque  passant  par  cinq  points  donnés.  Déterminer 
géométriquement  le  genre  et  les  éléments  de  cette  courbe. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E  les  cinq  poinls  donnés  (fig.  314). 
Tragons  la  droiie  AB,  et  unissons  le  poinl  C  aux  poinls  A 
et  B.  Supposons  que  les  deux  anglcs  CAX,  CBX  restent 

Fíg.  314. 


M 

constants,  et  qu'ils  tourncnt  autour  dc  leurs  sommets  res- 
peeiifs  A  et  B.  Faisons  mouvoir  ces  angles  de  maniére  que 
les  cótés  AC,  BC  passenl  par  le  qualriéme  point  donné  D  : 
les  deux  autres  cótés  se  couperont  en  un  point  K.  Ces 
angles  reslant  constants,  faisons  passer  de  méme  les 
deux  cótés  AD,  BD  par  le  cinquiéme  poinl  Ë  :  los  deux 
autres  cótés  se  couperont  en  un  point  R'  de  la  droite 
RR',  qui  pourra  servir  de  directrice  pour  le  traeé  de  la 
conique,  puisqu'il  suílira  de  joindre  un  point  quelconque  I 
de  cette  droite  aux  points  A  et  B,  et  de  construíre  en  ces 
poínts,  d'un  méme  cóté,  deux  angles  égaux  aux  angles 
CAX,  CBX  :  rintersection  des  deux  autres  cólés  de  ces  an- 
gles  déterminera  un  point  de  la  conique.  Ainsi  qu  on  Ta  vu, 
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Fig.  315. 


Fig.  ste. 


si  l*uii  des  deux  cótés  de  Tangle  |3  passe  par  A,  Tautre  cou- 

pant  la  directrice  en  K,  tandis 
que  Tun  des  deux  cótés  de 
Tangle  a  passe  aussi  par  K, 
le  second  cóté  AT  est  évidem- 
ment  tangent  en  A;  il  en  est 
de  méme  pour  langle  B.  On 
peut  donc  construire  facile- 
ment  les  tangentes  en  A ,  B, 
comme  aussi  en  C  (fíg.  31 S). 
Soient  AT,  BT',  GT "  les  iroís  tangentes  que  lon  sait 

trouver  aux  points  A,  B,  C 
(fig.  316).  Si  ion  joint  les 
poínls  de  renconlre  R,  S  de 
ces  tangenies  aux  milieux  M, 
M'  des  cordes  de  conlact,  ces 
droítes  RM,  SM'  se  coupe- 
ront  en  un  poHirO,  qui  sera 
le  cenire  de  rellípse  ou  de 
rhyperbole  :  la  courbe  sera 
une  parabole  si  les  deuxdroites 
sont  paralléles. 

1*  Dans  le  cas  oú  le  point  0 
et  le  point  de  reneontre  des  tangentes  sont  silués  d'un  méme 
cóté  dc  la  cordc  de  coniact  BC,  la  courbe  est  une  hyperbole. 
2®  Si  la  droite  BC  séparc  Ic  point  0  et  ie  point  de  ren- 
contre  R  des  tangentes,  la  courbe  est  une  ellipse.  Pour 
construire  celle-ci,  menons,  par  le  ccntreO,  une  paralléle 
OR'  á  ia  corde  de  contact  BC,  et  prenons  OM  et  OR'  pour 
diamëtrcs  conjugués.  On  aura,  d'aprés  les  propriétés  de  la 
tangente : 


OM  X  OR  »  o'«;    d'ou    a'  ==  V-^'OM  X  OR; 


de  méme , 


b'  =  VO'S  X  OR'. 
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Fig.  317. 


1? 

cx     r 

JBt 

y/lY 

\z/       u 

J) 

^fcrfl 

Connaissant  de  grandeur  el  de  position  les  diamétrcs 
coDJugués  2a',  W  et  Tangle  ROR'  qu'ils  font  entrc  eux,  on 
pourra  construire  la  courbe. 

Lorsque  celle-ci  est  une  hyperbole,  on  détermine,  comme 

il  vient  d'êlre  dit,  deux  diamótrrs 
conjugués,  puis  les  asymptoles 
et  ensuite  les  axes. 

3*  Si  les  droites  RiM,  SM'  sonl 
paralléles  (fig.  317),  la  courbe 
est  une  parabole;  pour  obtenir  le 
foyer  F,  il  suflit,  a'ux  points  de 
contact  C  et  B,  de  construire  les 
angles  RCF=ICP,  RBF=SBQ, 
les  droites  CP,  BQ  étant  paral- 
lêlcs  á  Taxe  de  la  parabole ,  c'esl- 
á-dire  á  RM.  En  prolongeant  BQ 
d'une  longueur  BD  =  BF,  ct  en  élevant  au  point  D  la  |)er- 
pendiculaire  DE,  on  aura  la  direcirice. 

•48.  Problême  II.  Construire  une  courbe  du  S"'  degré, 
connaissant  trois  tangentes  et  le  foyer  (fig.  318). 

Soient  T,  T',  T"  les  trois  tangentes  et  F  le  foyer.  De  ce 

point,      abaissons 
K  sur  ccs  droites  les 

perpendiculaires 
FH,  Fir,  FH';si 
les  trois  pieds  H, 
H',  H''  ne  sont  pas 
en  ligne  droite,  la 
courbc  est  une  el- 
lipse  ou  une  hy- 
perbole ,  et  s'ils 
sont  en  ligne 
droite,  c*est  une 
parabole. 


Fig.  318. 
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Tracons  la  circonférence  qui  passe  par  H,  H',  H':le 
cciiire  de  ceiie  circoiiférencc  déterminera  celui  de  l'ellipte 
ou  de  riiyperbole,  el  son  diamélre  sera  le  grand  axe  de 
rellipse  ou  l'axe  iiansverse  de  rhjperbole ;  les  deux  foyers 
seront  connus. 

En  protongeanl  FH'  d'une  longueur  H'K,  égale  k  It 
premiërc,  ci  en  joignanl  F'  á  K,  le  poinl  M  appariiendra  k 
l'ellipse  ou  á  l'hyperbole  suivani  qu'on  aura 
F'M  ±  FM  =  2o. 

«4».  Problême  III.  Conslruireunecourbedu^degré, 
a>nnaiasanl  le  foyer  F  et  irois  points  A,  B,  C. 

Soieni  A,  B,  C,  F  (fig.  ,'il 9),  les  posiiions  des  irois  poinis 


Fig.  j 


ei  dufoyer.  LabisseciriceFB 
de  l'angle  AFH,  exlérieur  au 
rriangle  ABF,  fera  coimaitre, 
par  sa  renconire  en  D  avee 
la  droile  AB,  un  poinl  D  de 
la  directrice.  De  méme,  la 
bissectríce  FE  de  l'angle  AFl, 
exléi-ieur  au  iriangle  ACF, 
par  sa  renconlre  en  E  avec 
la  droilc  AC,  déierminera  iid 
deuxiéme  point  E.  La  direc- 
trice  el  le  foyer  éliini  connus,  on  irouve  autant  de  points 
cnurbe  qii'on  cn  veut. 

n  disiance  AR  du  poinl  A  a  la  directriceDE  estplus 
,  plus  grande  que  AF,  ou  égale  é  cetie  quaniilé,  la 
:  est  unc  ellípse,  unc  hyperboleou  une  parabole. 
s  le  point  de  vuc  anaiyiiquc,  le  probléme  ne  présenie 
e  diHÍciillé.  On  a,  en  elTct ,  pour  réquaiion  des 
ts  du  2°"  degré  par  rapport  k  leurs  directrices  et  i 
oyers  (228)  : 


1 

y} 

R 

E 

"/ 

1 

^\ 

i 

1 

J 

Y 
H 

(»- 


-(S-P)'-(fï  +  S»-t»)'. 
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Si  ron  désigne  par  a,  6,  a',  b\  o",  6"  les  coordonnées 
des  Irois  points  donnés,  et  par  d,  $'y  i"  les  dístances  de  ces 
poinls  au  foyer,  on  obtiendra  : 

í=áz{fb  -^  ga-^  A), 
í'  =  ±  {fb'  +  ga'  +  A), 
cT'  =  dz  (/*"  -4-  í^a"  -i-  h). 

Tous  les  points  de  l'ellipse  et  de  la  parabole  sont  situés 
d'un  méme  cdté  par  rapport  á  Fune  des  directrices, 
tandis  que  dans  rhyperbole  tous  les  points  de  la  courbe  ne 
se  trouvent  pas  d'un  même  cólé  de  ces  droitcs,  puisque 
chaque  directrice  est  située  entre  les  deux  branches  de  la 
courbe.  Des  quatre  solutions  indíquées  par  ce  systéme, 
trois  sont  des  hyperboles,  et  la  quatriéme  est  une  ellipse, 
ou  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

G50.  Problême  IV.  Connaissant  cinq  tangentes  á  une 

courbe  dti  2°"  degré,  construire  la  courbe  (fij^i  320). 

Soient  AB,  BG,  CD,  DE,  AE  les  positions  relatives  de  ces 

p.    jj^  cinq  tangentes.  La  courbe   ne 

y  peut  étre  qu'une  ellipse  ou  une 

/         ^^J^      hyperbole,  la  parabole  pouvant 

^^^^'jh^^''^^ y/  étre  soumise  seulement  á  qua- 

^ /C \  /''  /  L I  tre  conditions. 

•^    /y^\>4^  On  délerminera,  au  moyen  du 

/Nrï/>^^^^^  thóoréme  de  Brianchon  (332), 

^x-^^^\j  les  poinls  de  coniact  í,  í',  í"  de 

ces  tangentes  avec  la  courbe. 
Le  centre  de  celle-ci  est  donné  par  rintersection  des  droites 
qui  unissent  les  milieux  des  distances  de  deux  eouples  de 
tangentes.  Connaissant  les  points  de  contact  f,  ^,  l''  de  trois 
tangentes,  on  déterminera  la  courbe  comme  précédemment. 
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CHAPITRE   XXXIII, 
vflAOB  nwtm  covKBes. 

Mt.  On  peul  toujours  considérer  une  équaliou  qoel- 
conque  du  degré  m 

Aar  ^  Bx"^*  -♦-  Ca:— •  h -♦-  Vx  -4-  T  «  0    .    (\\ 

comme  élanl  le  résultat  de  rélimination  d*une  varíable  y 
enlre  deux  équations,  I'une,  du  premier  degré  en  x  et  en  y, 
el  Tautre  /"(oc,  y)  =  0,  du  degré  m,  m  étant  entier  et 
positif. 

Sí  réquation  du  degrc  m,  qu'il  s'agit  de  résoudre,  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

« (x)  =  T  (x) , 

eique  y»«*(x)    el    y  =  v(x) 

soíent  des  courbes  faciles  &  construire,  il  est  évidentque 
les  points  d'intersection  de  ces  courbes  seront  des  racioes 
de  I  equation  (1). 

Lc  sysiéme  des  dem  équations 

y  =  *(«)     et    y  =  >r(x) 

peut  étre  quelconque,  pourvu  que  rélímination  de  lor 
donnée  entre  ces  deux  équations  reproduise  (1).  Ces  équa- 
tions,  qui  sont  évidemment  d'un  degré  inférieur  á  fn, 
doivent  reprcsenter  des  courbes  faciles  á  construíre,  d*uo 
mouvement  continii  ou  par  points. 
M9.  Lacourbe 

y  =  T  ^  Vx  -«-...  -♦-  Cx*-*  -4-  Bx^*  ^  Ax" 

est  une  parabole  du  degré  m.  Si  Ton  construit  cettc  courbe 
par  points,Ies  racinesdeeeiteéqualiaadoiiiiezQntlfia|ioioli 
de  rencooire  de  la  coBrfae  avec  Faxe  de$  «  ou  jf  =  0. 
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M8.  La  résolutíon  de  réqiiation 

ac'  -♦-  ax  -f-  6  =  0 

ne  présente  aucune  difficulté;  c'est  pourquoi  nous  passe- 
rons  á  réquatíon  du  S*"'  degré 

x'  -f-  ax  -4-  6  =  0. 

Celle-ci  revient  au  sysléme 

Ky  =  x«, 

Kxy  -4-  ax  -♦-  6  =s  0 , 

qui  représente  une  parabole  et  une  hyperbole  faciles  á 

construire.  L'interseclíon  de  ces  deux  courbes  fera  con- 

Fig.  3ti.  nailre,  par  son  abscisse,  au  moins 

Y  une  des  raeines  réellcs  de  Féquation 

/         précédente. 

7M  On  peut  encore  considérer  cette 

^l  équation  comme  provenant  du  sys- 

J téme 

I  y  -+-  ax  -V-  6  =  0. 

La  premiére  de  ces  équations  re- 
présente  une  parabole  cubique  que 

l'on  peut  conslruire  par  poinls  (6g.  321).  L'intersection 

de  celte  courbe  avec  la  droite 

y  -♦-  ax  -+-  6  =  0 

fera  connaitre  les  irois  racines  réelles  de  réquation  pro- 
posée,  ou  au  moins  une  de  celles-ci. 

M4.  Soit  &  résoudre  Téquation  du  i"***  degré 

X*  -*-  ax'  -t-  6x  -f-  c  =  0. 

Construisons  les  deux  courbes  représentées  par  les  deux 
équations 

x«=%     cl     (x-a)«-*.(y  — p)«=R% 

c'est-á-dire  une  parabole  et  un  cercle. 
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En  développant  ct  en  substiluant,  il  vient : 

X*  -^  (K*—  2pK)x»—  SaK'x  +  («*  -+-  p«—  R«)K*=  0. 
Lcs  deux  équalions  devant  étre  identiques»  on  a : 
K(K  — 2p)  =  a,     2aK«=  — 6      ct     («*-*-p*— R«)K'=c 

En  faisant  K  =  1,  les  valeurs  de  a,  dc  (3  et  de  R  seroat 
déterminées.  Llntersection  du  cercle  et  de  la  parabole  fera 
connaítre  les  racines  réclles  de  réquation  proposée. 

G&5.  Le  probléme  de  la  duplication  du  cube  peut  seré- 
soudre  par  rintersection  d*une  paraboleavccunehypcrbole. 

En  eiïet,  sí  l'on  désígne  par  a  le  cóté  du  cube  donné,  et 
par  X  cclui  du  cubc  inconnu,  on  obtient  réquation 

X»  =  2a», 

qui  peut  élre  considérée  commc  provenant  de  xy  =a^  el 
de  iay  =  a;^,  ou  bien  cncorc  du  s}  stéme 

a'y  =  x'     et    y  =  2a. 

Le  systéme  le  plus  simple  est 

x'  ==  ay,     x'  -♦-  y'  =  ay  -+-  2ax , 

c'cst-á-dire  un  cercie  et  une  parabole. 

Enfin,  le  probléme  quí  consiste  a  trouver  deux  moyennes 
proporlionnelles  eníre  deux  droiles  données  n  eth  revient  á 
la  construclion  de  deux  paraboles,  ou  mieux,  &  la  construc- 
tion  d*un  cerclc  ct  d*une  parabole. 

On  a,  en  ciïct,  les  proportions  : 

a:x  =  x:y,     x:y  =  y:6; 

d  oú      x'  =  ay,    y'  =  6x    cl    x'  -»-  y*  =  ay  -♦-  6x , 

interscction  du  cercle,  représenté  par  celte  équation,  avec 
la  parabole. 

C  est  pour  résoudre  ce  probléme  que  Diocles  avaii  trouvé 
la  cissoïde,  dont  nous  avons  donné  la  construction  (377). 

La  résolution  de  tous  ces  problémes  ne  présente  plus 
aujourd'liui  aucun  intérél. 

FIN  DE  LA  GÉOMÉTRIE  ANALTTIQUE  PLANE. 
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NOTE  I. 

(Voir  co«rb«s  fwMias.  page  34i.) 


I.  On  peut  retrouver  facilement  Téquation  générale  des  coniques,  en 
soumettant  á  l^analyse  les  propríétés  exposées  dans  la  théorie  des  foyers 
et  des  circonférences  focales,  et  prouyer  directement  1'existence  de  ces 
circonférences,  comme  on  va  le  voir. 

Le$  deux  sommets  Cet¥  du  quadrilatére  mohile  CFMT  $ont  fixee.  La 
iomme  dee  deux  eótés  FM+MTsr/tfjí  eonêtante,  ainsi  que  le  cóté  CT=B, 


Y 


K       2 


Vangle  CTM  étant  droit.  Chereher  le  lieu  décrit  par  le  sommet  M  de  ce 
quadrilatére, 

Prenons  des  axes  reclangulaires  OX,  OY. 

Soient  respectivement  (a,  b),  (m,  n),  {Xt,  y^)  les  coordonnées  áes  poínts 
C,  F,  M. 

ii 


e90  NOTES. 

t  et  z  représeDUnt  les  longuears  variables  MT  et  MF,  on  a  les  éqaaliois: 

t-^z^f (1), 

«•  =  (yt  -  í')' -*- (^t  -  «)•  -  B« (ï), 

a' =  (Vi  —  «)•  +  («1  -  m)« P). 

Si  Pon  élímtne  les  varíables  ( et  z  entre  deux  de  oes  éqaations,  et  qoe 
PoD  substitue  leurs  valeurs  daos  la  troisiëme,  on  obtlent,  poarlelieo 
décrít  par  le  point  N,  Péquation 

^2[(n-6)K*-^6/'«]yi-f-2[(m-a)R«-*-a/«]a?j-f-K*-*-^(R«— a«-6*)=0, 

daus  laquelle  2^«  =  a«  -h  6«  -f-  /«  —  R«  —  m*  —  n*.  

En  foisant  n=:0,  6  =  0,  R  =  a  =  p,  m  =  /'=-  -*- ?  í^\—q,ó»v& 
cette  équation  générale,  qui  représeote  toutes  les  oourbes  du  2*  degrê, 
00  relrouve  réqualion  de  l'ellipse 

yj  =  2pa?,  —  ío?; , 

comme  on  peut  s'en  assurer  directement. 

II.  On  donne  deux  droitet  fixee  OX,  OY  (fig.  107),  qui  fimt  «filre  dla 
un  angle  y,  A  dee  distaneeM  OK  =  a  «I  OF'sb,  on  méne  tes  paraU^a 
KL  et  F'W  á  la  droile  OY.  Le  cdté  P,H  du  quadHíatére  moífile  P.HTM 
eit  parpendiculaire  aux  deux  droitee  KL  et  F'R'.  Le  cóté  HT  =  R,e/ 
t'angle  T  e$t  droit.  Chereher  le  lieu  décrit  par  le  êommei  Udece  qua- 
drilatére,  iaehant  que  MP,  -f-  MT  =  s ,  et  que  le  poini  M  doU  eonstaM- 
mmt  ie  trouver  iur  la  droiie  M'P,  paralléle  á  OY,  P  étant  t'inteneetion 
du  cóté  mobile  P,H  avec  la  droite  OX.  (Voir  n«  216,  page  253.) 

En  désignant,  oomme  précédemment,  par  /  et  par  s  les  cdlés  varísbla 
MT  et  MP,,  par  x^,  y^  les  coordoDuées  du  poiut  M,  on  a  les  équatioQs: 

«■4-«  =  « (I), 

R«-4./«=y;-t.(a7j-a)«siD«r (á), 

,«=y;^(6-írj«siD«r ^ 

Od  trouve,  pour  le  lleu  demaudé,  réqnattoD 

2  [(6  —  a)  K«  -♦-  a««]  sin«  r  j"<«  —  (6  ~  a)«  sin< 


ví  = 


[«■  —  (6  —  af  sin«  rl 
"li J^ï 

-♦-  K*  -H  (R«  —  a*  sin*  y), 

Si  roD  fait,  daos  ceUe-ci,a=;5^.  6=?! -4-^  l^sin«r-g',R=sf 
«  ss  /"  = -,  (siD  r  +  ^sin*  r  —  9')i  ^^  trouve ,  aprês  les  réductions , 

y;  =  2p'írj-5f'a?;, 
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ce  quMl  est  facile  d'établir,  en  |>artant  des  équatioos 

P'*  /  P'    \' 

m*y  \         sin*yl 

í"  =  !/ï -*-(■: ^il  sin^r. 

Vsin  r         I 


sin' 


iri.  On  donn9  deux  droites  ftxet  OX,  OY  (fig.  108),  qui  foni  entre  ettes 

un  angle  y.  A  une  disianee  OF  =  K£2±|j»^*y^L£í ,  on  méne  une  droite  FR, 

paraltéle  á  OY.  Le  cóté  ?fi  du  quadrilaíére  mobUe  PiHTM  eitperpenát- 

culaire  aux  deux  droitee  0 Y  et  FR ;  te  cóté  UT=b',  et  Vanglt  T  eet  droit. 

Chercher  le  lieu  décrit  par  le  tommet  M  de  ce  quadrilatére,  sachant  que 

BfPi  +  MT  =  a'sin  r,  ^t  que  le  point  M  doit  constamment  $e  trouver  iur 

la  droite  PM',  paralléle  á  la  droite  OY,  P  étant  l'intertecíion  de  la  droite 

OX  avec  le  eóté  mobile  Pfi.  (Voir  page  258,  n»  219.) 

On  a  les  équations : 

í-i-«  =  a'siny (I), 

V*-^  l^=^f/l-hxisia*Y (2), 


/l^a'»  sin»  y  —  ft"         \*  . 

=  y?-»-  : ^t)  si 

\         sin  r  / 


j5«  =  yj-l-l ; 0?!     sin'r    ...    (3). 

\  sin  r  / 

On  obtient,  pour  ie  lieu  décrit  par  le  point  M ,  l*équalion 

a'«yj  -t-  6'«a?;  =  a'«6'«, 

qui  représente  rellipse  rapportée  á  ses  diamélres  conjugués,  l'origine 

étant  au  centre  de  cette  courbe. 

IV.  On  a,  de  méme,  d*aprës  la  construction  indiquée  au  n^  219,  page  257, 

(fig.  108) : 

MP,-l-MP.=:2a'stnr. 

Les  deux  triangles  rectangles  MPP,  et  MPP^  donnent,  en  foisant 
OP,  =  ari,MP  =  y, : 

_,        ,      ri^a'«sin«r~*'"         T  •  t 
•  L  sinr  -i 

^*        .      r*^a'«sin*r-ft'"         T  •  .^ 
MP  syj  +  l ;— 1 a?i     sin«r. 

d*oii  l^on  tire  Téquation 

a'*y\  ^  6'«a?;  =  a'*6'«, 

qui  esi  bien  celle  de  rellipse  rapporlée  ^  son  centre  et  á  ses  diamêlres 
oonjngués. 
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NOTE  II. 

(A  U  fin  de  la  page  543.) 

^^■«(■•ii  pslalre  de  I^hyperkele. 

L^équation  polaire  de  Phyperbole  s'obtient  loul  k  fait  de  la  même 
msiDiére  quc  celle  de  rellipse. 

DésigDons  par  2c  la  distance  des  deux  foyers  F,  F',  et  par  f^  p',  les 
deux  rayons  vecleurs  FM,  F'M  (fig.  240).  En  pla^ant  le  p6le  au  foyer  F, 
tí  étant  égal  á  Tangle  MFX,  on  a  : 

//•  s=  p*  -t-  4<;'  -♦-  4r/>  cos  « , 


d'od 

6* 


a 

.      a 

1 cos  « 

c 

et  p 

p= . 

1  —  ecos» 

si  Ton  fail— = p  et  •=  0. 

Posons  1  —  «  cos  «  =  0 ;  on  en  tire  p  =  oo , 

1      a            a 
oos  »  =  -=-= 


ce  qui  prouve  que  le  rayon  vecleur  est  paralléle  á  Cune  d€S  agymptaUs. 


ERRATA. 


Page     3,  ligne  6,  en  remontant,  au  lieu  de :  CM~,  liaez  :  CH  . 

—  43,    —      i,  au  lieu  de  :  sin  51»,  lisez  :  sin  iíJ». 

—  49,    —    23,  enremontant,  au /ieu  (/e:  á  nÍTeau, /i>»  :  de  niveau. 

—  63,    —    -16,  —  —        I  eíangle,  lisez :  Le  triangle. 

—  73,    —    41,  —  —        en  remplaQant  par  les  valeurs  qui 

précédent  sin  ^,  etc.,  lisez  :  en  rempla^ant  sin  |,  etc,  par 
les  valeurs  qui  précédent 

—  84,    —    40,  en  remontant,  au  lieu  de :  cette  hémisphére,  lisez :  cet  hémi- 

sphére.  _ 

—  440,    —    !Í4,  en  remontant,  au  lieu  de  :  c  V^ft,  lisez  :  n. 

—  424,-4,  —  —        identique  á, /i>tfz :  identique  ayec. 

—  427,-40,  -  —         WW',lisez:WE^\ 

—  451,    -    20,  -  -        ^,lisez:t.. 

—  462,    —    23,  —  —        á  la  résolution,  lisez :  k  la  démon- 

stration. 

—  46^    —     5,  en  remonlant,  au  lieu  de  :  BD  dÍYÍsé,  hsez  :  BD,  divisé. 

—  478,    —    22,  —  —         X  ^  lisez :  tn  X, 

—  487,    —    40,  —  —        et  de  (2), /w«  :  el  dans  (2 . 

—  487,    —    17,  —  —        et  dans  6.  lisez :  et  de  b. 

—  488,    —    20,  —  —        méthodes,  lisez :  móthode. 

—  243,    —      8,  —  supprimez :  le. 

—  222,    —    22,  —  au  lieu  de :  les  points  a  et  ^,  lisez  :  le  point 

(a,  b), 

—  232,    —     3,  en  remontant,  au  lieu  de  :  Y,  lisez  :  y. 

—  243,    —    28,  —  —        qui,  lisez :  lesquels. 

—  280,    —     8,  —  —        poin,  lisez :  point. 

—  280,    —    40,  —  supprimez  :  et 

—  280«    —    42,  —  au  lieu  de  :  dont  son  mouYement,  lisez  :  dans 

son  mouvement. 

—  286,    —     8,  en  remontant,  au  lieu  de :  dz  c',  lisez  :  dtz  j~ . 

—  288,    —    48,  —  —        de  tenir,  Itsez :  k  tenir. 

—  344,    —    49,  —  |/n«xH-2pjr-+^,  Usez :  ^  I/iÍ«x«-*-1<ímh-<7. 

—  346,    —     4,  —  au  lieu  de  :  celles  des,  lisez  :  les. 

—  388,   —    27,  —  —        ce  qui  indique  que,  lisez  :  on  voit 

que. 


«Wr  ERRATA. 

Page  379,  iigne  2,  en  rerooDUnt,  au  lieu  de :  nne,  liêex  :  un. 

—  380,  ligues  10  et  19,  en  remonUnt,  au  tíeu  de :  one,  litez :  un. 

■^    ^»    —     8  et  43,  —  —        quadnns,  liêez :  ^aadnnts. 

—  431,  ligne  31,  en  reroontant,  au  lieu  de  :  y«  = ,  lisex  :  y,  =. 

—  43B,    —    13,  —  supprimez :  B?U, 

~~    *^    —      í5»  —  au  lieu  de  :  y,  litez  :  y. 

~"    *^»    —      8,  —         aprés  :  axe  radical,  remplacer  ie  reoe  de 

Vinonci  par  ce  qui  suit :  le  cercle  qni  passe  par  P  et  qui 
conpe  ceux-ci  orthogonaiement,  est  )e  lieu  réciproque  du 
point  P. 

—  ^    --    18»  en  remontant,  au  lieu  de  :  qui,  lisez :  lesquels. 

~  ^  —  3,  —  —  Cetle  corde,  li*ez :  Ce  cerde. 

—  ^^»  —  ^3,  ~  —  eUe,  lisez :  iL 

—  4S&,  —  13,  —  —  et  a, /áez :  6  et  a. 

—  547,  —  19,  —  —  ITiypolhénusc^/im.l'hypatéoose. 

—  547,  —  a»,  _  __  hyberlwle, /«« ;  hyperbftle. 

—  5W,  —  ai,  —  _  »cragrand,/im;seraphi8grand. 

—  683,  —  17,  —  ^  auties, /«e» ;  autres  points. 

—  508,  —  6,  —  -_  ja^  lig^ .  i^ 

—  831,    —    14,  —  —        quatres, /tM3 ;  quatre. 
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